1. Relativisztikus kvantummechanika

1.1. Minkowski-tér

A négydimenziés Minkowski-tér bazisvektorai e, (1 = 0,1, 2, 3), a téridé-vektorok

x = al'e,, (1)

ahol a kontravarians koordinatdk,
x = (yco,xl,xQ,:c?’) = (ct, 7). (2)

A bazisvektorok skalaris szorzata,
€u- € = Gu (3)

ahol g = {g,,,} a metrikus tenzor (fundamentdlis matrix):

g= 1 : (4)
-1

A pszeudo-euklidészi Minkowski-téren a skaldris szorzat (Minkowski-szorzat) kifejezhetd a kon-

travaridns vektorkomponensekkel:
x-y=a"y"e, e =a'g,y =xgy. (5)

Egy térido-vektor norméja:

x-x=ct-7?, (6)
ami lehet pozitiv (id6szerti vektor), negativ (térszerii vektor) vagy zérus (fényszerii vektor).

A Minkowski-tér dudlis terét az ¢ linearis formék alkotjak,
l(x) =L (ate,) =a"l(e,) . (7)

A skaldris szorzaton keresztiil az ¢ linedris forma egyértelmiien azonosithaté a Minkowski-tér

kovetkezo vektoraval,

L=1e,, (8)
gy, hogy
((x)="L(e,) at=L-x=0g,,2", 9)
azaz
£(en) = g 1" (10)
Vezessiik be a metrikus tenzor inverzét:
g ' ={g"}, (11)
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melyre

9" gun = 0y, (12)
gy =6, (13)

ahol
=0t ={ g h2) (19

és a Minkowski-szorzat esetében nyilvdanvaléan fennéll, hogy
9" = g - (15)
A linedris formahoz rendelt Minkowski-vektor kontravarians komponensei,
=gl (e,) . (16)

Egy x térido-vektor kovaridns vektorkomponenseinek nevezziik a hozzédrendelt linedris leképezés

(duélis) komponenseit:

z, =x(e,) = gua”, (17)
és
ot = 0" ¥ = gM gt = g" xy (18)
A kovarians koordindtdkat kifrva:
z, = (ct,—7) . (19)

1.2. Lorentz-transzformaciok

A Minkowski-tdvolsdg négyzete,
ds® = Adt? — (d7)? = datda,, (20)

fiiggetlen az inerciarendszer vélasztéséatél. (Homogén) Lorentz-transzformécionak nevezziik a
Minkowski-tér mértéktartd, valés értékii linedris transzformacioit. A bézisvektorok transzforma-
cidja,
o AP
e, =e, A", (21)
implikdlja a kontravaridns koordindtdk transzformaécidjét,

_ 73 _ © Ao/ v v ! v __ v "
x =ale, =2"e, N, =1"e, = 1" =N\, z (22)

vagy rovidebben,

N={A')} =2/ =Az. (23)

A Lorentz-transzformdcidé mértéktarto:
iv'“y; = x'“ng/T = Aflu xl}gm—AT}\ y/\ = xVAfLV guTAT/\ yA = xyyv ) (24)
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amibol
Gur AMI/ AT)\ = guvx (25)

kovetkezik. A A métrix transzponaltjaval:

(N = AL, (26)
a fenti azonossdg dtirhato:
(M), gur AT = g (27)
azaz
Ngh=g. (28)

Fenndllnak a kovetkezo tulajdonsagok:

1) Af, = 6!, megoldas: 6,7 9,507, = G

2) det ATgA = (det A)*det g = det g = det A = +1

3) Ha A megoldds, akkor A~! is megoldds: g = (/\T)_1 gh™ ' = (A1) gh?

4) Ha A; és Ay megoldas, akkor AjA; is megoldas: (A A2)" ghAy = ATATgA Ay = NIgh, = g,

melyekbdl kovetkezik, hogy a Lorentz transzforméciok csoportot alkotnak (Lorentz csoport).

Infinitezimélis Lorentz-transzformécié, w:

/\:I—i—w:>(l+wT)g(|+w):glﬂng wlg = —gw (29)
(wT);; Grv = W.TM 9rv = Gur W_TM = Wyp és guTW_TV = Wy (30)
\
= o0, (31)
Hogyan transzformélédnak a kovaridans koordinatak?
xL = G " = gu A 2" = g N g T, = K:jwo (32)
ahol
K = gulg” (33)
vagy
AN=ghgt. (34)
Fennall a kovetkezo relacio:
(N, K = A 000D, 0 = gy g™ = 5 (35)

vagy



Négyes-derivalt:
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Kovetkezésképpen 0" = < 0 —7 ) kontravaridns vektor és a d’Alembert operédtor,

cat’

82

028752_AED

0,0 =

Lorentz-invarians.

1.3. Relativisztikus kinematika

A négyes-sebesség definiciéja

ahol 7 a sajatido és

amibol kovetkezik, hogy a négyes-sebesség norméja Lorentz-invaridns:

2 2

ug L’ = v, =

Az energia-impulzus négyesvektor,

a részecske energidja. Nyilvdn a p* normadja is Lorentz-invaridns:
" Vo _ 2.2
P gwp =p pp=mc
ami expliciten kifrva az uin. energia-impulzus Osszefiiggés:

E2_ 02p2 _ (m02)2

(37)

(38)

(40)



1.4. Elektrodinamika

Af = (%,Z) A, = (?,—Z) , (48)

Cc

Négyes-potencidl:

melybdl a térerésség tenzor az alabbi médon definidlhato:

FH = 0oFAY — 0" A* (49)
FO==" F9=—¢;.By. (50)
c
Négyes dramsiirtiség:
—
= (CP, ]> , (51)
melyre fenndll a kontinuitdsi egyenlet,
aﬂju = ) (52)
illetve 9
P =
— =0. 53
5 TV (53)
A Maxwell-egyenletek:
O™ = )" (54)
Exrw 0" F" =0, (55)

ahol €\, a négy-dimenzids teljesen szimmetrikus tenzor €yio3 = 1 normaéldssal.

A relativisztikus energia-impulzus dsszefiiggés (a Lagrange- és Hamilton-formalizmus révid 6ssze-

foglal6ja a Kvantummechanika 2 szemelvények fiiggelékében taldlhato)

Négyes kinetikus impulzus:

KV =pt — qA" = (E_W ?—qz) (56)
c
E— N —
K#:pu_un:< cnga_p +QA) (57)
U
(E_C]Cb)? — —\ 2 2 2
H = 7 — =
K'K, = z (p qA) me (58)
azaz
— —\ 2
E = m2c4—|—c2(p—qA) +q¢. (59)

A relativisztikus kvantummechanika feladata az, hogy a (58) tsszefiiggésnek megfeleld, Lorentz-
invaridns dllapotegyenletet vezessen be tgy, hogy a hullamfiiggvényre és operatorokra kirétt kvan-

tummechanikai axiémaék (pl. valésziniiségi értelmezés, felcserélési relacidk) érvényben maradjanak.
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1.5. Felcserélési relaciok és operatorok koordinata reprezentaciéban

A nem-relativisztikus kvantumelméletben a koordindta és a kanonikus impulzus operatorok felc-

serélési reldcidja:

Figyelembevéve, hogy
5;w = 5[;97—1/ = Guv (61)
M =8tg™ = g", (62)

a fenti felcserélési relacickat az aldbbi médon frhatjuk,
[p',27] =ihé" |
és terjesztjiik ki a négyesvektorokra,

", "] = ih " =ihg"" . (63)

A p* négyes-impulzus operatorok kontravaridns vektorként transzformalédnak, ami biztositja a

felcserélési reldciok Lorentz-kovariancidjat:

e = [pta¥] — C=ihg™! (64)
C//w — [p/u7xly] — A.”’TAZ/)\ [pT,ZE)‘} — AfLT [pT,CL‘)‘} (AT)')\V _ A{J,TCT)\ (AT)-)\V (65)
azaz,
C' = ACA" = inNg 'AT = ihg 1ghg *AT = ing AN = ing™!. (66)
Koordinata reprezentédcidban ezért a négyesimpulzus operatort a kovetkezoképpen definidljuk,
h
P = (po,;e) : (67)
ahol -
0 ct] = ih—p® = == 68
P ct] = ih—p" = == (68)
Mivel p° = %, a fenti definiciébdl kovetkezik, hogy az energia operdtora:
0
E =ih—. 69
iho (69)
Osszefoglalva tehét:
v Zhgh_):hlﬁ_)—h“ 70
P (c@t’z M\ car v iho (70)
thd h= 10
= - =1h ho 71
Pr (cat’ iv) Z(a’v) o (7)
A kinetikus impulzus operatora:
1 — —
K" = pt — qA* = tho" — qA" = (— (thdy — q¢) , —ihV — qA> , (72)
c
4 1. L=
K, =p,—qA, =100, — qA, = (E (1hdy — q¢) ,ihV + qA) ) (73)



1.6. A Klein-Gordon egyenlet

A (72) és (73) operdtorokat behelyettesitve a Lorentz-kovaridns (58) egyenletbe és hattatva a
hullamfiiggvényre, kapjuk a Klein-Gordon egyenletet,

1 — —\ 2
(ihd; — qo)* — (mv + qA) } b (T, 1) = m2c2) (T,1) . (74)

c2

g
N
s

=l
I

0, ¢(7,t) = 0 esetben (szabad részecske) a fenti egyenlet a

O+ k¢ (7,t)=0 (75)

mc

alakra redukalédik, ahol » = =

a Compton hulldmszém és 0 = 597 — A.

1dotol fiiggetlen vektor- és skaldrpotencidlra a hulldmfiiggvényt a szokott

(T8 = (T)e ™ (76)
alakban keresve kapjuk a staciondrius Klein-Gordon egyenletet:
2 (E— ad)?
[(ﬂﬁ + qZ) - % Tm2E| (P =0 . (77)
Szabad részecskére a 2
{—hQA — = + m202} Y (7T)=0 (78)
egyenlet megolddsa a
Y(T) = Aei 7T (79)
sikhulldm, és a (59) egyenletnek megfeleléen
Ep? +mict —E*=0 (80)

adédik. Ebbol kovetkezik, hogy a szabad részecske energidja
E = ++/m2ct + ¢2p? (81)

tehat £ > mc? vagy E < —mc?®. A negativ energids megolddsok megjelenése "ijdonsdg’ a
klasszikus relativisztikus mechanikihoz képest. Beldathaté, hogy a pozitiv és negativ energids

megolddsok egyiitt alkotnak teljes rendszert az allapotok Hilbert terén.

A stacondrius Klein-Gordon egyenlet a H-atomra (Z (7)) =0, ¢(7) = —Ze?/ 7") megoldhaté és

a pozitiv energia sajatértékeket 1/c* szerint sorfejtve kapjuk, hogy

m(262)2+m(262)4 (3 in )+ :

B~ mc® — (82)

2h2n?2 ARtz \ 2 20+ 1

ahol n és ¢ a nem-relativisztikus targyaldsban megismert {6- és mellékkvantumszamok. Lathato,
hogy a H-atom energiaszintjeinek durvaszerkezetét (Balmer-tag) jol kaptuk vissza, a finomsz-

erkezetre viszont a Klein-Gordon egyenlet a kisérleteknek ellentmondé predikciét ad.
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koontinuitési egyenletet prébéljuk levezetni. A (75) egyenletet konjugélva,
O+ ¢ (7, 0)" =0 , (83)

majd ¢ (7, t)-vel balrél beszorozva, ugyanakkor a (75) egyenletet 1 (7, ¢)"-vel balrél beszorozva

és az igy nyert két egyenletet egymadsbol kivonva nyerjiik, hogy
amit tovabb atalakithatunk a
1 * *
7 WO = 47000) — ($AY7 = y"AY)
1 — — —
= <0 (0" — Vo) = V (¥ Ve =¥ V) =0 (85)

formdban. Az egyenletet %—mel beszorozva, majd a megtalaldsi valészintiségstiriiséget

p(Pot) = (T ) 8 (7 1) — o (7, 0) 0 (T, 1)

2mc?
% (= ihod;
—Re (07 (70 2 (7.0)) (56)
és az dramstiriiséget
T (7o) = o (0 (P Vo (Fo0) 6 (7)) T (7.0))
j ) 2/1/m ) ) ) )
é
—re (v (70 Lo (7)) "
modon definfdlva, valéban adédik, hogy
oo (T, ) +V j () =0 . (88)

Mig az dramsiiriiség definiciéja megegyezik a Schrodinger egyenlet alapjén nyert kifejezéssel, a
valoszintiségsiiriiségé kiilonbozik attl. A problémét az jelenti, hogy p (7, t) nem pozitiv definit.
Ugyanis az idében masodrendii Klein-Gordon egyenletben a 0y (7, t)-re, aminek nincs fizikai

jelentése, ¢ (7, t)-tol fiiggetlen kezdeti feltétel réhaté ki. A szabad részecske valészintiségstiriisége:

— E — 2
p(’l",t):wwj(?",t” ) (89)

ami negativ energids megolddsokra, F = —y/m?c* + p?c?, negativ valészintiségsiiriiséghez vezet.

Ezenkiviil a hullamfiiggvény skaldr volta miatt nincsen lehetdség spin értelmezésére sem, igy a
Klein-Gordon egyenlet - amint azt a kvantumtérelmélet megmutatta - a nulla spini részecskék

(pl. m-mezonok) téregyenlete.



1.7. A Dirac egyenlet

Lattuk tehdt, hogy a Klein-Gordon egyenlet valdsziniiségi értelmezését az akaddlyozta meg, hogy
benne az iddderivalt négyzete szerepelt. FEzért Paul Dirac (1928) nyomdn a hulldmfiiggvény
mozgésegyenletében p,, linedris formdjat engedjilk meg (az elektromdgneses térrel kolcsonhaté

részecske mozgasegyenletét késébb térgyaljuk)

(Y'pu —mec)p =0, (90)

ahol a " operatorok felcserélhetdk a p, operatorokkal. Ezt gy interpretalhatjuk, hogy a v hul-
lamfliggvény a négyzetesen integralhaté fiiggvények Hilbert-terének (ahol a p,, operatorok hatnak)
és egy 1j szabadsédgi fokokat reprezentédlé Hilbert-tér (ahol a v operatorok hatnak) tenzorszorza-

tdnak eleme.

Hattassuk a v"p, + mc operdtort a fenti egyenletre:

(V'py +me) (Y'p, —me) = (7pApy —m*e?) P =0 (91)

A p,, operatorok felcserélhetdségét is figyelembe véve:

v 1 v 12
YA Py = 5 (Y Ypupy + Y'Y Pupy) (92)
1 1% v
=3 (YA +A"Y) by - (93)

Szeretnénk ugyanakkor, ha érvényben maradna a relativisztikus energia-impulzus Osszefiiggés.
Ehhez megkoveteljiik, hogy a fenti kifejezés p*p,,-vel legyen egyenld, azaz teljesiilnie kell a kovetkezo

antikommutdcios relacioknak:

YA+ = {0 =20 (94)

Ebbol egytittal az is kovetkezik, hogy

()=1 é ()'=-1 (i=1,2,3) (95)
A fenti csererelédciokat teljesité operatorok uin. Clifford algebrdt alkotnak.

Mivel p,, = ¢hd,, Dirac egyenlete szabad részecskére:

("0 — )¢ =0, (96)

ahol (mint a Klein-Gordon egyenletben) s = %¢ a Compton hulldmszam.

1.8. A Dirac matrixok

1.8.1. A ~*" matrixok dimenzigja
Allitas: A v" operstorok véges, n dimenziés abrézoldsaira fenndll, hogy n paros.
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Bizonyitds:

(i) Beldthat6, hogy barmely * operdtor nyoma zérus. Ugyanis:

Try® = —Try" (’yj)2 = —Try/~%" = Tr (’yj)z A0 = —Try?, (97)
Try! = Try’ (1°)" = Tiy®97° = —Tr (4°) 747 = —Try? (98)

ahol felhaszndltuk a nyomképzés ciklikus tulajdonsagat.
(i) Mivel (7°)* = 1, 7° lehetséges sajatértékei 1 vagy —1, illetve (79)° = —1 miatt 17 lehetséges
sajatétékei 4.

Tételezziik fel, hogy m sajatérték 1 (vagy i) és n —m sajatérték —1 (vagy —i). Ekkor,

Try’=m—(mn-m)=2m—-n=0 |, (99)
Try! =[m—(n—m)]i=2m—-n)i=0 |, (100)

tehdt n péros.

1.8.2. Standard abrazolas

Belathaté, hogy a négydimenzids Dirac csoport irreducibilis dbrdzoldsai egy vagy négydimenzidsak.
Ezek koziil csak az utébbi felel meg a Clifford algebranak, igy a v* operdtorokat a tovabbiakban

4 x 4-es matrixokkal reprezentdljuk. Az alabbi, uin. standard dbrézolds,

0 __ 12 O i O O'i

eleget tesz a megkovetelt antikommutdcios reldcidoknak:

{’}/Z,’Yk} — ( {U ,00- } {O-ZOOJ{:} > — _257,k 14 — 29’Lk 14 (102)

{’YOa’YZ} - ( _(2).1‘ %i ) + ( (Si —(;ﬂ ) =0 (103)

A tovdbbiakban sziikségiink lesz még a métrixok adjungaltjaira vonatkozé osszefiiggésekre:
(70)T _ 70 (,yi)T _ _71' (104)
Py = =y = ()" = %9"° (105)

A Dirac egyenletben szerepld hullimfiigguények kovetkezésképpen négykomponensiiek:

U (Z)’t)
) (T ,1) = Z; g;g . (106)
(o (?725)
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Megjegyezziik, hogy a +° = i7%91y2+3 Dirac métrix:

5 . 12 0 0 01 0 09 0 03 . 0 IQ
7 _’( 0 1, J\ =01 0 ) =0y 0 03 0 ) \L 0) ~ (107)

0 01 —iO’l 0
01 0 0 —7;0'1

is a Clifford algebra szerint antikommutdl a v* métrixokkal.

1.9. Az elektromagneses térrel kolcsonhaté részecske mozgasegyenlete

Elektromdgneses tér jelenléte esetén a Dirac egyenletbe a p, kanonikus impulzusok helyett a K,

kinetikus impulzusokat frjuk,

(YW K,—mec)p =0 (108)
ahol
Ky = pu = qA, = thd, — qA, (109)
4
(v (1h0,, — qA,) —me)p =0 (110)
vagy

(mﬂ (aﬂ + %AO _ m) W=0. (111)

A nem-relativisztikus elmélethez hasonléan vizsgdljuk meg a Dirac egyenlet invariancidjét a

0-0A 7 ?A) —A,—0,A  (112)

— - =
A'= A+ VA, ¢':¢—atA:>A;=(

C

mértéktranszformdcidval szemben:

(m“ (8# + %AL) - Ii) P =0 (113)

Y
{i’yﬂ (au + %un — %q@#A) — /ﬂ] P'=0 (114)
alakban frhaté. Nyilvanval6, hogy a hullamfiiggvény
Y = et (115)
transzformécidja kielégiti a (114) egyenletet. Ugyanis
(au - %‘ZaHA> et = eiho,ap (116)

és utdna e Aval egyszeriisitve a (110) Dirac egyenlethez jutunk. A (115) transzformécié teljes

mértékben ekvivalens a nem-relativisztikus esetben levezetett mértéktranszformaciovall
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A (110) egyenletben kiirva 0, és A, id6- és térszerti komponenseit,
K, = (20— g0).- (7 -44) ) (117)
kapjuk, hogy
Evo (ihd; — q¢) — 7/ (5’ - qX) - mC} Y =0, (118)
melyet —cy°—lal balrél szorozva,
(it +q6) + 1 (T — g 4) +°me*] v =0, (119)
majd az ido szerinti derivéaltat kiilon kezelve nyerjiik a kovetkezo egyenletet,
ithoy) = [0707 (? — qZ) +qo+ vomcﬂ . (120)

Vezessiik be az @ =1°7 és f = 4° métrixokat. Az o; métrixok alakja,
e Y

. IQ 0 0 ag; . 0 ag;
mig a f matrix nyilvdnvaléan
(L 0
5(0 _]2). (122)
Az 1j matrixokkal a Dirac egyenlet az
iR = [03 (7 . qZ) + b+ Bch] b, (123)

alakot 6lti, melybdl az
1thoyp = Hyp (124)

analégia alapjan leolvashatjuk a relativisztikus Hamilton operétort:
— [(— e 2
H=ca (p—qA)—l—qqﬁ—l—ﬁmc, (125)

mely az a és [ matrixok ismeretében nyilvdnvaléan hermitikus. Idofiiggetlen vektor- és skaldr-

LEt

—>) e~ 7

potencidl esetén a hullamfiiggvényt ¢ (7,t) = ¢ (7 alakban keresve a Hamilton operdtor

sajatérték problémaéajahoz, azaz a staciondrius Dirac egyenlethez jutunk

H (7) = [¢@ (7 = a4 (7)) + 6 (F) + Bme?| 0 (F) = B4 (7). (126)

1.10. A kontinuitasi egyenlet

Induljunk ki a Dirac egyenlet

iho) = [cﬁ (7 . qZ> Y gb+ 5mc2] " (127)
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alakjabol, melyet a hulldmfiiggvény komponensei szerint kifrunk:

ihOh, = €0 o T e — q A + qdthr + mc*Braths (128)

Konjugdljuk az egyenletek mindkét oldalét:

. * * [T |k - * 2 % *
—ihdpy = —ca  (PY; — a AYY) + qewy +me 51 (129)
= (DU} Tor — qAYT oy + g0} + M Bur (130)
< hT ) Tk : -

ahol felhasznaltuk, hogy (p'¢,)" ( V¢T> = —> Vi = —p;, valamint, hogy az o ¢és 3

métrixok hermitikusak. A fenti egyenletek osszefoglalhatjuk a kovetkezd médon:
—ihdt = o (=7 = 2A) 1T + goul +metts, (131)

ahol

ot = (0], 95,95, 93) (132)

a hullamfiiggvény adjungéltja. Az (127) egyenletet 1" -szal balrdl, a (131) egyenletet ¢)-vel jobbrol
beszorozva, majd az igy nyert két egyenletet egymasbol kivonva kapjuk, hogy

h o + (07) o] = c[Wa T + (To') Y] (133)
4
00 (V1) + ¥ (e @y) =0, (134)
amibdl a megtaldldsi val6sziniiségsiiriiség és dramstir{iség megfelel6 definiciéjaval,
p=vly & § =cp'dy, (135)
a
dp+Vj =0 (136)

kontinuitési egyenlet kaphaté. Nyilvdnval6, hogy p pozitiv definit, tehdt a Dirac egyenlet dltal

leirt részecskére alkalmazhaté a kvantummechanika valészintiségi értelmezése.

A kés6bbiekben beldtjuk, hogy a
= (CP, ?) = eyl Oy (137)
négyes dramsiirtiségvektor kontravaridns négyesvektor és igy a kontinuitdsi egyenlet a kovaridns
0.7 = (138)

alakban irhaté, azaz tetszoleges inerciarendszerben érvényes.
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1.11. A konjugdlt spinor, konjugalt Dirac egyenlet
A fenti eredményhez eljuthatunk a Dirac egyenlet kovaridns alakjabdl is,
VO + T A+ intp = 0 (139)

amit ismételten a hulldmfiiggvény komponensei szerint frunk fel,

Duts + 3 A, + ity = 0 (140)
majd konjugalunk, .
(,yﬁs) aﬂ¢s T E (,yﬁs) A,“'¢S - Zﬁ¢r = O (141)
h
4 (142)
* /iq * . *
(0u3) ()}, = 5 At ()L, — i)} = 0. (143)
h
A hullamfiiggvény adjungaltjaval,
Ot = (vF W5 W5 ) (144)
a fenti egyenlet a .
iq :
(0:07) (") = T AT (4)! —impt = 0 (145)

alakban foglalhaté tssze. A v* matrixok adjungaltjara vonatkozé azonossédgot felhasznalva,
(8,001) 094" — %Awﬂvov“vo —irt =0, (146)
melyet jobbrél 4°-lal beszorozva és bevezetve a
P =gty° (147)
konjugdlt spinort, nyerjiik a konjugdlt Dirac egyenletet:

(0.9) 7 — LA, By — indh = 0. (148)
h

A (139) egyenletet balrdl -sal, a (148) egyenletet jobbrél -vel beszorozva, majd a két egyenletet
osszeadva kapjuk, hogy

U9 + (0u) Y =0, (149)
azaz
O (V') = 0. (150)
illetve
ot =0, (151)
ahol
' = et = eyt (152)

14



1.12. A szabad elektron spektruma

Zérus vektor- és skalarpotencidl esetén a (126) egyenlet,

( mctl, ¢ p

——
ccp —mcil,

)wmszwﬁv, (153)

megolddsédt kereshetjiik a

Uy
O(T)=Uet 7 = | "2 | i?7 (154)
Uus3
Uy
alakban, ahol 7’ most az impulzusoperator sajatértékét jelsli. Behelyettesités utan a
H(p)U=FEU (155)

matrix sajatértékegyenletet kapjuk, ahol

) - (e h ) (156)

——
cocp —mctl,

Nemtrivialis (U # 0) megoldds csak akkor létezik, ha a szekuldris matrix determindnsa, det (£ — H (7)),

elttinik. Kihasznslva a (7 p)° = p2l, azonosségot,
(E—=mc®) (E+mc®) —?p*=0. (157)
Innen a szabad részecske energidja
E = +y/m2ct + 2p? (158)

értékeket vehet fel, csakigy mint a Klein-Gordon egyenlet esetében.

A megolddsokat részletesen a gyakorlaton vizsgaljuk: itt csak annyit jegyziink meg, hogy 7 = 0 es-
etén (4ll6 részecske) mindkét pozitiv és mindkét negativ energids megolddsokbdl a koordindtarend-
szer barmely tengelyére vonatkoztatva hatdrozott, +1/2 spinii allapotok keverhetdk ki, mivel a

Hamilton operator matrixa felcserélhetd a Pauli métrixokkal:
m02[2 0 g; 0 .
|:( 0 _mCQIZ ) ) ( 0 o; ):| =0 (Z—I,y,Z) . (159)

1.13. Nem-relativisztikus kozelités: kinetikus energia korrekcié, spin-
palya kodlcsonhatas és a Darwin-tag

Ebben a fejezetben 1/c-tel ardnyos korrekcidkat taldlunk a Pauli-Schrodinger egyenlethez. A
[CE) (7 — qZ) +qo + Bch] = Ev (160)

staciondrius Dirac egyenlet megolddsédt bontsuk fel két (egyenként két-komponensii) részre,

¢=<;>, (161)
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ahol x és ¢ az 1in. nagy- és kiskomponens. Irjuk ki részletesen a (160) egyenletet:

E —mc* —q¢ —¢TK <X)_(O>
oK E +mc?® — q¢ 2 0

Y
(E me q¢)x coKp=0 |, (162)
(E+mc®—gp)p—cT@Kx=0 . (163)

A ¢ kiskomponens kifejezheté a (163) egyenletbdl,

o= (E+mc - q¢)_1 c?[_()x : (164)

Pozitiv energids megolddsokra szoritkozva, eldszor éljiink az E + mc® — qp ~ 2mc? kozelitéssel:

1 —

0= Q—W?KX : (165)
Ezt visszahelyettesitve a (162) egyenletbe és bevezetve az E' = E — mc? jelolést, valamint alka-

Imazva a (o' @) (7 b) =T +i (? X ?) Tes K x K = —%? osszefiiggéseket,

1 1 '
E’—q¢——<?f_€>(?f_5) X = E’—ng——f_f?—L(?xf_f)? X (166)
2m 2m 2m
K2 h

a x nagykomponensre a szokasos Pauli-Schrodinger egyenletet kapjuk a spin-paraméagneses jarulékot

is beleértve,
E'x = Hpx (168)

ahol bevezettiik a Pauli-Schrodinger Hamilton operétort,

H

1 K? h

Hp = — (E’f?) (?75) tgp=—+qp— LBT . (169)
2m 2m 2m

Lépjiink tul ezen a kozelitésen! A

1 E —qp\
%) (1—|— q(b) c?}_%x

" 2me? 2mc?
1 E'—q¢p\ _—
~ 1-— K 170
2mc2( 2mc? )CU X (170)

kifejezést imételten visszahelyettesitve a (162) egyenletbe kapjuk, hogy

1 — E' —q¢ —
(B = q0)x = 57K (1- 510 TR ()

16



ill. a fenti egyenlete dtrendezve és kihasznédlva Hp definicidjat,

am2e2
H L_(3%) (7F) & 7K |E K

- PX_4TTL2C2 9 g ( _q¢)X_4 220 _q(b?O- X

1 1 — —
= Hpx — 5—5 (Hp —40) (E' = 4) X — — 0K [?K,qcb] (172)

A (172) egyenlet médsodik tagja 1/c* rendig kozelithetd mint
_ 1 2 Ly
Hy = T ome? (Hp —q¢)" x =~ _WK X (173)

ahol a magneses teret tartalmazé jarulékokat figyelmen kiviil hagytuk. Ez a jarulék a relativisztikus
tomegnivekedést (kinetikus energia korrekciét) irja le, hiszen
E' —q¢ = m2c4+K202—mc2~£2—;K4+ (174)
 2m 8m3¢? o
Nézziik meg, hogy ez a korrekcié mennyiben befolydsolja a hidrogén atom energiaszintjeit az
idofiiggetlen perturbécidszamitds elsérendjében:
2 2 2\2 2 2
o= 2 E;L0>:__m(ze) _ _me (Za) : (175)
2m r 2h%n? 2n?

ahol a = €2 /he = h/mcag a finomszerkezeti dlland,

4 2\ 2
P 1 Ze
H, — — - H,+ 2=
! 8m3c? 2mc? ( ot r )
1 N Zer  (Ze?)’
— _2m02 (HO —+ QHOT + 7'—2 . (176)

Innen

SEY = (nfm |Hy| nlm)

ném
1 72 1
- ((Eg0>)2+ 2E,<;>><—6> + 72t <—2> )
2me T/ im T/ rom
—_——

—2E) 72 /[agn3(e+1/2)

- _mT& (%)2 (%)2 <£ +n1/2 B 2) ! (77)
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azaz a korrekcié a? nagysagrendfi és a fohéjak mellékkvantumszam (f) szerinti felhasaddsat ered-
ményezi. Ez az eredmény egyébként megegyezik a Klein-Gordon egyenletbdl kapott sajdtenergia

1/c? rendfi kozelitésével.

Foglalkozzunk most a (172) egyenlet harmadik tagjéval:

g (7F) (7 [Foo0]) =~ B[R] - 7z @ (R x [Roe])

A jobboldalon &ll6 elsé kifejezés az tin. Darwin taghoz ad jérulékot, mellyel a késébbiekben
foglalkozunk. A (178) kifejezés mésodik tagjét tovabb alakitjuk,
— —
(K X [K,fmb = ciji K [Ky, q9] = [eiji K Ky, q9] — giji [, q¢] Ky

7

7
Am?2c?

Staciondrius elektromdgneses térre szoritkozva, ezt a korrekciét

%? (W (q¢)} X ?)

m=c

7 (706 x K) =

H,, = 7 <q? X ?) (179)

4Am?2c?

alakban frhatjuk, amit a spin-pdlya kélcsonhatdssal azonositunk. Centrélis potencidlra

— - do (r)1_,
E =_V - 180
o(r) = -2 (150)
és zérus magneses tér esetén,
hg 1do(r) » —  — 1 1d(go(r) 2=
= ————— X = - LS, 181
P am2l2r dr O (7 xP) 2m2ctr  dr (181)
— —> — —
adodik, amit az M = —5- L pélya-mdgneses momentum és Mg = —< S spin-mdgneses mo-
mentum operatorok segitségével (¢ = —e, V (r) = q¢ (r)) atirhatunk a
1 1dV(r)— —
Hyy = ——=- MM 182
Pc2e2r  dr Lans (182)

formédba. Ennek elsésorban nagyobb rendszamu elemek esetén ill. szilardtestekben a kotott (atom-
maghoz kozeli) palydk spin-pédlya ( j=L0+ %) felhasaddsdban van szerepe. Mdagneses anyagokban
ugyancsak elsdsorban a spin-pélya kolcsonhatéds felelos az tin. magnetokristalyos anizotrépia je-
lenségéért.

Vizsgaljuk meg a H-atom energiaszintjeinek korrekciéjat spin-pdlya kolcsonhatés kovetkeztében a
perturbdciészamités elsérendjében. Ehhez a

Ze?2 1 »—

Hy = ————
2m2c2 r3

(183)
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perturbal6 operatort atirjuk a
Z e 1
 4Am2e2 3

alakra és a perturbalatlan hulldmfiggvényeket a J2, J,, L?, és S? kozos sajatfiiggvényeiként

H, (J? = L* — %) (184)

vessziik f6l,

1 1
n;, my, §ms> ‘5,m3> , (185)

) . 1
|n7£7]7mj> - Z C(]amj;‘eamféms>

1
mszi§

ahol C (j, mj; L, mg%ms)a Clebsh-Gordan egyiitthatok és j = ¢ + % Ekkor,

Zh%e? /1 . 3
O im, = oz () (3G+0—ern=3) | (156)
valamint )
1 Z 1
(50, (o) 57 i1
3/, nag) (C+3)0(0+1)
felhasznaldséval,
2¢2 PG —L(+1) -2
5ﬂ3';:Zhe Z N\ JU+) -+ —5 (188)
mEIMG - 2m2e?n \ nag (20+1)0(0+1)
*ESLO;E@)Z
Némi algebrai dtalakitds utén,
JG+) -+ -5 ((+3)(+3) -+ -% 1
(20+1)0(0+1)  jmerd (20+1)0(0+1) 204+ 1)(0+1)
1 1 1 1
— — = — , 189
(+1 0+1 e+l g4l (189)
JU+D -0+ =3 (=3 (l+3) —L(l+1)-3 1
(20+1)0(0+1) j=et (20+ 1)L (€4 1) (21
1 1 1 (190)
(+2 0 0+% G+
Za\? n n
5@?m=—ﬂmc—><———f—». (191)
70,15 n g + % ,] + %
Ezt az eredményt Osszevonva az energiaszintek relativisztikus kinetikus energiakorrekcigjdval,
adédik, hogy
sp0 o (Ze (_n 3 (192)
mbimy T\ n j+1/2 4)°

ami megegyezik a H-atom Dirac egyenletbdl szamolt sajatenergidjanak 1/c2-rendii korrekcigjaval.

A fenti levezetés azonban ¢ = 0 esetén nem érvényes, mivel akkor <rl3>n£ ~ % divergal. Véges
——

méretli atommagot feltételezve <Ti3>n£ véges, de az L S operdtor matrixeleme zérus, igy a spin-

pélya kolcsonhatéds az s-palydk energidjat nem viltoztatja meg a perturbacioszamitas elsé rend-

jében.
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1.13.1. A normédlas szerepe

A tovabbiakban szoritkozzunk a zérus magneses tér esetére. A Pauli-Schrodinger egyenlet rela-
tivisztikus korrekcidira tett fenti meggondoldsok akkor lennének maradéktalanul érvényesek, ha a
x nagykomponenst tekinthetnénk az elektron dllapotdt meghatdrozé normalt hullamfiiggvénynek.
Nem szabad azonban elfeledniink, hogy a teljes (négykomponensii) hullamfiiggvényt kell normél-

nunk, azaz
/d?’r P = /d3r <X+X+ <p+g0) =1 . (193)

A kiskomponens norméja

1
[#reto= s [ @) (@7«

4m?2c?
1 3, A2
g4m262/drx X (194)
ezért
3 + p2 3 +
1= [ d’ry 1+4m202 x= [ &rxixs (195)
ahol a normélt nagykomponenst x g-sel jeloltiik. 1/c? rendben:
2 2
p p
=(1+—= — =(1—— . 196
s < * 8m202> X X ( 8m202) s (196)
Ez azt jelenti, hogy egy normélt (kétkomponensii) hullamfiiggvénnyel dolgozva a hidnyzé kiskom-
ponens (¢) norméjat az 1 — 872—2(:2 operdtor hatdsdval vehetjiik figyelembe 1/c? rendig. Vegyiik
észre, hogy ezzel az eljardssal valéjaban egy c%—rendﬁl unitér transzformdaciot hajtottunk végre a

Xs
0

Az el6z6 fejezetben levezetett 1/c?-rendfi Hamilton operdtort H-val jelolve,

négykomponensti ¢ és ( ) fiiggvények kozott.

E'x=Hy, (197)
kovetkezik, hogy
: p’ p’
E'xs = (1 + 8m202> H (1 - 8m202> Xs s (198)
amibdl ugyancsak 1/c? rendig az
: p?
E'xs ~ (H—i— {W,H1> Xs (199)

egyenletet kapjuk. L&thaté, hogy az egyetlen ujabb 1/c?-rend{i korrekcichoz akkor jutunk, ha
a kommutdtorba H helyett a q¢ operatort helyettesitjiik, mivel a tobbi jarulék vagy kiesik vagy
1/c%-ben magasabb rendii korrekciét szolgéltat. Kezeljiik ezt a tagot egyiitt a (178) jobboldaldnak
els6 tagjaval (I_f—t D -vel helyettesitve):

I o 1 1 — — ==
Hp = =57 [P,08] + g5 [1,00] = 55 (7,40] P =P [P,ad])  (200)
1 BN h? — [= 2
= gz 7700 = 55 |V [T 0] | = e 00) 200
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amit Darwin-tagnak neveziink, melynek nincsen klasszikus magyarazata. Eredete arra vezetheto
vissza, hogy az elektron nem tekinthet6 pontszerii részecskének, hanem egy h/mc (Compton hul-
lamhossz) linedris méret{i tértartomanyban 'rezeg’ (Zitterbewegung). A Zitterbewegung a poz-

itiv és negativ energids dllapotok kozotti interferencia kovetkezménye: a klasszikus elmélet errol

valéban nem ad szdmot. Mivel a g¢ = —Ze?/r Coulomb potencidlra,
. Ze*R*m
HD(T):W(S(T)a (202)
1 % Z€2h27T
OBy, = / A (7Y Hp (F) Yt (F) = 55 ltonem (0) 2 (203)

ami csak az s-palydk esetén zérustol kiillonbozo:

sao® =2 (2" L pop =1 (2

\/E nag nay
amibdl 1 zeth? [ 7 \° 272 \? 2n e*m 2 2n
6E7(10)0 T om2c <n_ao) - <2ma3n2> me® mz 0T (Eq(lO)) me® (204)
Osszefoglalva tehdt, a Dirac egyenlet 1/c2-rendii sorfejtésével a
(HP+HM+HD+HSP)X:(E—mC2)X (205)

sajatértékegyenlethez jutottunk, ahol x a normélt kétkomponensii hullamfiiggvény,

1 h
Hp=—K>— 2B 140, (206)
2m 2m
a Pauli-Schrodinger Hamilton operétor,
Hy = —— K (207)
M= T 8maee
a kinetikus energia relativisztikus tomegnovekedés kiovetkeztében fellépo korrekcidja,
hQ
Hp=—7>=A 208
D= g 330(09), (208)

a Darwin tag, mely a potencidlis energia klasszikus analégidval nem rendelkez6 korrekciéja és

H, =1 (E’ X ?(’) (209)

T Am2e?

a spin-palya kolcsonhatés.

1.13.2. A nemrelativisztikus daramsiiriiség szdrmaztatdsa

Nézziik meg, hogy mi a kapcsolat a relativisztikusan szarmaztatott dramsiirtiség és annak korabban
megismert nemrelativisztikus formédja kozott. Most csak a vezetd rendii tagokat vizsgaljuk, ezért

elegend6 hasznédlnunk a

b% (210)



kozelitést. Ezért

= o (07 (7R) [ (RY) 7] 7)) @11

i

)
T = % (XTI_()X = <I_(>X>Tx) - % (XT <[_(> X ?) X — ([?X)T X ?X) . (212)
Az els6 tag:
j. = %Re ()ﬂ?){) = %XT [? — $] X — %XTAX : (213)

megegyezik a nemrelativisztikus eredménnyel.

A masodik tag:

h 1
— V¥ x (x'o'x) = —2V x XTMSX (214)

2m e
4j jarulékot jelent, mely a spin-mdgnesezettséghez kapcsolodik (M s = —;‘—;?). A megfelel
toltésdram

— jm (7,1) = rot Mg (7,1) (215)
ahol

M (7.0) = X' (7,0) Mg x (7.1) (216)

az elektron spinje miatt fellépd magnesezettség siirtiség.
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1.14. A Dirac egyenlet Lorentz invariancidja
Irjuk fel a
(v (th0,, — qA, (X)) —mc) P (x) =0 (217)

Dirac egyenletet a

AN=e", ng = —8W, Wy = —Wyy , (218)

homogén Lorentz transzformécié

=AY, D, = %a; =N, = (A")"8, — 8,=1,0, (219)
A () =R A, (x) (220)
alkalmazdsdval:
(v (ihd, — qA), (X)) —me) ' (X') = 0 (221)
A
[w (R, (ihd,, — A, (x)) - mc] W (X)) =0. (222)

ahol ¢’ (x') a transzformalt hullamfiiggvény. Bevezetve a hullamfiiggvény S (A) transzformécidjat,

melyet a v#-hez hasonléan 4 x 4-es matrixszal reprezentdlunk,

V) =SSN P, (223)

a (222) egyenletet a
9K (i, = A, (x)) = me| S (A) ¥ (x) =0 (224)

alakban frhatjuk. A (217) egyenlet segitségével elimindlva az mcS (A) ¢ (x) tagot a
(1 K,'S (N) = S (N)7") (i, — 44, (X)) ¥ (x) =0 (225)

Osszefiiggést nyerjiik. Tetszoleges hullamfiiggvény és négyespotencidl esetén ez csak tgy teljesiilhet,

ha megkoveteljiikk a

YAS(N) —S Ny =0 (226)
egyenloséget, illetve
SNTASINK, =47 (227)

Kihaszndlva, hogy AT = Kﬁl, a fenti osszefiiggés a kovetkezOképpen alakithato:

SN SN K, (AT) =SSN S(N) & =
SN S (M) =7 (AT)) = ALy (228)

Allitas: A (228) egyenlet megolddsa

S (A) = exem?™” (229)
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Bizonyitds: Vezessiik be az infinitezimdlis 7 matrixot,

S(N)=eT. (230)
Az ismert Hausdorff kifejtés szerint,
1 1
eTﬁyueiT - ’Y'u + [7_7 ’Yﬂ] + 5 [T7 [7_7 ’)/MH + 5 [7—’ [T7 [7_7 ’7#]“ o (231)
Ugyanakkor
v w v 1 AN 1 3\H v
ALY = ()5 1 = Wl 4 5 (@0), 0+ 5 (W7) 0+ (232)

Konnyen beldthaté, hogy a két fenti sorfejtés azonossdgédt a masodik, azaz elsérendben infinitez-
imélis tagok egyenlosége,
[7,9"] = Wi, (233)

biztositja. Ugyanis ekkor teljes indukcioval bizonyithaté, hogy

N R (234)

D'
n

ahol n az egymadsba dgyazott kommutatorok szamét jeloli. Mivel feltételezésiink szerint n = 1-re

a fenti allitas teljesiil, csak azt kell beldtnunk, hogy

[7-7 [7—’ [T> s [T> ,}/M]]l] = [7_7 (wn_l):u,, ’YV} = (wn_l)i, [7—7 IYV]

= (" )! Wit = (WA (235)

UV

Ezek utén bizonyitjuk, hogy a (233) egyenlet megolddsa 7 = —3w,,7*7”. A 4 métrixok antikom-

mutécids reldciéja alapjan ugyanis:

1 1 1
T = —ZW/\W/\’Y&’YM = ZWM’Y/\’Y“’Y& - §WA6’Y)‘9M
1 1 1
= ——wa V"1™ + swar’ g — swney g
4 2 2
1 1
=T+ S0+ 50 ey = T Wl (236)
ahol felhasznaltuk, hogy wys = —w;sy és g™ = g**. Ezzel az sllitdst bizonyitottuk.
Mivel
1 w1 w1 7
1w = gewn™Y = ey (237)
1 14 4 1 4
= g (7" =) = quw 17" (238)
a S (M) spinor transzformécié a
S (N) = e nema™ (239)
formédban is frhatdé, ahol
h
o = =y (240)

8

a hullamfiiggvény Lorentz transzformécidjanak (a Lorentz transzformécié spinor abrézoldsanak)

infinitezimélis generdtora.
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1.15. Fizikai mennyiségek Lorentz transzformaltja

Az O hermitikus operatorral megadott fizikai mennyiségnek egy adott 1 dllapotban a Minkowski

téren értelmezett stiriisége,
O(x) =9 (x)"0¢ (x) .

melyet a konjugalt Dirac-spinor, 1 (x) = ¢ (X)T ~0 | segitségével az

O(x)=¢(x)0¢(x),
alakban is frhatunk, ahol
0 =+°0.

////// 7

Példa a valészintiségstiriiség és valdsziniiségi dramstiriiségre,

o) =v () (%), J* () = ()7 (x) (k=1,2,3),

ill. a négyes dramsfiriiségre,
760 = (0, T ) =) (") ¥ () -

Segédtétel: Barmely Lorentz transzforméciora

Bizonyitas:

Felhasznélva, hogy

P (=)0 = iwwﬁo () ()4 = iwwﬁo (7)1 (")
= inWW“ = —%wuw“v” =T
4
P (=)A= (O (=) =7 A () =
4
SCIVPUNS SR
n=0
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Kovetkezésképpen az O (x) siirliség transzformaltja,

O’ (X)

Il
<

") 0 ()

(N )OS () ¥ (x)

'SNTOS M) Y0

°S (M90S (A) ¥ (x)

(N77°0S () ¥ ()

(N'OS (M) ¥ (x) . (253)

I
©”

= S & &

amit gy fogalmazhatunk meg, hogy a hulldmfiiggvény helyett az O operator transzformalédik:
0 =8(N'0S (N (254)
és ezzel
O (X) =4 (x) 0 (x) . (255)

1.15.1. A négyes aramsiiriiségvektor

A (228) és (253) egyenletek alapjdn,

J* (X)) = e (x) (8 (/\)_1 S (/\)) ¥ (x)
= (x) (A7) ¢ (x) = AL, [ (%) 77 ¢ (%)]
- A'.LLVjV (X) ) (256)

tehdt a négyes dramsfiriiség vektorként transzformdlodik. Ebbol azonnal kovetkezik, hogy a o (x) =

179 (x) megtaldlési valészinfiségstiriiség nem invarisns a Lorentz transzformdciora nézve.

Beldthato tovdabbd, hogy a 1) és 1)y%1 skalar, 1y°~y*1) vektor, valamint, hogy ¥v*7"1 kétindexes

tenzor.

1.16. Térbeli forgatdsok és a spin

Az 7 tengely koriili, sramutaté jarasdval ellentétes irdnyt, ¢ szogii infinitezimalis térbeli forgatds:
T =T 4eon x 7T, (257)

azaz

" =2+ el .

Az infinitezimalis Lorentz transzformdcié matrixa tehat,

w_ij = EikjNKP ('l,j = 17273> ) (258)
Wy =W =0 (1=0,1,2,3) (259)
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Ezért a spinor-téren értelmezett infinitezimalis transzformécio,

}lwwv“v” = }lwm"vj = }laimivj P = _%7§’¢ :
ahol .
Sk = %akiﬂivj , (260)
vagy '
?:%VXV, (261)
illetve komponensenként kiirva,
gl §i7273 5% = 2”371 . }5%172 ' (262)

Vizsgaljuk meg az S° méatrixok felcserélési reldcidit:

(S, 5% = (%) [V*7,v*y] = (%) (VPP = ¥*4'*P) (263)
. 2 .
:=<%> GW%A+7W3=WH§VW2:N63, (264)
és ugyanigy,
(52, 8% = ihSt | [S% 8'] = ihS? (265)
aAzZaAZ
[S%, 7] = ihe;S" . (266)

A térbeli forgatds S? infinitezimalis generatorai a spinor-téren teljesitik a Lee-algebrdt, ezért ezeket

spin-operatoroknak nevezziik. Tovabba:

<S1)2__h_22323_h_2_, (267)
= 47777—4
és ugyanigy

2\2 32_h_2

(%)= (") =71 (268)

tehat a2
?227127”128(8—{—1)[ = s=

DN | —

. (269)

A Dirac egyenlet altal lefrt hulldmfiiggvény komponenseit a térbeli forgatdsokkal hatdsdra egy
%—es impulzusmomentum (spin) operator transzformalja. Ezt ugy értelmezziik, hogy az elektron
5 = % spinnel rendelkezik. Erthets, hogy a Klein-Gordon egyenletnél, ahol a hullémfiiggvény
skaldr (egykomponensii) volt, nem beszélhettiink spinrél.

A ~* matrixok standard dbrézoldsait haszndlva,

=T z(_7 0 )\ % o (270)
ih (G x0o 0 h(<a 0 h—
__Z< 0 7x7)_§<0 ?)‘52’ (27)



O g ’ ( )

h

2?—’5 vezettiik be a spin opera-

Ez megnyugtaté abbdl szempontbdl, hogy a Pauli egyenletben a

toraként.

1.17. A teljes impulzusmomentum

A hulldmfiiggvény transzforméciéja térbeli forgatédsra tehdt,

o (R T0 =exp (7T ) (7.0 273)

illetve

V(T ) e~ TT) R0 T) T (27)
Szamitsuk ki ¢ (R (—p, W) 7 ,t)-t egy infinitezimalis forgatdsra:

GR (=, )T =0 (7, 0) = (0 x 7) X (7,0) = 0 (7 ) =0 (7 % V) 4 (7,1)

(275)
(T - T (X O(T) = 1= e T T w (T, (210)

ill. véges forgatdsra
B (R T) T ) = exp (~ T L) (7). (7)

Kovetkezésképpen a négykomponensii hullamfiiggvény (teljes) transzforméciéja a térbeli forgats-

sokkal szemben,

o (Tt e (37T ) (70 (278)
azaz a relativisztikus kvantumelméletben a térbeli forgatdsok infinitezimélis generatora a
— B
J=L+S (279)
teljes tmpulzusmomentum operator.
A Dirac egyenlet
1thoyp = H (280)

alakja kiilonos jelentéségii, mert a nem-relativisztikus targyaldssal teljesen analég médon lehetdséget

ad valamely O operéator kvantummechanikai idoderivaltjanak kiszamitdséra,

do i

28



és ezdltal annak megdllapitdsdra, hogy az adott operatorhoz rendelt fizikai mennyiség mozgasdl-
landé vagy sem. Gombszimmetrikus potencidl esetén a nem-relativisztikus esetben lattuk, hogy

az impulzusmomentum
L=7TxTp (282)
mozgasédllandé volt. Nézziik meg, hogy fennill-e ez a relativisztikus esetben is! Zérus vektorpo-

tenciédlt véve a Hamilton operétor
H=cadp + pmc+qo (283)

alaki. Ekkor

hiszen L; kommutdl Smc®-tel. (Az L; operdtor a spinorok terén egységoperdtorként hat, ezért

valéjdban L;I-t kellene frnunk.) A fenti kommutétort két részre bontva,

[COézpu 8z’jkxjpk] = CEi5k [ph xjpk] = C€z’jk041([pz7 $j]pk + x; [pl,pk])
N—— \\0,_/
by

ke

(@ x ), (285)

l

[(]Q €ijk37jpk] = q&ijk [d), ﬂfjpk-] = qgijk([¢a xj]pk + x; [Qm])

0 —Lone

(T (256

kapjuk, hogy
h
[H,f} _ [c(a)x?)—q(?x%s)} , (287)
i
melybdl centrélis potencidlra csak a masodik tag tiinik el. Relativisztikus esetben centrélis poten-

cidlra a impulzusmomentum nem mozgédsallando!

Bizonyitjuk, hogy centrélis potencidl esetén a teljes impulzusmomentum

— - =
J=L+S (288)
mozgdsédllandé, ahol
- ho KT 0
5_52_5(0 7), (289)
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a spin-operator. Ugyanis

he he
(H,S;] = 5 laup, 3] = P (o, 2] =

Sl )5 ()]

_h_c 0 lon, 03] \ e 0 o
- 92 bi [0l70i] 0 = WNCELLPI o% 0

h
= LaxTP) - (290)

i

igy tehat d7
— —
Ez—q(?’ngﬁ):?xF , (291)
— —

ahol F' = —V (q¢) az er6. A fenti 6sszefiiggés szerint a Dirac egyenlet dltal leirt részecskére hato

forgatényomaték a teljes impulzusmomentum idoéderivaltjaval egyezik meg, ami centrélis potencidl

esetén valéban zérus.

1.17.1. Térbeli tiikrozés
A Minkowski térben a koordindta tengelyek tiikrozését az
¥ =2 ' =-2" (i=1,2,3), (292)

transzformécié frja le, tehat

A= =A. (293)

A transzformalt Dirac egyenlet:

(’yOKO — V' K; — mc) P (X)=0, (294)
amit tovabb dtalakitva kapjuk
(Ko ="' Ki = men®) o' = (Ko + v K — meny®) ' = 0 (295)
U
(v"Ko ++'K; —me) 7%y =0, (296)
azaz a hullamfiiggvény
W =9 (297)



transzformécidja mellett a Dirac egyenlet invaridns marad a tiikrozésre. Vizsgaljuk meg a kordbban

bevezetett mennyiségek viselkedését a térbeli tiikrozésre:

@)y = Pty = i (298)
P = (%) 4090 = ¢y = G . (299)

Ezek valddi skaldrok. Tovabba,
Py =ty = —ptyy%y = —Pydp, (300)

amit pszeuddskaldrnak neveziink. Ugyanigy:
VA = b U =00, (301)
tehdt j, = ic@wzﬂ poldris vagy normdl vektor, valamint
GYPY =9y s PAY = =y, (302)

azaz Yy"y°1) un. axidlvektor.
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