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1 Cserenkov sugarzas

1.1 Egyenesvonalii egyenletes mozgast végz6 ponttoltés terének Fourier kompo-
nensei

Vegyiink egy homogén (e, u) kozegben allando ¥ sebességgel mozgd tomegpontot:
p=qb(Z—0t) J=qué(T— 0t
A potencialokra Lorentz mértékben
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Vegyiink fel egy specialis koordinatarendszert

T = ve, T = xé, aholz >0¢ésv >0

és térjiink vissza valds T térbe. Az elektromos térerGsség z irdnyu komponense
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Bevezetve a



jelolést, ahol ¢, a kozegbeli fénysebesség és felhasznalva, hogy
1
O(w —kv) = =0(k, —w/v)
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a kovetkez6t kapjuk:
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ahol a k, integralashoz felhasznaltuk a
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formulat és bevezettiik az s = k, /A valtozot. Hsonloan meghatarozhatok a tobbi komponensek is, az eredmény:
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Az integralok Bessel-fiiggvényeket adnak, amelyek aszimptotikus viselkedése nagy x-re jol ismert
osl eis)\m \/T
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Ezért nagy x-re a kévetkezs eredményeket kapjuk:
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1.2 Sugarzasi feltétel és kisugarzott energia
A kozegbeli fénysebesség
c
Cn =
n(w)
n(w) = er(w)pr(w)
frekvenciafiiggs. Azokon a frekvencidkon, amelyeken
o
v
n(w)

a megoldas exponencidlisan lecseng, mivel A\? valos (és \ értékére a megoldas korlatossdga miatt csak a A > 0
gyok fogadhato el). Azokon a frekvenciakon azonban, ahol




A imaginarius, igy a térerGsségek a részecske palyajatol szamitott tavolsag négyzetgyokével aranyosan csokken-
nek, azaz egy hengerhullamot irnak le. A Poynting vektor

. 1~ o
S = —-ExB

1
= S, = —evE.E, S, = G’UQEQ%

A sugarzas a z-tengellyel 0 szoget zar be, amire

tanl = — =i— =4|— —
S, w 2
c
= cosf = =
v

ez egy lokéshullam kupnak felel meg, ami analég a hangsebességnél gyorsabban mozgé test altal a kézegben
létrehozott Mach-kuppal.

Az egységnyi uton kisugarzott teljesitményt abbdl kapjuk meg, ha elészor a kisugarzott teljesitményt egy x
sugaru, z tengelyt hengerfeliiletre kiintegraljuk:

d& - = < 1

— = # df - S = 27rx/d,zSz = 727r:c/ dz—ByFE,

dt oo M
Ebbdl kifejezhetjiik az egységnyi utra jutd energiaveszteséget

% d€ dt / °
dz dt dz

A frekvencia integralt felirhatjuk

/ dw:2/ dw
— o0 0

alakban. A fentiekben kihasznaltuk, hogy a térerdsségek valossaga miatt az idébeli Fourier transzformaltakra
fennall, hogy

Bw)* =

Mivel a sugarzasi teljesitményt x — oo mellett szamoljuk, elég azokra a frekvencidkra integralni, amelyekre a
sugarzasi feltétel teljesiil. Igy azt kapjuk, hogy

d€ q? / d
e 4 owl——— < 1
dz AT Jys e v2e(w)

Ez a Frank-Tamm formula.

1.3 A Cserenkov sugarzas spektruma

Az integral alatti w faktor miatt a kisugarzott fényt a nagyfrekvencias komponensek dominéljak. A Frank-Tamm
integral azért véges, mert elég nagy frekvencian n(w) < 1 lesz, ugyanis

pr(w) &= 1 és e(w)=1——=

amennyiben w nagyobb az anyagra jellemz6 Osszes sajatfrekvencianal, emiatt pedig



Maésfel6l normél szilard vagy folyékony anyag stirtisége tipikusan 1 — 10 g/em?3. Mivel a protonok és neutronok
aranya egyhez elég kozel van, és egy protonra egy elektron jut, ezért ez azt jelenti, hogy egy ilyen anyagban az
elektronstirtiség nagysagrendileg

ne ~ 0.5...5mol/cm® ~3...30 x 10*1/m?
Ebbdgl kénnyen megbecsiilhets, hogy a plazmafrekvenciara a

2
Neq
w2 =
Me€o

képlet alapjan
wp=3...10x 10" Hz

adodik, ami
hwy, =20...60eV

energiaju fotonoknak felel meg, ez pedig az ultraibolya tartoméanyban fekszik (az ultraibolya fotonok ener-
giatartomanya nagyjabol 3...120eV, kozvetleniil ezalatt lathato, felette pedig nagyjabol 100 keV-ig rontgen
sugarzasrol beszéliink). Mivel az emberi szem csak a lathato tartomanyban érzékeny (az érzékenység maximuma
a zoldnél van), ezért a Cserenkov sugéarzast derengd kékségnek latjuk.

2 Atmeneti sugarzas

Ez akkor 1ép fel, amikor egy részecske egy adott kdzegbdl egy masikba lép at. Oka, hogy a két kézegben a mozgd
részecske altal keltett elektromégneses mez6 eltéré. A kozeghatar atlépésekor a részecske mezéje atrendezdédik,
ekozben egy része levalik és hullamként kisugarzodik. Az dtmeneti sugarzas tehat a kozeghatar kornyezetébdl
ered.

Vegylink egy részecskét, amely a vikuumbol egy masik kdzegbe 1ép be (természetesen kilépéskor is hasonlo
folyamat jatszodik le, csak a két kiozeg szerepét kell megcserélni). Az egyszertiség kedvéért tekintsiik azt az
esetet, amikor a kozeghataron merélegesen halad at, és vegyiik fel a z tengelyt a részecske mozgasa iranyaba.

2.1 Kvalitativ analizis

Amennyiben a sugarzast az T pontban, r = |Z] tavolsaghol és & = Z/r egységvektor jelezte iranybol, figyeljiik
meg, a kozeg ¥ pontbol kiinduld sugarzasi mezd komponenseket az

, eikr g
A :I_:" _671 xr-T
()=
alakban kapjuk, ahol A a kozeg polarizaciojaval aranyos az @’ pontban. A kozeg polarizaciojat a mozgd toltés
altal keltett P(Z',t) elektromos polarizacié (és M(Z’,t) magnesezettség) irja le, aminek w frekvenciaju Fourier
komponense P(Z',w) (illetve M (Z',w)) aranyos a részecske altal az ' pontban keltett elektromos (magneses)
mezd w frekvenciaja komponensével.
Hengerkoordinatakat bevezetve:
# = (p cos’,psing, ')

kvalitative konnyen fel tudjuk irni, hogyan polarizalodik a kozeg (ami a 2z’ > 0 féltérben van). Egy adott w
korfrekvencianél a részecske altal keltett elektromos térerésségnek csak

z iranya hullamszama komponense van. Igy az elektromos tér fazisa
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nagysaga pedig exponencialisan csokken a tengelytSl mért p’ tavolsaggal a

/
e A

faktor szerint, ahol

AT E Y

Emiatt a kozeg polarizaciéja csak a
pl < p{maz =



tartomanyban jelentds, azaz a részecske mozgasanak tengelyéhez kozel. A kozeg polarizacioja folytan w frekven-
cidval rezgs dipélmomentum keletkezik, és az ezéltal kibocsatott sugarzas helyfiiggése a fentiek alapjan

eikr eikr

e—iki‘i" _ e—ik(z’ cos O+p’ sin @ cos ¢')
T T

Osszeszedve a megjelent fazisokat

e'vFe

_ e—i% (%—n(w) cos H)Z/e—i%n(w)p/ sin 6 cos ¢’

P2z —i¥n(w)z’ cosGe—i%n(w)p/ sin 6 cos ¢’

A sugarzas csak onnan johet, ahol a fazis nem fiigg jelentGsen az ¥’ koordinatatol, mert kiilonben az egymaés
kozel 1év6, emiatt hasonld A amplitidoji, de eltérd fazisa jarulékok kiatlagoljak és kioltjak egymast. Egyfelsl
az kell, hogy a cos ¢’ tag egyiitthatoja ne legyen tul nagy:

En(w)p/ sinf <1
c

kiildnben amikor ¢/'-re integralunk, az integralasi tartomany egyes darabjaibol érkezé hullamok kioltjak egymast.
Vagyis

w v

—n(w)l sinf <1

c w

Felhasznalva, hogy a torésmutato tipikusan egységnyi nagysagrendii, amennyiben a részecske ultrarelativisztikus
(v = ¢), akkor a részecske mozgasa mentén eldre és hatra mutato kis nyilasszogt kiapokba kimend sugarzast
kapunk
sind < 1/v

azaz,

0<1/y  vagy w—031/v
Masrészt pedig 2’ egyiitthatojabol megkapjuk a maximalis d(w) mélységet, ahonnan az adott frekvenciaju
sugarzas érkezik:

%(%n@nwﬁdwpq

Latni fogjuk, hogy a sugarzas nagy része a rontgen tartoméanyban van, ezért hasznalhatjuk a plazma formulat:

w2

=1- -2
n(w) 2w?

Alkalmazzuk a szokasos kozelitéseket

1
B:1+F+O(7_4) cosf ~ 1
innen pedig
) 2yc/wy L w
vt vt Wy
Ennek a maximuma v = 1-nél van: .
D=d(1) =2
Wp

Mivel w), tipikus értéke 3 x 106 Hz, ebbsl

Tipikus ultrarelativisztikus részecskére 10 < v < 102 vehetd, azaz a maximalis forrasmélység nagysagrendileg
0.1...10 um. (Megjegyzés: a levegd stirtisége kb. ezredrésze a szilard anyagoknak, igy a plazma frekvencia kb.
30-adrésze, a sugarzasi mélység pedig 30-szorosa a fentinek).

A forras térfogata

V(W) 2 Tpmaz(w)?d(w) = 2wy <wip>3 ﬁ

Ez azt jelenti, hogy az intenzitas v > 1 esetén rohamosan csokken, vagyis a sugéarzas levagasi frekvencidja
YWp

Ultrarelativisztikus részecskére (v > 1) ez tipikusan rontgen tartomanyba esik.



A fenti jellemzk az dtmeneti sugarzas konnyen megkiilonboztethets a Cserenkov sugarzastol, ami egyrészt
ultraibolya tartomany felett levag, méasrészt tipikusan jéval nagyobb szogid kupban jon, harmadrészt pedig
folyamatosan keletkezik a kozeg belsejében is.

Az atmeneti sugarzas jellemz6i fliggnek v-t0l, ezért detektalasat lehet részecskeazonositasra hasznalni. Amen-
nyiben pl. B mégneses térben kimért részecske palya R gorbiileti sugarabol ismerjiik a részecske impulzusat, v
meérésével megkaphatjuk a tomegét:

p=qBR = ymgv

Mivel

1
511*2—72+0(’Y_4)

ezért v helyébe ultrarelativisztikus részecske esetén c irhaté, ahonnan:
__¢BR
=

mo

Az egyetlen probléma, hogy a keletkez§ sugarzéas altalaban kis intenzitasu (egyetlen kézeghatéar atlépésekor
altalaban kisszamu foton keletkezik), igy a detektalashoz tobb, egyenként par 10 um vastagsagu (pl. Mylar)
foliat helyeznek egymas mogé, megfelel6 hossziisagu légrést hagyva koztiik.

2.2 A sugarzas kvantitativ leirasa
2.2.1 Altalanos formalizmus

Tegyiik fel, hogy a kbzeg nem ferromégneses anyag, ekkor tipikusan p nagyon jo kozelitéssel ugyanaz, mint
vakuumban, azaz csak a dielektromos alland6 valtozasat kell figyelembe venniink. A hatarfeltételek:

+ = — - —
Ex,y(t’ Y,z = 0) - Ez,y(ta T, Y,z = 0)
GE;y(t,ZC,y,Z:O) = eoE;y(t,:L"y,z:O)
H*(t.wy,2=0) = H (ta,y,2=0)

A két kozegben az elektroméagneses térerdsségeket a forrasbol szarmazo inhomogén megoldas és egy altalanos
homogén megoldas kombinaciojaval kapjuk:

E = Einhom + Ehom
-, 2miq L o 0(w— k)
Einnom = = (wpoet — k)m

ahol
k* = k3 + k2 kr = (ku, ky)

A hatéarfeltétel minden ¢, x, y-ra teljesiil, ezért ezekben a valtozokban Fourier-térben is igaz. Ezért csak k.-bdl
kell z-re visszatranszformalnunk:

L dk, =~
E(w,kr,2) :/ o E(w, k)ek==

A Dirac-delta miatt az integralt trividlisan el tudjuk végezni:

O(w —kyv) = %5(1@’2 —w/v)

Innen a kovetkezd eredményt kapjuk:

N . ZQET eiwz/v

Brlwbrz) = = @
T

. . Zq>\2 eiwz/v

Er(w,kr,z) = — w 2T
T

Fel kell irnunk a homogén megoldést is ilyen alakban:

o) _ Ik Csrsiiz [dw [ Pk B o
Epom(t, T) :/W(?Eo(k’)e iwt4ikd :/ﬁ (27T)327T6(w_k30)€E0(k)€ iwt+ikz

azaz

Enom(w, k) = 26(w — ke)&Eo (k)



Innen
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Itt hasznaltuk azt, hogy

Ugyanakkor

1
a: f(a)=0 @
Ezért
o . kEo(k) ., 2
Brom(w fr,z) = AW sy [0 g
ck, c
= gEo(E)eiikzZ
Polarizacios vektorok:
€1 : merGleges ET—re és €,-re
e kr és €. sikjaban van
Ezért
5” X 52 F OAET
(é'z F OAET) . (:l:ké; + ET) =0
I
k.
o= -2
ki
Vagyis

= > o R Bt k.2
Ehom(w, kr,2) = {Eﬁt <€z F k—QkT) + Ef‘a} etk
T

A fizikai hatarfeltétel az, hogy minden sugarzas a kozeghatéar kozelébdl indul, azaz nincs bejovs sugarzas, ezért
a z < 0 térrészben csak e~"F+% a z > 0 térrészben csak e**z% hullam van jelen. Azaz az elektromos térerdsség a
két féltérben

. . _ k. o _ ) Zq . )\2,0 eiwz/'u
E™(w,k = {E &+ =k Evé pethr - L kp+ 26 ) —
(w, T;Z) { I (6 + k% T) + J_eL} € oV ( T+ w € ) k% n A(Q)
. . _ k. - _ ) iq [~ 220 eiwz/v
E+ k — E+ —'Z _ —Zk EJr—» —ik.z 1 k ne —»Z -
(w, kr, 2) { I <e W2 T) + &7 J_}e o \ T + » e k2 + A2
W 2 §
)\:U—2(1—uoev) )\O:—2(1—uoeov)

Fenn kell allnia a kozeghatéron a térerésségekre a hatéarfeltételeknek:

1. ET = E7 és H folytonosséga miatt £ /c = ET /c,,: ennek megoldasa E] = ET = 0, azaz nincs merdleges
irdny1 polarizacio (ami a bejovs részecske sebességének iranyara merdleges).

2. A bejovs részecske sebességének és a kimend sugarzas iranyanak sikjaban polarizalt (||) komponens 4l-
talanos esetben elég bonyolult (a megoldas megtalalhaté a Landau-Lifshitz VIII. kotetében). Az alabbi-
akban egy egyszeri esetre bemutatjuk a szdmolast.

2.2.2 Alkalmazas idealis fémre

Amennyiben idealis fém hatarfeltételt alkalmazhatunk (ami forméalisan e — oo-nek felel meg), akkor az elek-
tromos tér nem hatol be a fémbe. Ezért E+ = 0, valamint a tangencialis elektromos térerdsség folytonossiga
miatt £~ merdleges kell legyen a fém feliiletre, azaz csak z irdnyt komponense lehet:

_ k, - iq - 1

b — L =
k25T v T RE + A2

= =0
T



ahonnan

_ igk?. 1
B = PRV
eoVk; k7 + A§
Ide beirhatjuk, hogy
k=2 ko="cos®  ky=—sinf
c c c
igy
5 iqf sinftané
I eqw (1 — B2 cos? 0)
és

— . B kz . .
E;Om(w7 k’Tv Z) == EHi <gz + _Qk’T> e*’bkzz
kT

A tovabbiakat egyszertisitendd, vezessiik be az

. _ k. -
A(w,kT) =FE (€&, + _sz
I k2
T
jelolést.

A kimend energia kiszamitasahoz kihasznaljuk, hogy ha a teljes térre integraljuk a hullam energiastirtiségét,
akkor kétszeres eredményt kapunk (mivel az ideélis fémben nincs hullam, viszont a tiikortoltés elv alapjan
megoldasunk energiastiriisége ott pontosan annyi, mint kiviil), valamint azt, hogy az elektromagneses hullamban
id6atlagban az elektromos és magneses energiajarulék megegyezik, igy elég az

€0 2
2

elektromos energiastirtiség kétszeresét venniink:

2U = /d3x60

o . 2
B (1, )

Ugyanakkor viszont

i = dwd’kr = 7 —iwt+ikr T
Ehom(t’ :C) = / (271')3 Ehom(w’ kT’ Z)@ tikr
dwd®kr 7N, —ik.z, —iwt+ikp T
= / (271‘)3 A(w,kT)e € T
Ezt beirva
dwd?k dw'd?kl. . , . P - -
o — eo/ddexT/ (2W)3T/ (2W)3T6—z(kz—kz)ze—z(w—w )t"l‘l(kT—kT)ITA(w,kT)A(w/’k%)*

dw'dwd?kp w? w'? - S
= ¢ / WQWS <\/§ — ki — \/C—z - k%) A(w, kr)A(W', kr)

A S-fliggvény megoldasai w’ = +w, ennek segitségével az w’ integral elvégezhets. Ismét felhasznédlva a Dirac-d-ra
vonatkozé valtozo transzformaciés formulat:

w? w'? w/c?

A §(w' + w) tag e 2t idsfiiggésre vezet; mivel a hullam szallitotta energiat idében &tlagoljuk, ezt a tagot

elhagyjuk. Igy azt kapjuk, hogy
dwd?kr | k2 SENE
2U = €0 / WC 1-— w2 ‘A(w,k/’T)}

Kovetkezs 1épésben a frekvencia integral w <> —w szimmetriajat felhasznalva, atirjuk

/ dw:2/ dw
—0o0 0




alakba. Tovabbéa

. o (o ke
A(wakT) = E” ( k2 kT)
(3
L2 2/ k-2 _ 2 k2
aein| = |gp] (o + 5 :;E”; (1+3)
2 k:2
’En ’ ‘En ’

c2k:2

igy azt kapjuk, hogy
o k2,
2 = 47r3/ dw/d k;Tck2 o }

d*kr = kpdkrde

Beirva, hogy

és mivel
w
kr = —sin@
c
ezért
2
w™ .
Phkr = — sin 0 cos 6dOd¢
c
w? c
ck% sin’ 0
27.2
c’k
1-— 2T = cosf
w
azaz

cos 9w
47r3/ dw/ d0 ¢ sinf ¢

2m
d*wW
2U—/ sm@d@/ dqbd 10

d>W €o cos? 0 w? ’ _ 2
I

Masrészsl viszont

ahol

dwdS) - 473 sin’ 6 c
az egységnyi térszogbe és egységnyi frekvenciaintervallumba kisugarzott energia. Ebbdl azt kapjuk, hogy

d*w - ¢ v? sin” 0
dwdQ  4dmeg w23 (1 — B2cos2)?

Ez paros § — m — f-ra, ami annak felel meg, hogy a két féltérben ugyanannyi energiat szamoltunk, igy a 2U
kettes faktora elmegy azzal, hogy a 6 integralasi tartoméanyat megszoritjuk a z < 0 féltérre (7/2 < 6 < =),
mivel idedlis fém esetén a masik féltérbe nem megy ki sugarzas. A teljes (fél)térszogre kiintegralva a kimend

frekvenciaspektrum
dW 4 d*W
=2 dfsinf
dw " / 1o ddey

Ez egy t = tang helyettesitéssel racionalis tortfliggvény integréaljara vezethetd vissza, amit parcialis tortekre

bontéassal kiintegralhatunk:
dw —232 — g* — 21og(1 — 3?)
—
dw 54
Ultrarelativisztikus hataresetben (y > 1):

d*wW (75) 2
X
dwdS) (1 R 729~2/2)2

™
I
3

\
)

igy a maximalis intenzitas iranya

emaz =

2l



ami konzisztens a korabbi eredményiinkkel. A frekvenciaeloszlast pedig ilyenkor a logaritmus dominélja, hiszen
B nagyon jo kozelitéssel 1:

aw
— x logy
dw

Ami az eredményben meglepd, hogy nem fiigg a frekvenciatol! Azonban némi gondolkodés utén vilagos, miért
nem latszik a korabban targyalt levagasi frekvencia: ez ugyanis akkor jon ki, ha nagy frekvencian a plazma
képletet hasznaljuk a térésmutatora. Ugyanakkor az w > w, frekvencidkon, ahol a levagas is talalhato, a fém
maér atlatszo, vagyis az idealis fém hatarfeltétel nem alkalmazhato, tehat a fenti egyszertisitett szamolas ott nem
érvényes (részletes analizis talalhat6 a Landau VIIT kétetben, ahol tetszdleges frekvenciafiiggs dielektromos
alland6 mellett szamoljak ki £ -t és ezzel a sugarzas intenzitaseloszlasat).

Megjegyzés: a frekvenciaeloszléasnak a latszat ellenére nincs szingularitasa kis S-ra, azaz nemrelativisztikus

esetben, ugyanis

2?2 23
logl—2)=—2— — — — —
og(l—x) z— 3
igy egyszerd szamolassal kaphato, hogy
aw 32
— X
dw

vagyis nemrelativisztikus részecskékre a sugarzas elhanyagolhatd. Ezt vartuk is, hiszen a sugarzas az elek-
tromagneses mezdnek a két kozegben eltérd terjedési sebessége (azaz a retardélas eltérése) miatt jon létre, de
nemrelativisztikus mozgas esetén ennek hatasa elhanyagolhato: a forras olyan lassan mozog, hogy a mezének
van ideje “adiabatikus” médon atrendezddni a kdzeghataron, igy elhanyagolhato a toltésrsl leszakado sugérzési
rész.
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