| MECHANICS 2 (2017/18 spring) | HW 10

Small test problems

HW10/1
The Hamiltonian of a system with one degree of freedom reads as

H=l[%+ p2q4j.
2\q

Consider a canoncial transformation that is generated by a 2nd type generator function

P
WZ(QaP)Z_
q

a.) Using the derivatives of the generator function determine the p(q,P) and Q(q,P) relations.
b.) Using the results of a.) express the ,,0ld” variables in terms of the ,,new” ones, i.e. express
the q(Q.P) and p(Q,P) relations.

c.) Determine the new form (K(Q,P)) of the Hamiltonian.

d.) Starting from the K(Q.P) Hamiltonian determine the canonical equations for the new
coordinate and momentum.

e.) Determine the solutions Q(t) and P(t).

HW10/2

Consider the following transformation that rotates the coordinate axes of the phase-space. (« is a
real parameter)

O=qgcosa— psina

P=gsina+ pcosa

a.) By calculating the Poisson bracket [Q,P] show that the transformation is canonical.
We would like to find a W,(q,P) that generates the trasformation defined above. Therefore:
b.) Transform the relations, and express the p(q,P) and Q(q,P) functions.

c.) Using the results of b.) determine the derivatives om>(q. P) and GlACRS) .

oq oP
d.) Solve the differential equations of c.), i.e. give an appropriate function W>(q, P).




Problems for practice

Pr10/1
The Hamiltonian of a one-dimensional Harmonic oscillator reads as
2 2
p X
H(p,x)=+—.
(p,x) >t

(We arrived to this special form (m=1, w=1) by rescaling time and energy units.)
a.) Consider the transformation
X+ip
= n
ix+p
V2
Using Poisson brackets show, that the transformation is canonical.
b.) Construct a 2nd type generator function that generates the above defined transformation.
c.) Determine the new form (K(Q,P)) of the Hamiltonian. Write down and solve the canonical
equations of motion.
d.) You can see, that the new Hamiltonian is complex valued, and the solutions of the

canonical equations are also complex functions. However, the original p and x variables
are real. Show that for real x and p the relation P = iQ* holds. Show that during the time

P=

evolution of Q and P this condition is conserved. (i.e. show thatiP =1 %Q *)

Pr10/2
Consider the following transformation,
Q=q"cosfip, P=q"sinpfp,
where a and [ are real parameters.
a.) Calculate the Poisson bracket [Q,P].
b.) What should be the relation between o and B if the transformation is canonical?
c¢.) Divide the two equations with each other, and determine the Q(p,P) relation.
d.) Search for an appropriate 4th type W4(p,P) generator function. Use the result of c.).

Pr10/3

The canoncial coordinate and momentum of a system with one degree of freedom is q and p. We
would like to transform to

Q=a§, P=pq>,

where a and 3 are first unknown..
a.) Determine the corresponding Jacobi matrix M;;,

0 0
_ |29 or
M, = op op|”

aq op

b.) Express the matrix M, J M, .

c.) What relation must hold between o and f3, if the transformation is canonical?

Pr10/4
Two coupled oscillators are described by the Hamiltonian

1 1
H(p,, pzaqlaQZ)zg(plz + p22 + P1P2)+EWIQ2(C]12 +CI22 —4,9,)



3
We would like to find a canonical transformation that transforms into the normal coordinates of
the system.

a.) Search the new canonical momenta in the form
P =a(p, - p,)
P, =b(p, + p,)

Determine the values of the parameters a and b in such a way that the kinetic energy part
reads as,

1 . 1
— i+t o) ==(P+P)
2m 2

b.) Search the canonical coordinates in a form
O =c(q,—q,)
0, =d(q,+q,)
Determine the parameters c¢ and d to make the transformation canonical.
c.) Express the new form of the Hamiltonian using the new variables {P;, P,, Q;, Q.}. If you
calculated correctly, then the final Hamiltonian is separated by normal coordinates (i.e.

there is no Q;Q;term.) What are the oscillation frequencies?
d.) Show that the following quantity is a constant of motion,

D=Q1P2_Q2P1'
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KisZh-an szerepelheto feladatok

HF10/1
Egy egy szabadsagi foku mechanikai rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:
i - 1[% o ]

2\q

Szeretnénk egy kanonikus transzformacidt végrehajtani, aminek alkotéfliggvénye ,,2-es tipusu:

P
WZ(QaP)Z_
q

a.) Az alkotofliggvény megfeleld derivaltjai segitségével adja meg a p(q.P) ¢s Q(q.P)
Osszefuggéseket!

b.) Az a.) feladatban kapott Osszefliggések segitségével adja meg a ,régi” kanonikus
koordinatakat az ,,ajak” fliggvényében, azaz adja meg a q(Q,P) és p(Q,P) dsszefiiggéseket!

c.) Adja meg az 0j K(Q,P) Hamilton fuiggvényt!

d.) Irja fel a K(Q,P) Hamilton-fiiggvény segitségével a kanonikus mozgasegyenleteket az uj
valtozdkra!

e.) Adja meg a mozgasegyenletek Q(t) €s P(t) megoldasat!

HF10/2
Adott az alabbi transzformacio, ami a q-p fazissik koordinatatengelyeit forgatja el:
QO=qgcosa— psina
P=gsna+ pcosa
a.) A [Q,P] Poisson zardjel kiszamitasadval mutassa meg, hogy a transzformacio kanonikus!

Szeretnénk egy W,(q.P) alkotofliggvényt taldlni, ami a fenti transzformaciot generalja. Ehhez a
kovetkezdket kell tennie:

b.) Alakitsa at a fenti egyenleteket és fejezze ki a p(q.P) €s Q(q,P) fliggvényeket!
Wy(q.P) . OW,(q.P)
oq oP
d.) Oldja meg a differencidlegyenletet, azaz adjon meg egy megfeleld Wa(q, P) fliggvényt!

c.) A b.) feladat eredményeibdl olvassa le a

derivaltakat!




Gyvakorlofeladatok

Gy10/1
Egy egydimenzids harmonikus oszcillditor Hamilton-fliggvénye megfelelé iddegységet valasztva

az alabbi alakba irhat6:
2 2

p X
H(p,x) 5 + >
a.) Tekintse az alabbi transzformaciot:
xX+ip
=R
ix+p
V2
Poisson-zarojelek segitségével mutassa meg, hogy a transzformacié kanonikus!
b.) Konstrudljon egy ,,2”-es tipusu alkotofliggvényt, ami az a.) feladatban szereplé kanonikus
transzformaciot generalja.
¢.) Adja meg az uj K(Q,P) Hamilton fiiggvényt! irja fel és oldja meg a kanonikus
egyenleteket!
d.) Lathatja, hogy az uj Hamilton-fliggvény komplex, €s a kanonikus egyenletek megoldasai is
komplex értékll fliggvények. Az eredeti p,x valtozok viszont valdsak, ez alapjan mutassa
meg, hogy P = 1Q*, és azt, hogy a K(Q,P)-bol szdmolt mozgasegyenletek nem ,,rontjak el”

P=

ezt az Osszefliggést (azaz iP = ,‘iQ* )
dt dt

e.) Legendre-transzformacio segitségével készitsen ,,17-es tipusu W;(x,Q) alkotofiiggvényt a
b.)-ben kapott W,(x,P)-bdl. Mutassa meg, hogy ez is ugyanazt a transzformaciot generalja!

Gy10/2
Tekintse az alabbi transzformaciot:
O=q"cosfp, P=q"sinfp
a.) Szamitsa ki a [Q,P] Poisson-zaréjelet!
b.) Mekkordnak valasszuk a-t €s -t ha azt szeretnénk, hogy a transzformaciéo kanonikus
legyen?
c.) Vegye a két egyenlet hanyadosat, €s ezzel fejezze ki a Q(p,P) dsszefliggést!
d.) ,,47-es tipust Wy(p,P) alkotofliggvényt keresiink a transzformacionak. A c.)-ben kapott
kifejezes (megfeleld eldjellel vett) integraljabol fejezze ki Wy-et!

Gy10/3
Egy egy szabadsagi foku mechanikai rendszer kanonikus koordinatdja €s impulzusa q €s p.
Szeretnénk végrehajtani egy kanonikus transzformaciot, amit az alabbi alakban kerestink:

Q=a§, P=pq.

ahol o és B egyenl6re ismeretlen valos konstansok.
a.) Adja meg a transzformaciot jellemz6 M;; Jacobi matrixot:
0 2
M-- — [ aq ap ]
b

or  or
aq ap

b.) Szamitsa ki az M, .J,,M , matrixot!

c.) Mit koveteljiink meg az a és  konstansoktol, ha azt szeretnénk, hogy a transzformacio
kanonikus legyen?




Gy10/4
Egy csatolt oszcillator-par Hamilton-fliggvénye az alabbi alakban van megadva:

1 1
H(p,, Pza%a%)zg(plz + p22 + P1P2)+EWIQ2(6]12 +Q22 —4:9,)

Szeretnénk olyan kanonikus transzformaciot végrehajtani, ami 4ttranszformal a rendszer
normalkoordinataiba.
a.) Keresse az ,,iij” kanonikus impulzusokat az aldbbi alakban:
P =a(p, - p,)
P, =b(p, + p,)
Adja meg az a és b paraméterek értékét ugy, hogy a Hamilton fliggvény kinetikus energiat
leiré tagja az alabbi alaku legyen:
1 1
(Pl + Pt pp) =S (B +P)
2m 2

b.) Keresse az ,,uj” kanonikus koordinatakat az alabbi alakban:
O =c(9,—9,)

0, =d(q,+q,)
Adja meg a ¢ ¢s d paraméterek ¢értékét ugy, hogy a transzformacié kanonikus legyen!

c.) Adja meg a Hamilton-fliggvényt az uj {P;, P,, Q;, Qy} valtozok fiiggvényében! Ha jol
szamolt ez (az eredeti Hamilton-fliggvény szerencsés alakja miatt) maris normalmédusok
szerint szeparalt alakban van, azaz nincs Q;Q, szorzat tag a Hamilton fliiggvényben.
Mekkorak az egyes médusok rezgési frekvencidi?

d.) Mutassa meg, hogy az alabbi mennyiség id6allando!

D=Q1Pz _QZPI



