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KisZh-an szerepelheto feladatok

HF6/1
L/2 L/2 5 Egy konnyli (elhanyagolhaté tomegii), L hosszisdga rad
" két végét befalaztuk az dbranak megfeleld modon: a két
5 furat a vizszintessel kicsiny o << 7 szoget zar be. A rdd

keresztmetszeti tényezdje @, Young-modulusa E. A z
tengely vizszintes, a rud alakjiat a y(z) fiiggvénnyel

jellemezziik. A rid két végpontjaa z = i%pontokban van.

a.) Irja fel a rad alakjat meghatarozé (negyedrendii) differencialegyenletet!

b.) Adja meg az egyenlet dltalanos megoldasat.

c.) Adja meg a rud végeinél érvényes peremfeltételeket!

d.) Adja meg a peremfeltételeknek is megfeleld megoldast. Rajzolja fel!

e.) Milyen magasan van a rid z=0 kdzéppontja?

f.) Adja meg a radban ébredd M(z) hajlitbnyomatékot!
HF6/2
Ebben a feladatban a célunk megmutatni, hogy az elektrosztatika alapegyenlete, a Poisson-
egyenlet levezethetd variacids elvbdl. Egy po(r), idében alland6 elektromos toltéseloszlds dltal
l1étrehozott elektromos tér energidja az alabbi integrallal fejezhetd ki:

U= Id**r(—% (Vo) + p<r>¢(r)) = d3r(—%(<ax¢<r»2 +(0,41))° + (2.4’ )+ p(r)¢(r>}

ahol @(r) az elektromos potencial, melybdl az elektromos térerésség az E=-V¢ formuldval
szadmithato.
Az A&llitds az, hogy a kialakult elektromos tér olyan, hogy az minimalizdlja a fenti energia
funkciondlt. A hatarfeltételt igy szokds felvenni, hogy ¢@(r — )=0, azaz a potencidl nulla
szintjét a végtelenben vessziik fel.
a.) Feltéve, hogy a potencidlfiiggvényt a op(r)infinitezimalis fliggvénnyel varidltuk, irja fel az
b.) Parcidlis integralds segitségével érje el, hogy a op(r) varidcié derivaltjai mar ne jelenjenek
meg a kifejezésben, azaz hozza a funkciondl varidciéjit az alabbi alakra:
SU = jd% M(r) S(r) !

Adja meg az M(r) fiiggvény kifejezését o(r) és @r) segitségével! A parcidlis integralds
feliileti tagjait dobja el! (Megj: A feliileti tagokrol megmutathaté, ha p(r) csak egy véges
térfogatban nem nulla, igy eldobhatéak.)

c.) Az energia minimdlis, ha OU eltlinik tetszdleges variaciora. Ez ekvivalens az M(r) = 0
egyenlettel. Mutassa meg, hogy ez éppen az elektrosztatika Poisson-egyenlete!

HF6/3
Egy egydimenzids folytonos kozeg Lagrange slirlisége az alabbi alaku:

L= Ewow)+ w2 o).

ahol a y(x,t) mezdvel irjuk le a kozeget.
a.) A Lagrange-siiriiség segitségével irja fel az S hatas funkcionalt!

------



c.) Parcidlis integralasok segitségével €rje el, hogy a hatds varidcidja az alabbi alaki legyen:
8 = [ dt[dxM (x,0)5p (x,0)!
Fejezze ki M(x,t) fliggvényt a y mezd ¢és derivaltjainak segitségével! A megjelend
peremtagokat dobja ki!

d.) Irja fel az energiasiiriiség kifejezését a modellben!
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Gyvakorlofeladatok

Gy6/1
Egy homogén izotrop rugalmas kdzeg Lagrange-siirlisége az alabbi alaku:

C =§(8,s) (8,9) —%(axsx 10,5, +0,5.)" — t(2,5.)° +(8,5,)" +(8.5.)%)

Ahol s(r,?) =(sx(r,t), s,(r,1),s, (r,t)) a kozeg elmozdulds-mezdje, p a stiriség, A és pn pedig a

Lamé-allandok.

a.) Irja fel a kozegre a hatds-funkciondlt!

b.) Adja meg a kozeg Euler-Lagrange féle mozgésegyenleteit!

c.) Mutassa meg, hogy s(r,t) =s,e'*" "  sikhullim megolddsok megoldjdk a
mozgasegyenletet!

d.) Behelyettesitve a c.)-ben szerepld probafiiggvényt a mozgasegyenletbe a kdvetkezd alaku
Osszefiiggést nyeri sy, k és o kozott:
M(w.k)s, =0

Adja meg az M métrixot!
e.) Haladjon a sikhulldm a +x irdnyba, k nagysdgd hullimszdmvektorral! Adja meg ebben a
specidlis esetben is az M métrixot!
f.) A d.)-ben szerepld egyenletnek csak akkor lehet nemzérus megoldasa so-ra, ha a matrix
determindnsa 0. Ez alapjan milyen lehetséges w(k) 0sszefiiggéseket kap?
g.) Milyenek a lehetséges s vektorok?
Gy6/2
Tekintse az aldbbi Lagrange-stirliséget:
L=——v (0.1 (x.0))(0,w(x,0)~V (W (e D (x,1) +3 ih(y" (x,08,w(x,1) — p(x, 00,1 (x.1)),
Ahol y(x,t) egy komplex értékeket felvevé mezé, y'(x,t) a mezd komplex konjugaltjat jeldli.
Eléadason ebbdl ugy vezették le a mozgéasegyenletet, hogy a mez6t és annak komplex

......

w(x,1)-t véltozatlanul hagytak, egyszer pedig Sy szerint tigy, hogy v (x,t)-t hagytdk valtozatlanul.)
Ez a médszer elsére nagyon furcsa, ezért érdemes megoldani gyalogosabb médon is a feladatot.
a.) Kezelje a komplex hullamfiiggvény valds és képzetes részét, mint egy két komponensii
mezot:
p(x,t)=¢(x,t)+ig(x,1),
ahol ¢;(x,t) és ¢(x,t) mér tisztességes valos fiiggvények.
Irja 4t a Lagrange-siiriiséget tigy, hogy benne ezek a valés mezok szerepeljenek!
b.) Mutassa meg, hogy a kapott Lagrange-siirliség tisztan valds!
c.) Irja fel a hatés funkciondlt!
d.) Irja fel az Euler-Lagrange egyenleteket amiket a ¢ és ¢, szerinti varialds utan kapott.
e.) Mutassa meg, hogy a két egyenlet amit kapott, a szokdsos:

2
ihd, y(x,t) = —;— 02w (x, 1) +V (X)yp(x,1)
m

alakd Schrodinger egyenlet valés és képzetes része!



Gy6/3

Egy L oldald négyzet alaku fémkeretre szappanhartyat feszitettiink ki. Ebben a feladatban a célunk
a szappanhdrtya 4ll6hulldim mdédusainak meghatdrozdsa. A szappanhartya feliileti tomegsiiriiségét
jelolje A, a feliileti fesziiltségét pedig !

A szappanhartya Lagrange-siiriisége:

1
L= 5 i(@tu)z - 20'\/1 +(0,u)* + (8),u)2 ,

ahol u(x,y,t) a szappanhartya fémkeretre merdleges iranyu kitérését jeloli. Az elsé tag a kinetikus
energia jarulék, a masodik a szappanhdrtya feliileti energidjabdl szarmaz6 jarulék.
a.) Kozelitse a Lagrange-stirliségben szereplé gyokos tagot a derivaltakban masodrendig!
b.) Irja fel az Euler-Lagrange féle mozgasegyenleteket!
A peremfeltételiink szerint a négyzetes keret pontjaiban az u(x,y,t) fiiggvény zérus, azaz
u(0,y,t) = u(x,0,t) = u(L,y,t) = u(x,L,t) = 0.
c.) Keresse a mozgasegyenletek dllohullam-megoldésait az alabbi alakban:
u(x, y,r) = Asin(k x)sin(k, y) sin(art + ¢) !
Mik a ky €s ky hullamszdmok peremfeltételek altal megengedett lehetséges értékei?
d.) Adjuk meg a k €s ky hullimszamokkal jellemzett médus o korfrekvencidjat!







