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Al13.) feladat
Egy kétdimenzios izotrop haromikus oszcillator Lagrange-fliggvenye az alabbi alaku:

L(X,V,,Y,V,) =%m(vx2 +vy2)—% ma? (x2 + yz)

Tekintse az alabbi transzformaciot:
X(X,Y, @) =XCcos@p+ysin @ |
Y (X,Y,0) =—Xsinp+ycose
a.) Adja meg a sebességek transzformaciojat!
Vi (%Y, Y, vy, 9) =7

VY (Xivx' y'Vyl¢) =?

b.) Mutassa meg, hogy a fenti transzforméacié invariansan hagyja a Lagrange-figgvényt, azaz
szimmetria! (mutassa meg, hogy L(X,V,,Y,V,)=L(X,V,,Y,v,))

c.) irja fel a Noether-tételt a fenti szimmetriatranszforméciéral Adja meg a szimmetriahoz
tartozo6 megmarad6 mennyiséget!

d.) Irja fel a Lagrange-fiiggvénybél kiindulva a rendszer mozgasegyenleteit!

e.) Mutassa meg kozvetleniil a mozgasegyenletekb6l, hogy a c.)-ben nyert mennyiség valoban
megmaradd mennyiség!

Al4 ) feladat
Egy két szabadsagi foku rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:

H (0, Py, Gz, P2) =0, P, — 0, P, — Ad; +Ba;,

ahol A és B valos allandok.
a.) Adja meg a rendszer Hamilton-féle kanonikus mozgasegyenleteit!
b.) Tekintse az alabbi mennyiségeket:

—A .
F. (0, P1sG,0 D) :u , és F,(ay, Py, 05, P,) = 0,0,

2
Szamitsa ki az [Fi,H] és [F2,H] Poisson-zarojeleket! Mutassa meg, hogy mindkét
mennyiség mozgasallandd!
c.) Szémitsa ki az [F1,F,] Poisson-zarojelet. Legyen F3 = [F1,F,]! Mozgésallando ez?
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B19.) feladat

7 Egy kor alapu hengerre egy spiral alakd drétpalyat csévéltiink, amin egy m

— L tomegli gyongyszem surlodas nélkiill mozoghat. A henger tehetetlenségi

nyomatéka a szimmetriatengelyére @, és a tengely korul konnyen (sarlodas
nélkul) elfordulhat. A rendszer helyzetét a henger gelfordulasaval es a
gyongyszem a helyzetével irjuk le. A gyongyszemre hat a kiilsé gravitacios
erotér is.

A gyongyszem X,y,z koordinatait a két szoggel az alabbi modon tudjuk
kifejezni:

Xx=Rsina

y=—Rcosa,
z=C(a-9¢)
Ahol C jeldli a spirdl menetemelkedését.
a.) Konstrualja meg a rendszer Lagrange-fliggvényét!
b.) Mutassa meg, hogy az alabbi szimmetriatranszforméacié invariansan
hagyja a Lagrange-fliggvényt:
ag=a+40,
P=p+0
c.) Adja meg a szimmetridhoz tartoz6 Noether-féle mozgasallandét! Milyen jol ismert fizikai
mennyiséget kapott?
d.) irja fel a rendszer mozgasegyenleteit!
e.) A t=0 idépontban az o = 0, ¢ =0pontbol inditjuk a rendszert, allo helyzetbél. Adja meg a
mozgasegyenletek megoldasat!
f.) Adja meg a c.)-ben kapott mozgasalland6 értékét az e.) feladat adatai esetén, és mutassa
meg, hogy valoban éalland6 az idében!

B20.) feladat

Egy kétdimenzids izotrop harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye az alabbi:

2 2
H :p_x+p_y

2m  2m
Tekintse az alabbi matrixot! (i, j e{x, y})

—%ma)z(x2 +y?).

A =i(pi p, +ma’tr),

ahol az ry = X és ry =y jelolést hasznaltuk. Ez lathatoan egy 2x2-es szimmetrikus matrix, benne
ezért harom fliggetlen matrixelem talalhaté.
a.) Szamitsa ki az [A«wH] és [Ay,H] Poisson-zérojeleket, és ezzel bizonyitsa be, hogy a
matrix diagonalis elemei megmaradd mennyiségek. Mit irnak le?
b.) Szamitsa ki az [Ay, H] Poisson zarojelet, és bizonyitsa be, hogy ez is megmarado
mennyiség!
c.) irja fel a rendszer Hamilton-féle kanonikus mozgasegyenleteit!
d.) A megoldast keresse az alabbi alakban:
X(t) =Bsin(aot + 4),
y(t) =Csin(at + 6,)
e.) Fejezze ki a B és C konstansokat az A« és Ay segitsegével!
f.) Fejezze kia 6 — 6, kilonbseget Ay, Ay és Ayy segitségével!



B21.) feladat

M R Tekintse a 8. gyakorlat 2. Feladatat!
Hatarozza meg a Hamilton-fliggvényt!

b.) Fejezze ki a gyakorlaton levezetett Noether-féle
megmaradd mennyiséget (jeldljuk A-val!) a kanonikus
impulzusok és koordinatak segitsegével!

c.) Szamitsa ki az [A,H] Poisson zarojelet, és ezzel
bizonyitsa ismét, hogy A egy megmaradé mennyiség!
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C07.) Feladat

zA Egy homogén tomegeloszlasu gomb forgomozgasat vizsgaljuk a
v tdmegkdzépponti rendszerében. A gomb tehetetlenségi nyomaték
: tenzora diagondlis és a diagonalisban szereplé elemek egyenléek,
9 § nagysagukat jelolje @. A gdémb helyzetét az un. Euler szdgek
= segitsegével irjuk le, melyek (egy lehetseges) definiciojanak
: megeértését segiti az abra: a gdémbhoz képzeletben hozzardgzitettink
Q egy tengelyt (vastag piros vonal), ennek a helyzetét a szokasos
' gombi ¢, 9 polarszoggekkel jellemezzik. A piros tengely korili

X elfordulasat a gémbnek a y szog méri.
a.) Mutassa meg, hogy a gomb szdgsebességvektora az Euler-szogek segitségével az alabbi

alakba irhato:

Y

o, —3sin ¢+ wsin 9cosp
o, |=| $cose+wsingsin g
w, @+ CcosY

b.) irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét, hatarozza meg a kanonikus impulzusokat és ezek
segitségevel épitse fel a Hamilton-fuggvényt!

c.) Adja meg a rendszer impulzusmomentumvektorat (L =@w) a kanonikus impulzusok és
koordinatak (azaz az Euler-sz6gek) segitségevel!

d.) Mutassa meg, hogy a rendszer Hamilton-fliggveénye az impulzusmomentum vektor
segitségével az alabbi tomorebb alakba irhatd:
qoLtL

20

e.) Mutassa meg, hogy az impulzusmomentum c.)-ben levezetett komponensei teljesitik a
gyakorlaton levezetett Poisson-zaréjel relaciokat:
[L;, Lj] = ik Ly

ez alapjan mutassa meg a %Liz[Li,H] egyenletet hasznalva, hogy az

impulzusmomentum a modellben megmarad.
Most tekintsiink egy olyan esetet, amikor a gémbdt homogén toltéseloszlasdra toltjuk fel. Tegylk
a gombot homogén, z-iranyd magneses térbe. Ekkor megmutathatd (Elektrodinamika
gyakorlaton/eléaddson biztosan lesz ilyen feladat), hogy az igy létrejott magneses momentum
energiaja ardnyos az L -B skalaris szorzattal, azaz esetiinkben a Hamilton-figgvény az alabbi
szerint médosul:

L-L
H=—"""—3BL,,
0 BL,

ahol y egy konstans.
f.) Az impulzusmomentum Poisson-zardjeleit felhasznalva irja fel ez utobbi esetben az
impulzusmomentum komponensek mozgasegyenleteit.
g.) Oldja meg a mozgasegyenleteket kiilonboz6é kezdeti feltétel esetén. Milyen mozgést végez
az impulzusmomentum vektor?



