MECHANIKA 2 (2017/18 tavasz) [GYAK 11.

1.) Feladat

A two-dimensional, charged harmonic oscillator is put into homogeneous magnetic field. The field
vector is perpendicular to the plane of the oscillator. The Hamiltonian of the system (using the so
called symmetric gauge) reads as
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We solve the problem using a strange but elegant trick. The main idea relies on the observation,
that the form of the magnetic Lorentz force and the Coriolis force in rotating frames is very
similar. Therefore, if one transforms in an appropriate rotating frame, the effect of the magnetic
field will be compensated by the Coriolis force. As a result, we get a simple harmonic oscillator,
that we can solve easily.
a.) Consider the following generator function, and show that it transforms to the rotating
frame.
W,(x,y, Py, P,.t) =x(P, cosQt — P, sin Q)+ y(P, sin QU + P, cos )
Using the derivatives of the generator function, express the variables py, py, X és Y as
functions of x,y,Px,Py.
b.) Using the relations of a.) express the ,,0ld” variables {x,y.px,py} in terms of the new ones
{X,Y,Py,Pyl.
c¢.) Determine the new form of the Hamiltonian K(X,Y,Px,Py). If your calculations are correct,
it is time independent.
d.) Show that the new Hamiltonian can be transformed to the form of the original one, i.e.
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K:L[PX +£YJ +L[Py —QX] LI (X*+7%),
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where B’ and o’ are the new ,effective” magnetic field and oscillator frequencies,
respectively. Express these in terms of the Q angular velocity and the B, e, m and ®
quantities.
e.) What should be Q, if we want the effective magnetic field B’ to vanish? What is the form
of the Hamiltonian K in that case, i.e. what is the oscillator frequency w’?
f.) Solve the equations of motion in the system, where B’=0. We know, that the particle
moves on elliptic orbitals. What is the time period of the motion?
g.) If we transform back to the original (inertial-) frame, the axis of the ellipse will rotate by
angular velocity Q2. Sketch the trajectory of the particle.

2.) Feladat
Consider the problem of the vertical motion in a homogeneous gravitational field. The

Hamiltonian of the system is
2

H(p,x)zp—+mgx
2m

a.) Write down the full (time dependent) Hamilton-Jacobi equation for the system.

b.) Becazse the Hamiltonian does not depend on time explicitly, we can search the function
S(x,t) in the form S(x,7) = Sp(x,E)-E t , where E is a constant. Express the (shortened)
Hamilton-Jacobi equation for the function S.

¢.) Solve the equation for Sy .

d.) Knowing the function S(x,E,17), determine the canonical transformation that it generates.
Express the canonical coordinate [, that is the canonical pair of E.

e.) The particle is initially (t = 0) in the position x = 0 and has momentum py. Using this
information determine the values of E and S .

f.) Express the x(t) solution of the equation of motion.




3.) Feladat
Consider a one-dimensional harmonic oscillator, whose Lagrangian is
L= lmv2 —lma)zx2
2 2 ,
a.) Write down and solve the Lagrangian equations of motion.
b.) Search a solution with boundary conditions x(0) = 0 €s x(t,) =xy!
c.) Express the action S for the solution of b.). Denote it by S(x,,#)!
d.) Show that the function S solves tha Hamilton-Jacobi equation of the system!

e.) What is ﬁ?
ot

v

4.) Feladat
The Schrodinger equation of a particle moving in the one-dimensional potential V(x) is the

following

2
iho w(x,t) = —;L Oy (x,0)+V (x)p(x,1)
m

. . . LS(x)
It is maybe useful to search the solution in the form y(x,¢) = A(x,t)e”

L8(x0)
a.) Putthe form y(x,t) = A(x,t)e” r in the equation.
b.) Collect the terms according to the powers of 7 .
c.) If 7 is small enough then it is sufficient to use the zeroth order term only. What equation
you get in that case?
d.) When is 7% »small enough”?
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1.) Feladat
Egy kétdimenzios, elektromosan t6ltott izotrop harmonikus oszcillatort a rezgési sikjara meréleges
iranyd homogén B indukcidji magneses térbe helyeztiink. A rendszer Hamilton-fliggvénye (az tn.
szimmetrikus mértékben felirva) az alabbi:
Hzi(p +§y]2 +L[p ——x]“ +lma)2Q2 + yz\

2m\" " 2 2m\ " 2 -
A feladatban egy elsére furcsa, de elegdns megoldast adunk a problémara. A megoldas azon az
¢szrevételen alapul, hogy egy forgd koordindtarendszerben a Coriolis-eré éppen olyan alakd, mint
egy homogén madagneses tér hatdsa, ezért azt varjuk, hogy esctiinkben attérve megfeleld
szogsebességgel forgd koordinatarendszerbe a magneses tér hatdsat kitranszformdlhatjuk, ¢s igy
egy egyszerd izotrop harmonikus oszcillatort nyertink.

a.) Tekintse az alabbi alkotofliggvényt, és mutassa meg, hogy ez valoban a forgd koordinata
rendszerbe visz.

W,(x,y, Py, P,.t) = x@, cos Qt — P, sin Qt + y@, sin Qt + P, cosQf
Az alkotofliggvény megfeleld derivaltjainak segitségével fejezze ki a py, py, X és Y
valtozokat az x,y,Px,Py és t fliggvényében!

b.) Adja meg a a.)-ban szerepld Osszefliggések segitségével fejezze ki a régi {X.y.px.py}
koordinatakat az Gjak ({X,Y,Px,Py}) fliggvényében!

c.) Adja meg a K(X,Y,Px,Py) Gy Hamilton-fliggvényt! Ha jol szamolt ez idéfliggetlen lesz.

d.) Mutassa meg, hogy az 1j K Hamilton-fliggvény az eredetinek megfelelé alakra hozhat6,
azaz

' 2 ' 2 -~
K:L[PX +§Y] +L(Py —ﬁxj L @ v,
2m 2 2m 2 2 -
ahol B’ és o’ az uj ..effektiv’ magneses tér és korfrekvencia. Fejezze ki ezeket a forgd
koordinatarendszer Q) sz6gsebességének, valamint a B, e, m és o fliggvényeként.

e.) Mekkoranak valasszuk az Q szogsebességet, hogy a B’ effektiv magneses térerdsség
zérussa valjon? Hogyan néz ki ekkor a K Hamilton-fliggvény, azaz mekkora az o’ effektiv
korfrekvencia?

f.) Oldjuk meg a mozgasegyenleteket abban a forgd rendszerben, ahol a B” effektiv térerdsség
zérus! Tudjuk, hogy itt a részecske ellipszis palydkon keringhet. Mennyi a keringési id6?

g.) Lathatjuk, ha visszatériink az eredeti x,y koordinatarendszerbe, az ellipszis palya
nagytengelye Q szogsebességgel forog. Abrazoljuk a részecske palyéjat!

2.) Feladat
Tekintse a fliggdleges hajitas problémajat! A rendszer Hamilton-fiiggvénye:
2

H(p,x)zp—+mgx
2m

a.) Irja fel a rendszer teljes (id6fiiggd) Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Mivel a Hamilton-fliggvény nem fiigg explicit modon az idotol, keresse az S(x, ©)
fuggvényt
Sx,t) = So(x,E)-E t alakban, ahol E egy allando. Milyen egyenletet elégit ki az S
fuggvény?

¢.) Oldja meg az Sy-ra vonatkozé egyenletet!

d.) Az S(x,E, 1) fliggvény ismeretében adja meg az altala, mint alkotofliggvény altal generalt
kanonikus transzformaciot, azaz fejezze ki az E-hez kanonikusan konjugélt fz koordinatat!

e.) At = 0 iddpillanatban a vizsgalt tomegpont az x = 0 pontbol indult py impulzussal. Ez
alapjan adja meg az E paraméter értékét, és a ffr konstans €rtékét!

f.) Adja meg a mozgasegyenlet x(t) megoldasat!




3.) Feladat
Tekintsen egy egydimenzids harmonikus oszcillatort, aminek Lagrange-fliggvénye:
L= lmv2 ——m’x’
2 2
a.) Irja fel a Lagrange-féle mozgasegyenleteket! Adja meg a megoldés altalanos alakjat!
b.) Keressen olyan megoldast, amire x(0) = 0 és x(t,) =x,!
c.) Hatdrozza meg az S hatasfliggvény crtckét, amit a b.)-ben kapott megoldas mentén a
hatasfunkcional felvesz! Jelolje ezt S(xy,)!
d.) Mutassa meg, hogy S kielégiti a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!

e.) Mivel egyenld 2—S?
t

v

4.) Feladat
Egy egydimenzios V(x) potencidlban mozgo részecske idéfliggd Schrodinger-egyenlete az alabbi
alaku:

2

iho,y (x,1) = —2;7—8§l//(x, O+V () (x.0)
m

A hullamfliggvényt érdemes lehet az alabbi alakban keresni: w(x,#) = A(x, t)eﬁs(x")

a.) Irja be a fenti alakot a Schrodinger egyenletbe!

b.) Valogassa szét a megjelend tagokat 7 hatvanyai szerint.

c.) Amennyiben 7 elegendden kicsiny, akkor elég benne a nulladrendi tagot tekinteni. Milyen
egyenletet kap ekkor?

d.) Mikor elegendden kicsiny 7 ?



