MECHANIKA 2 (2016/17 tavasz) |GYAK 9.

1.) Feladat
Egy tomegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,y) potencidlis energidval jellemzett konzervativ
erdtérben.

a.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét majd ebbdl vezesse le a Hamilton fliggvényt, mint
D> Py, X €s y fliggvényét!

b.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét tigy, hogy a tdmegpont helyzetét az r és ¢ sikbeli
polarkoordinatakkal irjuk le. (x =7 cos ¢, y = r sin ¢)

c.) Vezesse le a rendszer Hamilton-fiiggvényét mint p,, p,, r és ¢ fiiggvényét! Mutassa meg,
hogy az 4j (K-val jel6lt) Hamilton fiiggvény egyenld a régi H-val, csak benne valtozdcserét
kell végrehajtani.

d.) Fejezze ki az x és y Déscartes koordindtdkhoz rendelt p, €s p, kanonikus impulzusokat py,
Do» T €s ¢ segitségével!

e.) Mutassa meg, hogy az {x,y,p.p,/ valtozok kozotti kanonikus Poisson-zardjelek nem
valtoznak, ha azokat a poldr-koordinatarendszer kanonikus koordinatdival és impulzusaival
szamitjuk ki!

f.) Mutassa meg, hogy centrdlis potencidl (V=V(r)) esetén a p,, idéallando!

2.) Feladat
Egy tomegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,y) potencidlis energidval jellemzett konzervativ
er6térben.

a.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét majd ebbdl vezesse le a Hamilton fliggvényt, mint
Dx, Dy, X sy fliggvényét!

b.) At szeretnénk térni forgd koordinatarendszerbe, azaz a kdvetkezd valtozokra:

x(t) = X (t)cos(at) —Y (t)sin(wr)
y(t) =X (t)sin(at) + Y (t)cos(wt)
[rja fel a Lagrange-fiiggvényt az X és Y valtozékban!

c.) Hatdrozzuk meg az 4j K Hamilton fiiggvényt az X,Y,Px és Py fliggvényében! Hogy
viszonyul ez az 4ll6 koordindtarendszer-beli koordindtdkkal kifejezett Hamilton-
fliggvényhez?

d.) Mutassa meg, hogy az {x,y,p.p,}véltozék kozotti kanonikus Poisson-zéardjelek nem
véaltoznak, ha az 4j { X,Y,Px, Py} kanonikus valtozok szerint fejezziik ki dket.

3.) Feladat

A {q,p} kanonikus koordinata és impulzus kettdsét az eldadashoz hasonloan jeldlje az n vektor.
Tekintse az alabbi transzformaciot:
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a.) Fejezze kiaz M =—§ Jacobi maétrixot!
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b.) Mutassa meg, hogy a fenti transzformdcié invaridnsan hagyja a J; matrixszal leirt
szimplektikus struktarat:
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4.) Feladat
Az eléadason szerepelt a Poisson zarojelek néhany tulajdonsaga:
e [FG]=-[GF]
[F,aG+bD]=al[FG]+b][FD],ahol a,b valés szamok
[F,GD] =G [F,D] + [F,G] D
e Jacobi azonossag: [A, [B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0
Ezek koziil az elsd harom bizonyitdsa trividlis, a Jacobi azonossdg azonban igen komplikalt.
Haszndljuk a szimplektikus matrixos jelolést, és bizonyitsuk a Jacobi azonossdgot! Haszndljuk ki a
J szimplektikus matrix antiszimmetrikus voltat!

5.) Feladat

) Egy kor alapu hengerre egy spirdl alakd drétpalyét csévéltiink, amin egy m
— L tomegli gyongyszem surlodas nélkiill mozoghat. A henger tehetetlenségi
nyomatéka a szimmetriatengelyére @, €s a tengely koriil konnyen (surlodds
nélkiil) elfordulhat. A rendszer helyzetét a henger ¢@elforduldsaval és a

gyongyszem o helyzetével irjuk le. A gyongyszemre hat a kiilsé gravitacios
erdtér is.

A gyongyszem x,y,z koordindtdit a két szoggel az aldbbi mdédon tudjuk
kifejezni:

x=Rsina

y=—-Rcosa,

z=Cla-9)
Ahol C jeldli a spirdl menetemelkedését.
a.) Konstrudlja meg a rendszer Lagrange-fiiggvényét!
b.) Fejezze ki a p, €és p, kanonikus impulzusokat!
c.) A Gy7/1 hazi feladatban Noether tétel segitségével megmutattuk,
hogy a rendszer impulzusmomentuma mozgdsallando:

L=mR* a+0@¢
Fejezze ki az impulzusmomentumot a p, €s p, kanonikus impulzusok segitségével!
d.) Eléadason szerepelt, hogy a mozgéasallandok szimmetriatranszformacidkat generalnak.
Milyen transzformdciot generdl L?
6.) Feladat
Egy izotrop harmonikus oszcillator Hamilton-fiiggvénye az aldbbi alaku:
2 2
H =&+&+lmcg2(x2 +y°)
2m 2m 2
a.) A Gy7/2-es feladatban megmutattuk, hogy az aldbbi 2x2-es szimmetrikus matrix elemei
megmaradd mennyiségek:
1 2 2
A, :ﬂ(pipj tmo rirj)
Ismételjik meg a HF szamitdsait, mutassuk meg, hogy valéban megmarad6
mennyiségekrdl van szo!
b.) Milyen szimmetria transzformécidkat generdlnak az egyes matrixelemek?
c.) Vezessiik be az alabbi mennyiségeket:
A A, —A L 1
S:i’ S:—Z 11’ S:—:—x o
= % Y =5 2(17) P.)
Mutassuk meg, hogy [S;,S;] = &jx S.
d.) Mutassuk meg, hogy H=4d& (S12+522+532)!



