MECHANIKA 2 (2015/16 tavasz) [GYAK 9.

1.) Feladat
Egy tobmegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,y) potencidlis energiaval jellemzett konzervativ
erotérben.

a.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét majd ebbdl vezesse le a Hamilton fiiggvényt, mint
Px, Py, X €sy flggvenyét!

b.) irja fel a rendszer Lagrange-flggvényét Ggy, hogy a tomegpont helyzetét az r és ¢ sikbeli
polarkoordinatakkal irjuk le. (x = r cos @, y = r sin ¢)

c.) Vezesse le a rendszer Hamilton-fliggvenyét mint py, p,, r €s ¢ fliggvényét! Mutassa meg,
hogy az Uj (K-val jel6lt) Hamilton fliggvény egyenl6 a régi H-val, csak benne valtozocserét
kell végrehajtani.

d.) Fejezze ki az x és y Déscartes koordinatakhoz rendelt py és py kanonikus impulzusokat p,
Py, I €S ¢ segitségevel!

e.) Mutassa meg, hogy az {x,y,pxpy} Vvaltozok kozotti kanonikus Poisson-zardjelek nem
valtoznak, ha azokat a polar-koordinatarendszer kanonikus koordinataival és impulzusaival
szamitjuk ki!

f.) Mutassa meg, hogy centralis potencial (V=V(r)) esetén a p, idéallando!

2.) Feladat
Egy tobmegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,y) potencialis energiaval jellemzett konzervativ
erotérben.

a.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét majd ebbdl vezesse le a Hamilton fiiggvényt, mint
Px, Py, X €sy flggvenyét!

b.) At szeretnénk térni forgd koordinatarendszerbe, azaz a kovetkez6 valtozokra:

X(t) = X (t) cos(ewt) —Y (t)sin(ewt)
y(t) = X (t)sin(wt) +Y (t) cos(awt)
irja fel a Lagrange-fiiggvényt az X és Y valtozokban!

c.) Hatdrozzuk meg az 0j K Hamilton figgvényt az X,Y,Px és Py fliggvényében! Hogy
viszonyul ez az &ll6 koordindtarendszer-beli koordindtakkal kifejezett Hamilton-
fuggvényhez?

d.) Mutassa meg, hogy az {x,y,pxpy}valtozok kozotti kanonikus Poisson-zarojelek nem
valtoznak, ha az 0j { X,Y,Px, Py} kanonikus valtozdk szerint fejezziik ki dket.

3.) Feladat
A {q,p} kanonikus koordinata és impulzus kettdsét az el6adashoz hasonloan jeldlje az n vektor.
Tekintse az alabbi transzformaciot:
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a.) Fejezze kiaz M, = Jacobi matrixot!
i
b.) Mutassa meg, hogy a fenti transzformacio invariansan hagyja a Jij matrixszal leirt
szimplektikus strukturat:
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4.) Feladat
Az eléadason szerepelt a Poisson zarojelek néhany tulajdonséga:

b [F!G] =- [G,F]

e [FaG+bD]=al[FG]+b[F,D],ahol a,b valés szamok

e [F,GD]=G[FD]+[FG]D

e Jacobi azonossag: [A, [B,C]] + [B.,[C,A]] + [C,[AB]] =0
Ezek koziil az elsé harom bizonyitdsa trivialis, a Jacobi azonossdg azonban igen komplikalt.
Hasznaljuk a szimplektikus matrixos jeldlest, és bizonyitsuk a Jacobi azonossagot! Hasznaljuk ki a
J szimplektikus matrix antiszimmetrikus voltat!

Egy kor alapu hengerre egy spiral alakd drétpalyat csévéltiink, amin egy m
—1 tomegli gyongyszem surlodas nélkiill mozoghat. A henger tehetetlenségi
nyomatéka a szimmetriatengelyére @, és a tengely korul kénnyen (sarlodas
nélkul) elfordulhat. A rendszer helyzetét a henger gelfordulésaval és a

gyongyszem a helyzetével irjuk le. A gyongyszemre hat a kiilsé gravitacios
erotér is.

A gyodngyszem x,y,z koordinatait a két szdggel az aldbbi mddon tudjuk
kifejezni:

X=Rsina

y =—Rcosa,
z=C(a-¢)
Ahol C jeldli a spirdl menetemelkedését.
a.) Konstrualja meg a rendszer Lagrange-fliggvényét!
b.) Fejezze ki a p, és p, kanonikus impulzusokat!
c.) A B19 hazi feladatban Noether tétel segitségével megmutattuk, hogy
a rendszer impulzusmomentuma mozgasallandé:

L=mR*a+0@¢
Fejezze ki az impulzusmomentumot a p.és p, kanonikus impulzusok segitségével!

d.) Eléadason szerepelt, hogy a mozgasallandok szimmetriatranszformaciokat generalnak.
Milyen transzformaciét general L?

6.) Feladat
Egy izotrop harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:
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a.) A B20 feladatban megmutattuk, hogy az aladbbi 2x2-es szimmetrikus matrix elemei
megmaradd mennyiségek:

A= %(pi p, +ma’tr

Ismételjik meg a HF szamitdsait, mutassuk meg, hogy valéban megmaradd
mennyiségekrdl van szd!

b.) Milyen szimmetria transzformaciokat generalnak az egyes matrixelemek?

c.) Vezessuk be az alabbi mennyiségeket:
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Mutassuk meg, hogy [Si,Sj] = &k Sk.
d.) Mutassuk meg, hogy H = 4 & (S:°+5,°+53%)



