MECHANIKA 2 (2015/16 tavasz) [GYAK 8.

1.) Feladat
Homogén, z iranyd B magneses indukcioju térben m tomegl e toltésii részecske mozog. A
gravitacios tér és a @(r) elektromos potencial nulla. A magneses vektorpotencialt A = (0, Bx, 0)-
nak valasztottuk (Landau-merték).
a.) Irjuk fel a részecske Lagrange-fliggvényét!
b.) Mutassuk meg, hogy az x” = x, y’ = y, z’ = z + s leképzés a Lagrange fliggveny
szimmetriaja. A Nocther tétel alapjan adjuk meg a megfelelé6 megmaradé mennyiséget!
c.) Mutassuk meg, hogyaz x’ =x,y’ =y +s, z’ =z is szimmetria! Mi a megfelel6 megmarado
mennyiség?
d.) Tekintsik ax’ =x +s,y’ =y, z’ = z transzformacioét. Ez lathatéan nem hagyja invariansan
a Lagrange fuggvényt. Mutassuk meg, hogy a Lagrange-fliggvény megvaltozasa ebben az
esetben egy teljes idoderivalt, tehat altalanosabban véve ez is szimmetria.
e.) Konstrudljuk meg a d.)-feladatban szereplé transzformaciohoz tartoz6 megmarado
mennyiséget! (Ehhez ki kell egészitenlink a Noether-tétel eléadason szerepld levezetését!)

2.) Feladat

M R Egy M tomegii R sugart beliil iireges gyiirii konnyen elfordulhat a
tengelye koril. Benne belll egy m tomegi r sugara gytri jol tapadva
gordilhet. A mechanikai rendszer helyzetét az o és f
szogelforduldsokkal jellemezziik, a rendszerre hat a fliggdleges ¢
gravitacios tér is.

a.) Konstrualjuk meg a rendszer Lagrange-figgvényét! Mutassuk

3 meg, hogy
2 2
L =mr? da +1(m+M)R2 ap —erd—ad;BjL
dt 2 dt dt dt
+mg(R—r)co{r0é_ Rﬂj+const.

b.) Mutassuk meg, hogy az a’ = a + ¢, ' = [+ ¢ rIR transzformé&cid invariansan hagyja a
Lagrange-fliggvényt! Milyen elmozdulést ir le ez a transzforméacié?
d.) Adjuk meg a rendszer Lagrange-féle mozgasegyenleteit! Mutassuk meg kozvetlen
szamolassal, hogy a c.)-ben kapott mennyiség megmarad!
3.) Feladat

Egy tomegpont centralis er6térben mozoghat. Hamilton-fuggvénye az alabbi alaku:
2

H=P_1v(r)
2m

a.) Irja fel a témegpont impulzusmomentumanak Ly, L, és L, komponensét a p kanonikus
impulzusvektor és r helyvektor komponenseinek segitségével!

b.) Szamitsa ki az [Ly ,X] és [Lx,y] Poisson zardjeleket, valamint az [Ly ,px] €s [Lx,py] Poisson-
zarojeleket!

c.) A b.) feladat eredmeényeit altalanositva szamitsa ki az [L;,rj] és [Li,p;] Poisson-zarojeleket
tetszOleges i-j indexparra!

d.) Szamitsa ki az [Li, L;] Poisson-zardjelet tetszéleges i-j indexparra!

e.) Szamitsa ki az [L;, H] Poisson-zarojelet tetszéleges i-re! Mit mond ez szamunkra az
impulzusmomentumrol?



4.) Feladat

Tekintsik a Kepler-problémat, aminek Lagrange-figgvénye
2

N
2m r’
a.) Tekintse az alabbi vektort (a neve Runge-Lenz vektor):
A=pxL-mae.
Fejezze ki ezen vektor komponenseit Ugy, hogy benne csak a kanonikus hely és impulzus
komponensek szerepeljenek!
b.) Szamitsa ki az [A;i ,H] Poisson-zardjelet! Mit mondhatunk ez alapjan az A vektorrol?
c.) Az A vektor megmaradasat kihasznalva fejezziik ki (a mechanika 1 targyon latott effektiv
potencidlos modszernél sokkal egyszeriibben) a keringd bolygd palyajat!
Ehhez tekintstink egy olyan ahol a palya sikja az x-y sik, és az A vektor mutasson az x
irdnyba. Fejezzik ki az A - r skaldris szorzatot az (r,¢) polarkoordinaték segitségével, majd
rendezziik megfelel6en a kapott kifejezést és olvassuk le a palyat!
d.) Milyen irdanyba mutat az A vektor? Mit fejez ki a hossza?
5.) Feladat
Tekintsink egy e toltési m tomegli részecskét, ami az A(r)-el és @(r)-el jellemzett
elektromégneses térben mozog.
a.) Adjuk meg a részecske Hamilton fuggvényét!
b.) Szokas bevezetni az an. Kkinetikus impulzust, ami a részecske tomegének és
sebességvektoranak szorzata (ez a szokasos impulzus!). Fejezzik ki a Kinetikus impulzust
a kanonikus impulzus segitségével!
c.) Szémitsuk ki a kinetikus impulzusok Poisson zarojeleit a (kanonikus) koordinatakkal és
kanonikus impulzusokkal!



