MECHANIKA 2 (2015/16 tavasz) [GYAK 12.

1.) Feladat

Eléadason szerepelt a ,hatas-szog valtozok” modszere, aminek segitségével (kvazi-)periodikus
mozgasok frekvenciai hatarozhatok meg a mozgasegyenletek tényleges megoldasa nélkiil.
Tekintsik az aldbbi, anharmonikus oszcillatort, ahol a részecske egy V(x) = A |x| potencialban

mozog. A rendszer Hamilton-fliggvénye:
2

H(p,x)=§—m+k|x|

a.) Rajzoljuk fel a p-x sikra a H(p,x) = E szintvonalakat. Milyen geometriai alakzatok ezek?

b.) Adjuk meg a szintvonalak altal kozrefogott ,,fazis-teriiletet”! Ezt jeloljik 271 -vel!

c.) Hatarozzuk meg az E(I) Hamilton-fliggvényt!

d.) Az E(l) fuggveny derivéltjanak segitsegével hatarozzuk meg a mozgas periddusidejét!

Hogyan fligg-ez az energiatol?

e.) Szamitsuk ki kozvetlenul is, a mozgésegyenletet megoldva a mozgéas periddusidejét.
2.) Feladat
Tekintslk az aldbbi, o>0 kitev6jii hatvanyfiiggvény szerint valtozé potencialban mozgo részecske
esetét:

P

H(p,X):E

a.) Rajzoljuk fel a p-x sikra a H(p,x) = E szintvonalakat.
b.) Adjuk meg a szintvonalak altal kozrefogott ,,fazis-teriiletet” meghatarozo integralt! Ezt
jeloljuk 271 -vell
c.) Az integralt altalaban nem tudjuk egzaktul elvégezni, de érdekes kérdés lehet az E, m, és k
paraméterektdl valo fiiggés meghatarozasa. Megfeleld valtozdcserével dimenziodtlanitsjuk
az integralt, azaz érjiik el, hogy a paraméterektdl valo fliggés keriiljon az integral elé. Az
integral értéke ekkor csupan egy szam, numerikusan kdnnyen meghatarozhato.
d.) Az I(E) fliggvény derivalasaval fejezzik ki a rezgés periodusidejét!
3.) Feladat
Két témegpont az x tengely mentén mozoghat egy dobozban. A témegpontokat kilén-kiulén D
rugéallandoju rugdval a falhoz kotottik, és kdzéjuk is egy D allanddju rugot tettiink. A rendszert
leir6 Hamilton-fuggvény:

1
om Py
a.) Irjuk fel a rendszer idéfiiggetlen (réviditett) Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Lathatéan az egyenlet az x; és X, koordinatdkban nem szeparadlhat6. Térjlnk at az

= atX

2
+k|x|*
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és Y =x, —x, valtozokra. Mutassuk meg, hogy most mar szeparalhatd a

Hamilton-Jacobi egyenlet!

c.) A megjelend két konstans (E és o) rogzitése mellett hatarozzuk meg az X-hez és Y-hoz
kanonikusan konjugalt impulzust, azaz a P, (X,E,@) és R (Y,E,a) fliggvényeket!
Mutassuk meg, hogy ezek az X-Py és Y-Py sikon ellipszisek!

d.) Hatarozzuk meg az Ix és Iy hatasvaltozok ertékét E es « flggvényében!

e.) Invertaljuk az Osszefliggést, fejezzik ki az E és a konstansokat Ix és Iy fliggvényében!

f.) Hatdrozzuk meg a rendszer rezgési frekvenciait! Periodikus-e (tetszéleges kezddfeltétel
esetén) a rendszer mozgasa?



4.) Feladat

Tekintsik a Kepler problémat, aminek Hamilton-fliggvénye
i P, a

H="t+—"——

2m  2mr® r

a.) Irjuk fel a rendszer roviditett Hamilton-Jacobi egyenletét, és lassuk be, hogy r és ¢ szerint
szeparalhato!

b.) Adjuk meg a ¢-hez tartozo 1, hatasvaltozot! Mi ez?

c.) Adjuk meg az r-hez tartoz6 |, hatasvaltoz6t meghataroz6 integrélt! Adjuk meg az
integralési hatarokat!

d.) Térjink &t az u = 1/r véltozora! Terjesszik ki az integrandust a komplex sikra! Hol van
polusa/szakadasa a fliggvénynek?

e.) Az integralasi kontir megfeleld transzformalasaval végezziik el az integralt!

f.) Az e.)-ben kapott eredmeny atalakitasaval adjuk meg az H(l.l,) Hamilton-fliggvényt!
Ennek derivaltjaival szamitsuk ki az I, -hez és I,-hez tartozo frekvenciakat! Periodikus-e a
mozgas?

g.) Mutassuk meg, hogy Kepler 3. térvénye teljesiil, azaz a keringési id6 négyzete aranyos az
ellipszis nagytengelyének (a = rmin + rmax) & kdbével!

5.) Feladat

A Hamilton-mechanika egy igen szép tétele a hatasvaltozo ,,adiabatikus invarianciaja”. A tétel
(amit itt nem bizonyitunk, a bizonyitasért lasd [1,2]) kimondja, hogy amennyiben egy egy
szabadsagi foku rendszer Hamilton-fliggvénye fligg az id6tél, de az id6fiiggés lasst, ugy a
rendszer gy mozog, hogy a korabban bevezetett I hatasvaltozé idében allando.

A tétel ertelmezését megkdnnyiti, ha feltessziik, hogy a Hamilton-fiiggvényben van valamilyen
paraméter, ami lassan valtozik az id6 fiiggvényében, azaz:

H =H(p,q, A(t))

A hatasvaltozot tetszleges A paraméterérték mellett definialhatjuk gy, hogy rogzitjik A-t, és
ekkor kiszdmitjuk egy periodusra a fazistrajektoria altal korulolelt 2z 1(4, E):§p(E,q,i)dq

tertletet. A tétel azt allitja, hogy ha A-t elegendéen lassan (és siman) valtoztatjuk egy A; értékrol
valamilyen A, értékre, Ugy | értéke nem valtozik.
Tekintslink egy matematikai ingat, ahol az inga szaldnak hosszat az id6 fiiggvényében lassan

roviditjuk. A rendszer Hamilton-fuggvénye kis kitérések esetén:
p? 1 2
H(p o 1(t) = 2 (D) 5 mgl(t)e
a.) Adott | ingahossz és E energia esetén irjuk fel az I(I,E) hatasvaltozot!
b.) Tegyuk fel, hogy az inga kicsiny A (szdg-)amplitudéji lenggést végzett, amikor az inga
hossza lp volt. Ezutan lassan réviditve elérjik, hogy az inga hossza mar csak lo/2. Mekkora
szogamplituddval leng most az inga?
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