1. Vektorterek

AV = {x,y,...} halmaz x,y,.. .elemeit vektoroknak és V-t az R valds szdmtest
felett definidlt valds vektortérnek nevezziik, ha definidltunk egy S: V XV +— V és
egy M : R xV +— V leképezést az aldbb felsorolt tulajdonsdgokkal:

Az S leképezéssel az (x,y) € V x V elempédrhoz rendelt z € V elemet az x és 'y
(vektor)dsszegének fogjuk nevezni (jelolésben: z = x 4+ y), ha Vx,y,z € V esetén:

1. x+y=y+x (kommutativitds)
2. x+(y+2z)=(x+y)+2z (asszociativitds a vektorosszeaddsra)
3. 310 € V ugy, hogy O + x = x (létezik egy és csak egy nullvektor)

4. 3w € V ugy, hogy x+w = O (létezik x vektor ellentettje, amit w = —x-szel
jeloliink)

Hasonlé médon az M leképezéssel az (a,x) € R x V elemparhoz rendelt y €
V elemet az x vektor a szdmmal val6 szorzottjdnak (a-szorosdinak) fogjuk nevezni
(jelolésben: y = ax), ha Vx,y,z € V és Va,b € R esetén fennéll, hogy:

1. Ix=x
2. a(bx) = (ab)x (asszociativitds skaldrral torténd szorzdsra)
3. (a+b)x =ax+bx (disztributivitds a skaldrosszeaddsra)

4. a(x+y)=ax+ay (disztributivitds a vektorosszeaddsra)

A tovdbbiakban csak valés vektorterekrél lesz sz6, ezért elhagyjuk a valds jelzot.
Néhédny példa vektorterekre.

1. A rendezett valés szdém n-esek tere, aminek egy eleme X = (z1,9,...,7,)
alaki. Ha az X = (z1,x2,...,2,) és Y = (y1,92, - .., Yyn) elemekre az Osszeadds
szabdlya:

X‘l‘Y:(l’l—l—yl,l'g—l—yz,...,l'n—l—yn),

és az a szammal val6 szorzds szabdlya pedig:

aX = (azy,azs,. .., ax,).

2. A val6s szamok halmazédn értelmezett un. valds fiiggvények tere, ha az osszead-
ast és a szdmmal val6 szorzdst a fiiggvényeknél megszokott médon definidljuk.

3. A valds szdmok halmazéan értelmezett legfeljebb n-ed foku polinomok tere.



Definidljuk az x; € V, (i = 1,2,...,m) vektoroknak az a' € R egyiitthatckkal
képezett linedris kombindcidjat:

m
v = g a'x;.
i=1

Azt mondjuk, hogy az x; (# O) vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha a v = O fennél-
l4sdbdl kovetkezik, hogy Vi esetén a® = 0. Ellenkezd esetben a vektorok linedrisan
osszefiiggok. Ha a vektortér linedrisan fiiggetlen vektorait tartalmazé halmazok el-
emszdma korlatos, a legalsé n korldtot a vektortér dimenzidszdménak nevezziik, (n
dimenziés tér). A fenti példédkbdl az elsé tér dimenzidszama n, a harmadik dimen-
zi6szama pedig n + 1. A madsodik példaban szerepld vektortér linedrisan fiiggetlen
elemeket tartalmazé halmazainak elemszdma nem korldtos, az ilyen teret végtelen
dimenziészamu (végtelen dimenzids) térnek nevezziik. A tovdbbiakban csak véges
dimenziészamu terekrol lesz szo.

Definicié: egy n dimenziés V,, vektortérben tetszolegesen kivilasztott n darab e;
linedrisan fiiggetlen vektort tartalmazé {e;} halmazt a vektortér bazisénak hivjuk.

AV, vektortér tetszbleges x eleme egyértelmiien kifejezhetd a béazisvektorok linedris
kombindciéjaval:

X = Z l’iei.
i=1

Ha a kifejezend6 vektor a O nullvektor, akkor a baziselemek linedris fiiggetlenségérol
mondottak értelmében a kifejtési egyiitthaték nullik. Ha az x vektor nem nullvektor,
akkor hasznaljuk fel azt a tényt, hogy a V,, vektortér tetszéleges x (# O) elemébdl
és egy adott {e;} bdzis elemeibdl 4ll6 {x,e;} halmaz mar linedrisan 6sszefiiggd vek-
torokat tartalmaz, és igy létezik olyan n + 1 darab of, (i = 0,1,2,...,n) nemtrividlis
valés szdm, amelyekkel

n
E a'e; + a'x = 0.
i=1

A bézisrendszer fiiggetlen elemeket tartalmaz, igy o nem lehet nulla. Az sllitast az
a'x tag atvitele és a-lal valé osztds utdn nyerjiik. Az 2’ egyiitthatok egyértelmiien
meghatdrozottak, hiszen feltételezve, hogy létezik egy toliik eltérd v egyiitthaté rend-

szer, azonnal frhatjuk, hogy
S ey e
i=1 i=1

n

Z(:ﬂ’ —y')e; = 0.

=1

Egy oldalra rendezve:

Mivel a bazisrendszer linedrisan fiiggetlen elemeket tartalmaz, a zéréjelben &ll6 egyiit-
thaték mind egyenldk nulldval, azaz y* = 2% V i esetén.

Az 7 egyiitthaték az x vektor (adott bazisra vonatkozd) uin. kontravaridns kom-
ponensei.



A tovébbiakban alkalmazzuk azt a jelolésbeli egyszeriisitést (Einstein-féle konven-
cid), amely szerint, ha egy szorzatszerii kifejezésben egy alsé és felsé index megegyezik,
akkor arra az indexre nézve osszegezni kell 1-t6l n-ig. Tehat

X = 1'e;.

Ha 1j bazisra tértink &t, az dj f; baziselemek kifejezhetok a régi e; baziselemek linedris
kombinéciéjaval és viszont:
i !
fj = e,»Aj es e = lek>
ahol By jeloli A} inverzmétrixat (Aé»Bi =6L).
Itt és a tovdabbiakban a matrixelemek felsé és alsé indexe felel meg rendre a sor-
és oszlopindexnek.

Uj bézisra torténd dttérés esetén egy x vektor o' komponensei az 1j bazisra vonatkozéan
1j 2”7 értékeket vesznek fel, amelyek kiszamithatok a régi komponensek segitségével:

x = z'e; = ' Blf; = 2f; = :U'JA;»e,»,
amibol azonnal leolvashaté, hogy
a¥ = Bla' és x' = Ajx".

Tehét a kontravaridns komponensek a béazisvektorokkal ”ellentétesen” véaltoznak.

2. Dualis tér

Jelolje w(x) a V,, vektortér x elemeinek egy w : V,, — R linedris leképezését, azaz
Vx,y € V,, és Va,b € R esetén dlljon fenn, hogy

w(ax + by) = aw(x) + bw(y).

Ekkor w(x)-et a V,,-en értelmezett linedris formdnak hivjuk. Két linedris forma w és
7 akkor egyenld, ha Vx € V,-re w(x) = 7(x).

Tekintsiik ezutédn a V,, vektortéren értelmezett 7, w, . . . linedris formdakat és definidljuk
kozottiik az Osszeadds és a valés szammal vald szorzds miiveletét. A 7 és w linedris
forma (7w + w) Osszege egy olyan linedris forma, amelyre Vx € V,, esetén fenndll, hogy

(7 +w)(x) =7(x) + w0(x).

A 7 linedris forma ¢ € R szdmmal val6 szorzdsdanak eredménye egy olyan (cmr) linedris
forma, amelyre Vx € V,, esetén fenndll, hogy

(em)(x) = em(x),

valamint definidljuk a O nulla linedris format gy, hogy tetszéleges vektorra valé
hatdsa 0 legyen: o
O (x)=0.
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A linedris formék ezekkel a miiveletekkel szintén vektorteret alkotnak, amirél kénnyen
meggy6zodhetiink ha ellenorizziik a vektorterekre vonatkozé axiémak teljesiilését. Az
igy kapott vektorteret a V,, vektortér V* dudlis terének nevezziik.

Az © linedris forma hatdsst egy x vektorra ki tudjuk fejezni az x vektor z* kom-
ponenseivel. A linearitds miatt ui.:

O(x) =w(r'e;) = 2'0(e;) = v'w;,

ahol az w; = w(e;) szerint definidlt értékek mar fiiggetlenek az x vektortol.

A duslis térben definidlunk n db € linedris format a kovetkezd médon:
Egy tetszOleges x = 2’e; vektorra alkalmazva az igy bevezetett e linedris formakat,
azt kapjuk, hogy: ’

e (x) =¢'(ale;) = 2’e'(e;) = 270) = .

Ennek megfelelden az w linedris forma hatédsa egy tetszoleges x vektorra:

W(x) = r'w; = wie'(x)

alakban frhaté, ami definicié szerint azt jelenti, hogy:

w = CUZ'EZ.

Ezek szerint tetszOleges w lindris forma kifejezhetd az € linedris formak w; egyiit-
thatokkal képezett linedris kombindciéjdval. Az e’ linedris formék linedrisan fiiggetlenek
is. Felirhatjuk ui. valamilyen «; egyiitthatékkal vett e’ linedris kombindciéjukat és
megvizsgalhatjuk, hogy milyen feltétellel lehet ez nulla linedris forma. Hasson ez a
linedris forma egy tetszoleges x vektorra:

aie’ (x) = ase’ (:Ujej) = q1’e (e;) = a,-:cj(?; = o1t

Mivel az n db ' egyiitthaté tetszélegesen vélaszthatd, az osszeg csak akkor lehet
mindig nulla, ha az o; egyiitthaték mind nullsk. Igy V* is n dimenziés és az {e'}
linedris formék az {e;} bdzis un. dudlis bazisat alkotjak, amelyre nézve az w; egyiit-
thatok az w linedris forma komponensei.

Térjiink 4t most a V,, térben egy masik {f;} bézisra és a megfelelé dualis bézis
legyen {f’}, amire fennall, hogy ?Z(fj) = 0%. A szabdly szerint:

— P4 — J
fj = e,AJ es e; = fJBZ .

Vizsgdljuk meg az ?j hatdsat egy tetszoleges x vektorra:

F(x) = F(a'e)) = F (@' B]") = BI'a'F (£,) = BI'a'6), = Bla' = B/#().



amibdl egyben az is kovetkezik, hogy
e =Af.

Igy a dudlis bazis a V,, vektortér bazistranszformécidjanak inverzével transzformalédik,
azaz a kontravarians vektorkomponensek transzformaécios szabdlya szerint.
Az W linedris forma w; komponenseire pedig irhatjuk, hogy

— =i i
w=we =wALf,

amibdl az 1j w’ komponensek
! ) z'.
w; = wZAJ.

3. FEuklideszi vektorterek

Definidljuk az x ésy vektorok x-y skaldris szorzatat, ami alatt egy olyan P : V,,xV,, —
R leképezést értiink, amelyre Vx,y,z € V,, és Va € R esetén fenndll, hogy:

l.x y=y-x
2. x - (ay) =a(x-y)
3. x- (y+z)=x-y+x-2

4. Ha Vx € V,, esetén x - y =0, akkor y = O

Az olyan n dimenzids vektorteret, amelyben a fenti tulajdonsdgokkal biré skaldris
szorzatot bevezettiik F, euklideszi térnek nevezziik.
Adott {e;} bazison legyen

x=1'e; ésy =1v'e;.
Ekkor
x-y =z'ye;-e; ="y g,

ahol a bézisvektorok szorzatanak jelolésére bevezettiik, hogy
Gij = €i - €;.

A skaldris szorzat az 1. pont szerint kommutativ, igy a g;; un. fundamentdlis matriz
szimmetrikus.

Vizsgdljuk meg a 4. pont kovetkezményét. Ha x -y = 0 Vx-re, akkor x = e,
vélasztds esetén is, ahol k értéke 1 és n kozotti tetszoleges értéket vesz fel, fenndll,
hogy:

e,y =e;-y'e; =gy =0.



A 4. pont értelmében ebbdl kovetkezik, hogy y = O, azaz Vj-re ¢/ = 0. A linedris
egyenletrendszerekrol tudjuk, hogy ha egy homogén egyenletrendszernek csak trivialis
megolddsa van, az egyenletrendszer métrixdanak g determindnsa nem lehet nulla:

gEdetgm%O

és a skaldrszorzatot adott bazison eldallité bilinedris forma nem-degeneralt.
Ha két vektor skaldris szorzata nulla, azt mondjuk, hogy a két vektor ortogondlis.
Definiédljuk egy vektor normdjat:

Nx=x-x = x> = g;;v'2’.

A norma lehet pozitiv, negativ vagy nulla is. Ha a norma mindig pozitiv és csak
a null-vektorra nulla, azt mondjuk, hogy a vektortér valddi euklideszi tér. Ennek
sziikséges és elégséges feltétele, hogy a normat definidlé kvadratikus forma pozitiv
definit legyen. Ismert ellenpélda a speciélis relativitdaselméletben hasznalt Minkowski-
tér, ami in. pszeudo-euklideszi tér. Vannak benne pozitiv norméajui (idészerii), negativ
norm&ju (térszerii) és nulla normdju (fényszerit) vektorok is. Az elemi geometria
hirom dimenzids tere ugyanakkor valédi euklideszi tér.

Erdekes tulajdonséga az olyan norménak, amelyiket skaldris szorzattal definidlunk,
hogy a norma megaddsa mar meghatdrozza a skaldris szorzatot. A tetszbleges x és 'y
vektor skaldris szorzatédt ui. el tudjuk &llitani a skaldris szorzat tulajdonsdgai miatt
az aldbbi formaban:

xoy =1 [ty = (k=37 = 7 N (x+y) = N(x—y).

Valédi euklideszi térben a norma nem negativ és igy definidlhatjuk egy vektor
hosszat vagy abszolit értékét:
x| = V(Nx).

Két tetszoleges x és y vektor skaldrszorzatanak abszolit értéke és hossza kozott fennall
a kovetkez6 un. Schwarz-féle egyenlotlenség:

x|yl > [x -yl
Tekintsiik ugyanis a kovetkezd v vektort:
Xy

V=X——""VY,

ahol a nevezdben szerepl6 y vektor nem nullvektor és igy a normdja nem nulla. Képez-
ziik a v vektor normdjat, amirol tudjuk, hogy nem negativ:

2
(X— X—ny) > 0.
y

Végezziik el a négyzetreemelést és hasznaljuk ki a skaldris szorzat kommutativitdsat
és disztributivitdsat:

2
(x-y)xy 6 (xy)

2
- + - y >0.

x? —2




Atrendezés utén kapjuk, hogy
Xz'y2 > (X'Y)2>

amibol gyokvondssal kapjuk a keresett egyenlétlenséget. Ha y = O, az egyenloség ll
fenn.

Felirva két vektor 6sszegének norméjat és felhaszndlva a Schwarz-féle egyenlétlen-
séget adodik, hogy

(x+y) =+ 2x-y+y* <[x"+2 x| |y| + |y|" = (x[ +|y])*.
Gyokot vonva kapjuk az tn. hdromszdg-egyenlotienséget:
x+yl<[x|+]y].

A Schwarz-féle egyenlétlenség alapjan definidlhatjuk az x és y vektorok &altal bezért
p szoget is. Mivel

x - y| < x|yl
azaz

1< Xy

<1

létezik olyan valés ¢ € [0, 7] szog, amelyre

amivel a skaldris szorzat x -y = |x||y| cos ¢ alakban irhaté fel. Ha két vektor orto-
gondlis (merdleges) egymadsra, a skaldris szorzatuk nulla és ¢ = 7/2.

Egy euklideszi vektortér {vy, v, ..., v, } vektorai ortogondlis rendszert alkotnak,
ha tetszoleges két elemiik ortogondlis egymaésra:

Vit V; = 0iiBG),

ahol §;; = 0 ha i # j és 0;; = 1, ha i = j, valamint ;) # 0. A zdrdjelbe tett
index szerint nem kell 6sszegezni. Ha specidlisan ;) = 1, a rendszert ortonormdlt
(ortogondlis és normalt) rendszernek hivjuk.

Vegyiik az ortogondlis rendszer vektorainak linedris kombindciéjat valamilyen o
egytitthatokkal és tételezziik fel, hogy nullvektort kapunk:

Z a‘v; = 0.
i=1
Szorozzuk be az egyenletet skaldriasan vj-vel (j =1,2,...,7). Az eredmény:
a'd;i ) = o By =0.

Mivel a -k nem nulldk, kovetkezik, hogy egy ortogondlis rendszer elemei mindig
linedrisan fiiggetlenek és igy r = n vdlasztds esetén ortonormadlt bézist képeznek.
(Latjuk, hogy r > n nem lehetséges.)



Belatjuk, hogy valédi euklideszi térben mindig lehet ortonormalt béazist taldlni.
Az FE, térben ugyanis definicié szerint mindig létezik n db fiiggetlen x; elembol
allé {x;} bézisrendszer. Az x; vektorokbdl az tn. Schmidt-féle ortogonalizdldsi
eljaras segitségével konstrudljuk meg a kovetkezd y; vektorokat, ahol a bevezetett
Aij paramétereket igy fogjuk megvdlasztani, hogy az y; vektorok ortogonalis rendsz-
ert alkossanak:

Y1 =x1
Y2 = Aa1y1 + Xa
Y3 = A31y1 + A2y2 + X3

Yn = An1y1 + A2y2 + -+ A=) Y (n—1) + Xn
Az y, - yo = 0 ortogonalitasi feltételbdl kovetkezik, hogy
Ao1y: +Xp - y1 =0, ahol yi #0.
Ezzel meghatdrozhatjuk Aoy értékét. A kovetkezd 1épésben kihasznaljuk az
y3:-y1=0 é y3-y2 =0,
ortogonalitési feltételeket. Ezekbdl az egyenletekbdl adodik, hogy
As1y: +X5-y1 =0, ahol y? #0 és

A32Ys +X3-y2 =0, ahol y3 #0,

amibOl Ay és A32 meghatdrozhaté. Léthato, hogy az eljaras folytathaté és az igy
megkonstrualt {y;} rendszer valéban ortogonalis (és ezért linedrisan fiiggetlen is). A

kovetkez6 1épésben éllitsuk el6 az e; = o vektorokat, amelyek mér nyilvanvaléan
normadltak is. Ortonormélt bazisban e; - e; = d;;, igy pl. x vektor normdja:

Nx = (&) + (&%) 4 + (@),

ami megfelel az elemi vektorszamitdasban, a Descartes-rendszer haszndlata esetén
megszokott alaknak.

4. FEuklideszi tér dualis tere

Az E, euklideszi térben bevezetett skaldris szorzat mésodik tényezéjében linedris, igy
természetes médon az elsd tényezoként szerepld w vektorhoz hozza rendelhetiink egy
linedris formdt az £ dudlis térbol. Legyen u.i. w € EY olyan, hogy Vx € E,, esetére:

ami nyilvanvaléan linedris forma x-re nézve.
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A @ linedris forma komponensei a duélis bazisban:
S — — Ja. — J
W; —W(ei) =w-€ =€; W ej = gijw,

ahol w’ jeloli az w vektor kontravaridns komponenseit. Mivel a g;; métrix invertalhato,

a megfeleltetés az w; és w’ komponensek kozott kolesonosen egyértelmii. Ez azt jelenti,

hogy az w vektorok és az w linedris formak kozott kolesonosen egyértelmii megfelelte-

thetoség all fenn, ezért az E,, és az E tereket és vektoraikat azonosnak tekinthetjiik.

Az w; = w - e; komponenseket az w vektor un. kovaridns komponenseinek hivjuk.
Két vektor skaldris szorzata ebbol:

X-y= xingij = iﬂjyj = 'y,

ahol 7; =x-e; ésy; =y - e; az x és y vektorok kovaridns komponensei.
Egy vektor norméja pl. az

Nx =z2'27g;; = ',

alakban is felirhaté.
Jeloljiik a g;; métrix inverzét g”-vel, azaz g“ g;; = 0}, amivel frhatjuk, hogy
:Ujgjk = :cigijgjk = 2'6F = o
Tehat a g;; matrix "alsé” és "felsd” indexes alakjaval a vektorok kontravaridns és
kovaridns komponensei uin. index fel- és lehuzdssal allithaték el6 egymdasbol.
Specidlisan, keressiik meg az {€'} dudlis bdzis elemeihez rendelt e’ vektorokat.
Az @ linedris forma j-edik komponense ¢; = €'(e;) = 07, ami a fenti szabaly sz-
erint egyben a keresett vektor j-edik kovaridns komponensével egyenl6. A megfeleld
kontravaridns komponensek ebbdl indexfelhizdssal adédnak:

et = 5}931“ = ¢, amibél

e = g"ey, vagy e, = gue
Mivel g # 0, az e’ vektorok linedrisan fiiggetlenek és fgy bazist alkotnak E,-ben.

A megfeleltetés miatt szokds egyszeriien ezt is dudlis bazisnak nevezni. Mivel
az utobbi osszefiiggések formailag szintén az indexek fel- és lehizdsanak szabalyat
kovetik, szokds az {e'} bézist kovaridns és az eredeti {e;} bdzist kontravaridns bazis-
nak nevezni. A kovaridns és kontravaridns baziselemek skaldris szorzata pedig

o
e -ej—c?j.

Egy tetszoleges x € FE,, vektor akdr a kovaridns, akir a kontravaridns bdzis segitségével
eloallithato:

x =x'e; = x2'g;e™ = 1€,
ahol z; = x - e; a kordbban mar definidlt kovaridns komponens. A kontravaridns
komponens pedig 2! = x - e’ alakban allithaté eld.



Bazistranszformécio esetén a kovarians komponensek gy transzformélédnak, mint
a dudlis tér megfelel6 elemének a komponensei. Tehdt az 1] @, komponensek

SL‘; = SL‘,'Aé», (f; = e,-Aﬁ)

szerint szamithatok ki a régi x; komponensekbdl, ami indokolja a kovaridns jelzot.
Erdemes felirni a g;; fundamentalis métrix transzforméacids képletét is:

/ k m k gm
Ez természetesen 6sszhangban van azzal, hogy a skaldris szorzat definicié szerint nem
fligeg a bazisvilasztastol:
i 1

x-y ="y gl; = Bia* By gpg AV AT = 2Py 6108 g = Y G-
J

Specidlisan ortonormalt bazisban g;; = ¢;;. Ekkor a kovaridns és kontravaridns bazise-
lemek egybeesnek, és a kovaridns és kontravaridns komponensek egyenlok egymaéssal,
ami megengedi, hogy ne kiilonboztessiik meg az alsé és felsé indexes frasmédot.

Tekintsiink egy ortonormaélt bézisbél ortonormalt bazisba torténd un. ortogondlis
transzformdciot: ’ - ’

a¥ = Bja' és 2} = 1Al
Ha most az elso egyenletben kihaszndljuk, hogy a felso és alsé indexes komponensek
egyenlok, frhatjuk
i=1

Ha a B métrix transzponaltjat B-mal jeloljiik (EJZ — B!), az egyenlet a kovetkezd
alakot nyeri: _
SL‘; = Bj;,

amibdl leolvashatd, hogy
Ej’ = A;, azaz E;Bi =6, (E = B™).

Az ilyen matrixot ortogondlis mdatriznak hivjuk.

5. Affin tér, euklideszi ponttér

Tekintsiink egy ¢ pontsokasdgot, amelyben az elemi geometridban defindlt helyvek-
torok tulajdonsdgait alapul véve tételezziik fel, hogy V(M, N) € ¢ x ¢ pontparnak

megfeleltethetiink egy n dimenzids V,, vektortérbeli n = M N vektort gy, hogy

— —
1. MN =—-NM

2. MN =MP + PM VP € ¢ esetén

3. YO € ¢ esetén Ym € V,, vektorhoz 3!'M € ¢ gy, hogy OM =m

10



A fenti feltételek teljesiilése esetén azt mondjuk, hogy az ¢ sokasdg egy n dimenzids
gn affin ponttér. A harmadik feltétel szerint, ha régzitettiink egy O € ¢, pontot, akkor
tetszoleges m €V, vektor egyértelmiien meghatdrozza az M € ¢, pontot gy, hogy
OM =m.

Ha az ¢, affin térben rogzitiink egy O pontot és az ¢,-hez rendelt V,, térben
megadunk egy {e;} bdzist, akkor az e, térben egy (O, e;) vonatkoztatdsi rendszert
definidltunk. Az OM vektor « komponenseit az {e;} bézisban az M pont ko-
ordindtdinak hivjuk.

Legyen adva két pont M és N, amelyek koordindtdi rendre ¢ és 3. Az MN
vektor az elsé és mésodik feltételek szerint eldallithaté a kovetkezd alakban

MN = MO +ON = ON — OM = (y' — 2')e;

Tehdt az M N vektor komponensei az adott vonatkoztatdsi rendszerben (i — z°)-vel
egyenlok.
Térjiink most 4t az (O, e;) vonatkoztatdsi rendszerrdl egy uj, (P, f;) vonatkoztatasi

rendszerre. Az attérésnél meg kell adnunk az OP vektort és az ij f; bazisvektorokat
a régi e; bazisvektorokkal kifejezve:

_ . .
OP = Oézei, és fj = e,A;
Egy M pont koordinétéi az (O, e;) rendszerben legyenek z'-k, azaz
—— ,
OM = :c’e,».
. . —_— g —_— o
Ez a méasodik pont szerint felirhaté OM = OP + PM alakban, amibol
PM = OM — OP =z'e; — a'e; = (2" — ') Bif; = 21,
ahol 2”7 jeloli az M pont 1j vonatkoztatdsi rendszerbeli koordingt4it:
27 = (2" — ') BY.

Ha az ¢, affin térhez rendelt V,, vektortér E,, euklideszi tér, az affin teret E,, euklideszi
ponttérnek nevezziik. Ebben a térben kézenfekvd a két M és N pont kozotti tdvol-
sdgot a megfeleld MN vektor normdjanak gyokével definidlni. Ha az M és N pont
koordinétéi az (O, e;) vonatkoztatdsi rendszerben z' és y*, a norma:

N (V) = (W) =g, 0 ) (0 ).

Egyszerti behelyettesitéssel ldthat6, amit a szemlélet alapjdn is vdrunk, hogy ez a
mennyiség invaridns a fenti koordindta-transzformacioval szemben és igy valéban al-
kalmas a tdvolsdg definidlasara:

g;j (y/i _ l,lz') (y/j _ x'j) — gqung (l,r —a = yr + ar) Bf« (l,s —af - ys + as) Bg
— grs (l,r _ yr) (CE’S _ys) )
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Ennek alapjén két olyan pont ds? tdvolsdgnégyzete, amelyeknek koordindtéi kozott
infinitezimélis dz* a kiilonbség

ds® = gijda'da’.

Lattuk, hogy valédi euklideszi térben mindig lehet ortonormadlt bézist taldlni. Az
olyan (O,e;) vonatkoztatdsi rendszert, amelyben a bézis ortonormalt, gg = i,
Descartes-rendszernek hivjuk. Ilyen rendszerekben két pont tavolsdgnégyzete:

n n

§* = Z (v — :ci)Q vagy ds® = Z(d:ci)Q.

i=1 i=1

6. Tenzorok

Legyen V,, egy n dimenziés és W, egy p dimenzids vektortér és képezziik az x € V,
és y € W, vektorokbdl alkotott rendezett (x,y) parokat (jelolésben: x ® y). Ezek
az x @ y péarok egy vektorteret fognak kifesziteni, (jelolésben: V,, @ W,,) azaz linedris
kombindciéik elodllitjak az egész teret, ha definidljuk kozottiik az 6sszeadds és valds
szammal val6 szorzds miiveletét gy, hogy teljesiiljenek az aldbbi tulajdonsdgok:

1. Vx,x1,%x2 €V, és Vy,y1,y2 € W, esetén
X®((Y1+y2) =XQy1 +X®Yy2
(X1+X2)®y=X1®y+X2®y
2. Va € R esetén
axRy)=xQay =ax®y
3. Ha {e;} és {f;} tetszbleges béazis V,-ben ill. W -ben, az e; ® f; = ¢;; elemek
alkossanak bazist a V,, ® W), térben

Az x®y alaku elemeket az x ésy vektorok tenzorszorzatinak, a V, @ W, teret pedig
a 'V, és W, tér tenzorszorzat-terének nevezziik. A V,, ® W, tér elemeit tenzoroknak
hivjuk.
Tekintstink ezek utdn egy x € V,, és egy y € W, vektort. Definicié szerint a
megfelel6 komponensek segitségével irhatjuk, hogy:
X =1'e; és y= jfj.
A két vektor tenzorszorzata a fenti tulajdonsagok szerint:

XQy=72e® yjfj =2lye; ® f, = :Uiyjsij,

amibdl kovetkezik, hogy a két vektor tenzorszorzatdnak komponensei az ¢;; bézisra
nézve egyenlék x'y’-vel.
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A tenzorszorzat értelmezését kiterjeszthetjiik ketténél tobb vektortérre és azok
megfelel6 elemeire, azzal a megallapoddssal, hogy fenndll az asszociativitds tulajdon-
sdga, ami lehetoveé teszi a zdrdjelek elhagydsat:

XQ(y®z)=xQy)0z=XQy®z

Azx € V,, y € W, és z € U, vektorok tenzorszorzatai kifeszitik a V,, ® W, ® U,
vektorteret.

Nyilvanval6, hogy hasonlé médon tetszoleges szamu vektorteret ” 8sszeszorozhatunk”.
A vektorterek V,, @ W, ® U,® - - - tenzorszorzatai altal kifeszitett vektortér elemeit is
tenzoroknak hivjuk.

Legyen V,, egy n dimenziés vektortér és konstrualjuk meg ennek a térnek 6nmaga-
val vett p-szeres tenzorszorzatét (tenzorhatvdnyat):

VO =V, 0V, @ - ® V.
AV, térben adott {e;} bézis a V") térben természetes médon generdl egy bézist:
Eiyigrip = €i; D€ &€,

Ha a V), térben adott p darab x(1),X(),...,X() vektor, amelyek komponensei az
{e;} bdzisra vonatkoztatva rendre lel), ng), . ,:UZ;), akkor ezeknek a vektoroknak a

tenzorszorzata eleme lesz a V" térnek. Komponensekkel kifejezve:
X(1) @X2) @ @ Xp) = :lel):ﬂg) = -ng)silizmip.
Hasonl6é médon tekinthetjiik a V,, tér V.* dudlis terét, és annak is elkészithetjiik a g-
szoros Vi Wtenzorhatvanyat. A két tér tenzorszorzata Vi) @ Vi@ lesz, ami egy nP+
dimenzids tér. AV, és V* tér tenzorhatvanyaibdl, a fenti médon definidlt tér elemeit
a V, tér (p,q) rendi affin tenzorainak nevezziik, amelyeket p-szeresen kontravar-
idnsnak és ¢-szorosan kovaridnsnak hivunk. Az indexek hasznilatdra a vektoroknal
mar bevezetett jelolésbeli konvenciot dltalanositva irhatjuk a bazisra:
Ej1jz...jq =€, Q€,Q Qe RN RN R - Q.

11%2...0p
Egy T tenzor komponenseivel kifejezve

_ jivigeip _j1j2.da
T - tjljzjq 1192...0p )

ahol a ¢t komponens alsé és felso indexeit rendre kovaridns és kontravaridns indexeknek

nevezziik.

Vizsgaljuk meg, hogyan transzformdlédnak a tenzor komponensei, ha az {e;}
bézisrél 4j {f;} bézisra tériink &t. Ekkor természetesen a {€'} dudlis bazisrdl az
{f;}-hez rendelt {f } dudlis bézisra is dttériink:

f =eA & [ =Bl
] T = - 7 9

J
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valamint ' ' .
e, =fiB; & ¢ = Affz,
ahol B A} = 6;.

Ez a transzformacié az

gIg2da e, Qe, R Qe RENTRE? R Qe

R
bézisvektort a
‘Pillfzzzj; =f, ®f,® --® fz-p ®?jl ®?32 Q- ®?Jq
= Afllekl ® Afzzekz ® e ® Af;:ekp ® B{lléll ® BlJZZElz ® . ® B;:Elq

bézisvektorba transzformalja. A megfelel6 inverz transzformaécié szerint pedig a régi
bézisvektorok az djak szerint kifejtve:

Ejljzqu =e,; ®ei2 R - ®eip ®Ej1 ®Ej2 X e ®qu

Q1. .ip

= £, B @£,B2 @ 06, B @ A f @ APf @ @ AT F

A T tenzor sﬁfzzf; bézison tortént kifejtésébe helyettesitsiik be az 1j bazisvek-
torokat:

Q140 T jo ! o 7!
T=t2"8,B ©6,B2 @ @f,B @A [ @ APf @ @ A'f"

Jij2
_ 4ii2eip pkypke  pkp g1 pgd2 . pda, lil2edg
- tjljzqull Biz Bip All Alz Alq (pklkz...kp'

Az 1j béazisra vonatkozé komponensek azonnal leolvashatok:

i =t B BI - B AJLAR - AL
A tenzorkomponensek tehdt gy transzformalédnak, mint a megfelelé kontravaridns
és kovaridns vektorkomponensek szorzatai. Forditva: ha egy adott bédzisra vonatkozoé
komponensekbdl alkotott métrix a fenti szabdaly szerint transzformalddik, az elégséges
feltétele is annak, hogy a métrixelemek egy tenzor komponensei legyenek.

Ebben a megkozelitésben a V,, vagy V,* tér vektorai elsérendii kontravaridns és
kovaridns tenzorok (vektorok), mig az invaridns skaldrok nulladrendii tenzorok.

Két egyforma rend{i tenzor Osszege és egy tenzor szdmmal valé szorzata mér
definidlva van, hiszen a tenzorokat is vektortér (vektorterek tenzorszorzata) vek-
toraiként definidltuk. Ennek megfeleléen ahhoz, hogy az eredménytenzor kompo-
nenseit megkapjuk a megfelelé6 komponenseket kell 6sszeadni ill. szammal szorozni.

Tenzorokkal azonban mas miiveleteket is végezhetiink, azaz adott tenzorokbdl
1j tenzorokat allithatunk el6. Az egyik miivelet két tenzor tenzori szorzdsa, ami a
vektorok tenzori szorzasdnak természetes dltaldnositdsa. Ennek a miveletnek ered-
ményeként egy (p, q) és egy (x,y) rendii tenzorbdl egy ((p + x), (¢ + y)) rendii tenzor
keletkezik.

Legyen u és v egy (p,q) és egy (z,y) rendii tenzor, amelyeknek komponensei

rendre:
irig.dp k1ko.. Ky
j1j2~-~jq



A T = u ® v szorzattenzor komponensei:

i}li.z...z'?klkz...kz _ ui.li?...i;f, kika...ky

J1j2--Jqlila...ly J192---Jq lila.dy -
Az, hogy az igy keletkezett komponensek egy tenzor komponensei, a transzformécios
tulajdonsagokrél mondottak alapjan nyilvanvalé.

Egy maésik fontos miivelet az in. indexegybeejtés vagy kontrakcid miivelete, aminek
eredményeként egy tenzor kovaridns és kontravaridans rendje eggyel csokken. Tehét
ha adott egy tenzor, amelynek van legaldbb egy kontravaridns és egy kovaridns in-
dexe, mint pl. a t harmadrendfi ((2,1)-rend{i) tenzornak, amelynek komponensei t*
elkészithetjitkk a t* komponenseket. Az igy kapott komponensek, amelyeknek csak
egy szabad indexe van (az m 0sszegz6 index), egy (1,0) rend{i tenzor komponensei
lesznek (vektor), hiszen a transzformécids szabdly szerint

1 = BABUC AL = Bl = Bot,

Specidlisan, egy kontravaridns u és egy kovaridns v vektor tenzorszorzatan elvégezve
az indexegybeejtés miiveletét

vy, = A" Bl v = 6lu"v; = v,

invaridans skaldr mennyiséget kapunk.

Az indexegybeejtés miivelete a tenzorjelleg vizsgdlatdnak, azaz a transzformécios
tulajdonsdgok vizsgdlatdnak egy dltaldnosabb, sokszor jol haszndlhaté lehetoségét is
nytjtja. Fenndll ui. a kovetkezo tétel:

Egy tetszoleges p darab felsd és g darab alsé indexszel megadott métrix akkor
és csak akkor alkotja egy (p, q) rendii tenzor megfelel6 komponenseit, ha tetszoleges
(x,y) rendil tenzorral torténd indexegybeejtés utan ((p + = — i), (¢ + y — i)) rendii
tenzort kapunk, ahol ¢ > 0 darab indexpart ejtettiink egybe.

Példdul a fent emlitett t5 métrix esetén elég megvizsgdlni, hogy a tetszoleges
v™ vektorkomponensekkel alkotott t*o™ matrix (2,0) rendi tenzor komponenseit
alkotjdk-e?

Hasonl6 médon egy uP szam n-es akkor és csak akkor alkotja egy kontravaridns
vektor komponenseit, ha tetszoleges v kovaridns vektor esetén az uPv, kifejezés invar-
idns skaldr, vagy pl. az uPv, méatrix egy (1,1) rendi tenzor komponenseit alkotjdk.

A bizonyitéast a fenti példa esetére mutatjuk meg, aminek alapjdn az altaldnositéds
kézenfekvo.

Mivel a v™ métrix (1,0) rendfi, a t* o™ matrix pedig (2, 0) rend{i tenzor kompo-
nenseiként transzformalodik, frhatjuk a transzformaélt matrixokra, hogy

t%'® = B¢ B! (t"y™)  valamint

V"¢ = B o™,
Behelyettesitve v'°-t az elsd egyenletbe, nulldra redukalva és kiemelve v™-et kapjuk

(Bt — BEBYtE ™ = 0.
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Mivel v™ tetszolegesen vilaszthatd, a zédréjelben 16vo métrix nullmatrix kell legyen,
amit megint két oldalra rendezhetiink

Bi,te" = BBt
Az egyenletet AJ'-vel beszorozva nyerjiik a bal oldalra, hogy:
m pc glab __ Scylab _ 4lab
AT Bt = §epieh = ¢/,

A jobb oldalon szerepl6 tag pedig A;”B,‘;Blbt'f,f. A két oldal egyenlésége éppen a
keresett transzformacios szabdalyt adja:

ab m nRa bkl

Erdemes kiilon megemliteni az (1,1) rend{i tenzorokat, amelyek az alabbiak szerint
éppen a V, tér linedris operatorainak feleltethetok meg. Tekintsiink ui. egy L linedris
operdtort, amellyel tetszoleges v vektorhoz egy u vektort rendeliink hozza linedris

maddon
u=L(v).

Fejtsiik ki az egyenletben szereplé vektorokat adott {e;} bézison és hasznéljuk ki az
operator linedris voltat

uiei = L(vjej) = ij(ej) = ijé»ei,

ahol az n darab L(e;) vektor {e;} bézisra vonatkoz6 komponenseinek jelslésére bevezettiik
az L} matrixot. Osszehasonlitva e; egyiitthatéit, u’ = v/L’ kell legyen. Mivel u’ és

v/ tetszbleges kontravarians vektorok komponensei, az L; matrix (1,1) rendii tenzor
komponensmétrixa kell legyen. Tehat

L=_Le®¢.

7. Euklideszi tenzorok

A fizikdban alkalmazott vektorterek sokszor euklideszi terek, ezért érdemes megvizs-
galni a skaldrszorzat bevezetésének kovetkezményeit. F, euklideszi tér esetén a
dudlis E? tér kovaridns vektorait azonositottuk FE, tér kontravaridns vektoraival és a
vektorok kontravaridns és kovaridns komponensei kozott a g;; fundamentdlis matrix
teremt kapcsolatot.

A tenzorkomponensek transzforméciés tulajdonsiagairél mondottak értelmében
(dgy transzformélédnak, mint megfelelé vektorkomponensek szorzatai) adodik, hogy
egy valamelyik indexében kovaridns (kontravaridns) tenzorhoz a megfelelé kompo-
nenseken torténd index felhuzassal (lehizassal) az adott indexben kontravarians (ko-
varidns) tenzor rendelhet$ hozzd. Igy euklideszi terekben a kovarians és kontravarians
tenzorok is azonosnak tekinthetok. A kovaridns és kontravarians komponensek kozott
pedig a g;; és ¢ mdtrixok teremtenek kapcsolatot. Az euklideszi tér tenzorait euk-
lideszi tenzoroknak nevezziik.
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Erdemes megvizsgalni a gi; matrix transzformdcids tulajdonsagait. Mivel két x,y
vektor skaldris szorzata, azaz az x-y = g;;2'y’ mennyiség invaridns skaldr, a g;; métrix
elemei egy (0, 2) rendfi tenzor komponensei kell legyenek. A g;;e' ® €’ tenzort az euk-
lideszi tér kovaridns fundamentalis vagy metrikus tenzoranak nevezziik. A metrikus
tenzor vegyes, (1, 1) rendii komponensei a kovaridns komponensekbél indexfelhizassal
adédnak:

95 = grig" = 6.

A kétszer kontravarians, (2,0) rendii komponenseket djabb indexfelhizdssal kapjuk
Wt ="

Tehdt a ¢ métrix, amit a g;; mdtrix inverzeként definidltunk, éppen a metrikus
tenzor kétszer kontravaridns komponenseit adja és igy az indexek irasmoédja megfelel
a kovetelményeknek.

8. Vektorok és pontok derivaltja

Legyen adva az E, euklideszi térben egy F' : R D [a,b] — E, leképezés, azaz egy
x = x(t) vektor-skaldr fiiggvény az [a, b] intervallumon (¢t € [a, b]). Rogzitsiink egy tg
€ [a, b] értéket és vegyiik a t-nek egy olyan sorozatét, amely tart to-hoz. Azt mondjuk,
hogy az x (t) vektor tart a O nullvektorhoz, ha |x (t)] — 0, midén ¢t — ;. Mivel a
normdt a skaldrszorzattal definidltuk, a fenti definicié invaridns kijelentés.

Rogzitsiink egy to € [a,b] értéket és képezziik a kovetkez6 Ax vektort, ahol ¢
€ [a,b] ugy, hogy tq # t:

Ax = x(tg) — x(t).

Azt mondjuk, hogy az x(t) fiiggvény folytonos a t, értéknél, ha tetszbleges t —

esetén Ax — O.
Hasonl6é médon, ha v € E, gy, hogy t — ty esetén

(-x0 ) o

akkor a v vektort az x(t) fiiggvény ¢, helyen vett wvektorderivdltjdnak nevezziik.

Jelvlésben:
dx

T dt

\%

to

Legyen E,, euklideszi ponttér és tekintsiink egy ¢ € [a,b] C R skaldrt. Ha a ¢ minden
felvett értékéhez hozzarendeliink egy M €E, pontot, akkor azt mondjuk, hogy M a
t fiiggvénye és ezt igy irjuk M = M(t). Ha rogzitiink egy O referenciapontot, az
x = OM vektor a t-nek lesz vektorfiiggvénye. Ha most azt is feltételezziik, hogy
x-nek létezik v vektorderivéltja, akkor azonnal lathaté, hogy az nem fiigg az O pont
megvilasztasatol. Vilasszunk ui. egy 1j P referenciapontot, amire frhatjuk, hogy

—_— — —
PM =0OM — OP.
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—
Mivel OP vektor nem fiigg ¢-tol
— — — —
PM(ty) — PM(t) = OM (ty) — OM(1).
Ebbol kovetkezik, hogy

iy (P T =y (PP v

t—to t—to

Az ilyen médon egyértelmiien definidlt v vektort az M pont vektorderivdltjdnak hivjuk
és %—vel jeloljiikk. Ha az O referenciapont mellett egy {e;} bézist is megadunk, azaz

rogzitiink egy (O, e;) vonatkoztatdsi rendszert, az M pontot az OM = x vektor z°
koordinataival adhatjuk meg:

— )

OM = :c’e,».

A fenti definiciébdl adddik, hogy az M pont v derivéltjanak komponensei az ¢ ko-
ordinatdak derivaltjaival egyenlok:
_dd’
v=—_-e

Hasonl6 médon vizsgdlhatjuk egy x vektor tobb fiiggetlen o, (i = 1,2,...,m)
skalartol valo fiiggésének esetét, azaz az x = x(«y, ag, ..., qyy,) fiiggvényt. Az x vek-
tor oy szerinti parcidlis derivéltja a valés fiiggvények analizisében megszokott médon,
azonnal dltaldnosithaté a ¢ véltozo szerinti derivaléds fenti definicigjdbdl. Ugyancsak
érvényes a Young-tétel vektorfiigguényekre alkalmazott altaldnositdsa, ha a mdsodik
parcidlis derivéltak folytonosak:

’Px  OPx
(904,»(9043» N aOéjaOéi.

Erdemes megemliteni a ldncszabdly sltaldnositasat. Legyenek ui. az a; paraméterek a
t skalar derivalhat6 fiiggvényei: «; = a;(t). Ekkor ha az x vektor ¢ szerinti derivaltjat
keressiik, azt kapjuk, hogy

" Ox doy

aOéZ' dt ’

dx

dt <

=1

Az itt elmondottak minden viltoztatds nélkiil fennéllnak az euklideszi ponttér pon-

tjainak derivéltjaira is, hiszen azokat éppen a megfeleld euklideszi vektortér vek-
torainak derivaltjaként értelmeztiik.

9. Euklideszi ponttér gorbevonali koordinatai

Tekintsiink egy E,, n dimenziés euklideszi pontteret. Egy (O, E;) vonatkoztatdsi rend-
szer bevezetése utdn egy M pont koordinétdit jeloljék zi-k. Az aldbb bevezetendd tj
koordinataktol valé megkiilonboztetés céljabdl, ezeket egyenesvonali koordindtdknak
hivjuk.
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Tételezziik fel, hogy az E,, tér egy véges D tartomdanydat egy-egy értelmii és folytonosan

differencidlhaté médon leképezhetjiik az {y’ } valés szém n-esek egy D' tartomédnyéra.
Ez més széval azt jelenti, hogy az ' koordindtdkat n darab 37, fiiggetlen valtozo
' = 2(yt,y?, ..., y") alaki folytonosan differencidlhaté fiiggvényeként dllithatjuk
elé gy, hogy az y’ szdmok is kifejezhetdk y/ = y/(x!, 22,...,2") differencidlhato
fiiggvények alakjdban, ha M € D. A D és D' tartomany tulajdonsdgait kiilon kel-
lene definidlni, de itt megelégsziink egy intuitiv képpel, amely szerint mind a D-ben
talalhaté pontok, mind a D’-ben taldlhaté képpontok koriil legyen taldlhaté véges
méret{l n dimenzids ”téglatest alakd” halmaz, gy, hogy ezek a pontok a téglatestek
belsejében helyezkednek el. (n dimenziés téglatest alatt olyan halmazt értiink, ami a
koordindtavaltozok véges intervallumainak direkt szorzatabdl all el6).

Azt mondjuk, hogy a fenti feltételeknek eleget tévo leképezéssel a D tartomanyon
definidltuk az {y’} gérbevonali koordindtdkat. Ha pl. rogzitiink n darab y/ ko-
ordingtabdl n — 1-et és csak a j-edik 3’ koordindtéat engedjiik szabadon valtozni, az
E, térban az y/-nek egy vektor-skaldr fiiggvényét fogjuk kapni, ami szemléletesen
szolva az E, térben egy koordindtavonalat fog kijelolni.

Tekintsiink ezek utdn egy M €E, pontot és az M-et tartalmazé D tartomanyon
definidlt {3’} kordindtarendszert. Az ¢’ fiiggvények definici6ja szerint az M pontnak
definidlhatjuk a rogzitett indexti 3/ paraméter szerinti vektorderivaltjat.

oM

ej:a—yj, (j:1,2,,n)

Az M pont az (O, E;) vonatkoztatési rendszerben kifejtve:
— ,
OM = I'ZEZ'.

A vektorderivaltrél mondottak ételmében a vektorderivalt komponensei éppen a ko-
ordinatdk parcidlis derivaltjaival egyenlok, tehdat

= —E,.
ej ayﬂ

Mivel feltételeztiik, hogy az z'(y’) fiiggvények invertdlhatok, a dz'/dy’ parcidlis de-
rivaltakbdl képezett Jacobi-determindns a D’ tartoményon nem tiinik el:

Qo Oz
D(l') _ ay: ?y 7&0
D(y) 81.1. (.91,71

ayr T oyn

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az e; vektorok linedrisan fiiggetlenek és igy a megfelel-
tetett E, euklideszi térben bazisrendszert alkotnak. Az {e;} rendszert természetes
bazisnak hivjuk. Szemléletesen szélva ez olyan bazisvektorok bevezetését jelenti, ame-
lyek az M ponton dthaladé koordindtavonalak érintévektorai.

A gorbevonali koordindtarendszer megvalasztasdban nagyfoku szabadsdgunk van.
Fejezziik ki ugyanis az ¢’ véltozékat n darab z* 1j véltozé folytonosan derivalhatd, de
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egyébként tetszoleges i/ = y7(z1, 22, ..., 2") fiiggvényeként oly médon, hogy egy, az
M pontot tartalmazé tartomanyon beliil 1étezzen és ne legyen nulla a D(y/)/D(z*)
Jacobi-determindns. Ekkor az {37} koordindtdkkal egyenrangi {z*} koordindtdkhoz
jutunk. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy koordindtatranszformdciot hajtottunk végre.
A {z*} koordindtarendszerben adott M ponthoz rendelt természetes f;, bazisvektorok
killonbozni fognak az {y’} rendszerben bevezetett e; bazisvektorokt6l. A transzfor-
macié szabdlya egyszeriien adédik a ldncszabdly alapjéan:

oM 0" Ox' Oy’ oy’

fr=—"="E=-—-"E=_"@&,.
M9k T 92k oyl 0z 92+
Forditva pedig:
ok,
€; = ayj k-

A koordinatatranszformacié tehdt egyiittjar a természetes béazisrendszer kovetkezd
linedris transzformécidjaval:

j k
oy’ r 0z

fr = ejA; & ejsz3f> ahol A = 9.k és Bj _@.

A dudlis bézis pedig a kordbban mondottak alapjan:
fF = Bj'?ej valamint e’ = Aifk.

szerint transzformalddik.

10. Skalar-, vektor- és tenzormezok

Legyen E,, egy euklideszi ponttér, amelyben bevezettiink egy {y’} koordindtarendsz-
ert. Ez a koordinatarendszer minden M pontban definidl egy (természetes) bazist a
megfeleltetett F,, euklideszi térben, és igy annak tenzorhatvdnyaiban is. Azt mondjuk,
hogy az F,, tér egy tenzordanak az igy definidlt bazisra vonatkozéan adott komponensei
az E, ponttér M pontjdhoz rendelt természetes bézisra vonatkozé komponensei.

Rendeljiink ezek utdn az E,, tér egy tartoményanak minden M pontjéhoz azonos
rend{i euklideszi tenzort, az M pontnél az {y'} koordindtarendszer természetes bézisdra
vonatkoz6 komponenseinek megadédsdval. Ekkor azt mondjuk, hogy az {3’} gérbevon-
ali koordindtarendszerben definidltunk egy tenzormezot.

Lattuk, hogy a koordindtarendszer transzformdcidja a természetes béazisrendszer
transzformécigjat eredményezi az M pontban. Ez azzal jar, hogy a fent definidlt ten-
zormez6 M pontbeli komponensei is transzformélédni fognak. Pl ha a (2,1) rendi t
tenzornak az {y'} koordindtarenszerben -k a komponensei, akkor a bézistranszfor-
méci6 szabdlya szerint az 1ij {z'} rendszerbeli #7? komponenseire:

iJ Ak
11 — BB AL

adddik, ahol az A és B maétrix komponensei a koordindtatranszforméciénal latott
modon allnak elé a koordindtafiiggvények megfeleld parcidlis derivéltjaibol.
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Ha egy v tenzor (1,0) rendfi (csak egy indexe van) vektormezének hivjuk és a v’
komponenseinek transzformdcios szabalya:

- Bj'?vj.

Specidlis vektormezot alkotnak pl. az {e;} természetes bazisrendszer adott indexii
vektorai. Rogzitett i index esetén a komponensek e/ = 5{ -
Egy maésik fontos tenzormezo a

g=gye ®e
metrikus tenzor mezoje, aminek (0, 2) rendi, g;; = e; - e; komponensei természetesen
a

G = 9ij AL A
szabély szerint transzformalédnak.

Az E, euklideszi ponttérben definidljuk az M pont differencidljit a kovetkezo
vektorral:
oM

oy
ahol dy jeloli a dM vektor kontravaridns komponenseit az M ponthoz rendelt ter-

mészetes bazisban.
Ennek a vektornak a norméja:

ds® = g;;dy'dy’.

dM = dy' = e;dy’,

Koordinatarendszer-transzformacié esetén a természetes bdazisrendszer megvéltozik,
de az felemnégyzetnek (vagy metrikdnak)nevezett ds? értéke nem (invaridns skaldr).
ds? kozel egyenlo azon M és M + dM pontok kozotti tavolsagnégyzettel, amelyeknek
i-edik koordinataja kozotti eltérés dy'.

Ha egy s tenzormez (0,0) rendi1 (nincs egy indexe sem), skaldrmezovel van dol-
gunk. Ekkor a vizsgilt tartomédny minden pontjéhoz egy s szdmot rendeliink, aminek
értéke a koordindtarendszer transzformaciéja esetén nem valtozik.

Képezziik az s skaldrmezé s értékének az y° koordinatdk szerinti parcidlis derivalt-
jait:

Os

oy’

és vizsgdljuk meg hogyan véltoznak a D; értékek, ha 1j {27} rendszerre tériink 4t.
Definicié szerint az 1j rendszerben

Di:

p =2
T 0207
A kozonséges tobbvaltozos fiiggvényekre érvényes lancszabdly szerint ugyanakkor
Js  Js Oy’
0z Oyt 0z’

Latjuk tehat, hogy a D; parcidlis derivaltak tgy transzformalédnak, mint egy vek-
tormez6 kovaridns komponensei és ezért joggal irtuk az indexet alulra. A D;e’ vek-
tormezo vektordt az M pontban, az s skaldrmezo gradiensének nevezziik.
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11. Christoffel-szimbolumok

Ha egy E,, euklideszi ponttérben egy komponenseivel adott vektor- vagy tenzormezonek
a hely szerinti véltozaséat vizsgéljuk (derivélds), ossze kell hasonlitanunk egymédshoz
kozeli pontokban felvett értékiiket. Gorbevonalid koordindtarendszerben azonban a
természetes bazis helyrdl helyre viltozik, tgyhogy a két kiilonbozé pontban adott
komponensek nem ugyanarra a bézisra vonatkoznak. A komponensek valtozésa igy
nem pusztdn a vektormezo viltozasat tiikrozi. Vektor- és tenzormezé derivaltjanak
kiszamitasdhoz ezért egy speciilis eljarast kell alkalmazni.

Tekintsiik az e; bazisvektort az n darab 3* koordindtdanak mint paraméternek a
vektorfiiggvényét. A vektorfiiggvények derivdlasardl szolé szakaszban lattuk, hogy
elég ”sfma” paraméterezés mellett definidlhaté ennek, a megfeleldé paraméter szer-
inti parcidlis derivéltja, ami djra vektorfiiggvény lesz. FEz a derivdltvektor nyilvin
kifejezhetd az adott M pontban definidlt természetes bazisvektorok linedris kombiné-
ciéjaként:

Op€e; = ij €5,
ahol az y* szerinti parcidlis derivaldsra bevezettiik a 0y jelolést. .

A linedris kombindcioban bevezetett n® darab helyfiiggd, egyel6re ismeretlen T'/
mennyiség, amelyeket mdsodfaji Christoffel-szimbolumoknak hivnak, 6sszefiiggésbe
hozhaté a g;; matrix derivaltjaival. Vegyiik ugyanis a metrikdt definidlé g;; = e; - e,
egyenlet parcidlis derivéltjat. Két vektorfiiggvény skalaris szorzatdnak paraméter
szerinti derivéldséndl a skaldris szorzés tulajdonsdgai (linearitdas mindkét tényezében)
miatt azonnal alkalmazhaté a kozonséges fiiggvényeknél megtanult Leibniz-szabdly:

akgij = ake,» - € +e; - akej = F,fz.ep - € +e; - kajep = kaz’-gpj + kajglp

Bér, mint késobb megmutatjuk, a I' ,g ; mennyiségek nem tenzorkomponensek, érdemes
bevezetni a mésodik index formaélis lehtizdsdval az in. elsofaji Christoffel-szimbolumokat:

L . TP J _ .pj .
Urji = gpil'i; €8 Ty = g% i

A g;; fundamentdlis matrix parcidlis derivaltjai az els6faji Christoffel-szimbélumokkal
kifejezve, a
Ogij = Ukji + Uraj

alakot oltik.
Mivel e; = 0; M, adédik, hogy

ore; = 0,0; M.
A Young-tétel szerint viszont 0,0; M = 0;0, M, amibdl kovetkezik, hogy
oke; = 0;ex.
Tehat

p _ p
Lyep =17
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Az egyenlet mindkét oldaldt skaldrisan szorozva e;-vel, nyerjiik, hogy
L0 = T\ 90,

azaz az els6fajui Christoffel-szimbdélumok szimmetrikusak az elsé és harmadik indexiik-
ben:
Lrji = Dijpe-

Ezt kihasznélva frhatjuk:
0k9i; = Lijk + Trij,
ami az indexek ciklikus permutécigjaval atirhato:
0;gri = I'kij + I'jr; valamint
az-gjk = ijz’ + Fz’jk alakban.
Osszeadva az els6 két egyenletet és kivonva a harmadikat nyerjiik
Ok9ij + 09k — 0igjr, = 2Dk

A Christoffel-szimbélumok tehét adott g;; esetén egyértelmiien kifejezhetok:
1 ,
iy = 5 (Okgij + 091 — 0;gj1) ©és

Ly = Thpig™.

Mint mér emlitettiik a Christoffel-szimbdélumok nem alkotjat egy harmadrend{i tenzor
komponenseit, ami abbdl is nyilvdnvald, hogy egyenesvonali koordindtarendszerben
eltiinnek, és igy, ha egy tenzor komponensei lennének, minden mds rendszerben is
eltinnének a komponensei. Most errél az allitasrél a transzformaécios tulajdonsdgok
explicit felirdasaval is meggy6zodhetiink.

Térjiink tehdt &t egy 1j {z'} koordindtarendszerre. Az M pontban az 1j ter-
mészetes bazis legyen {f;}. Az {y'} rendszerhez tartozé6 {e;} bdzissal kifejezve

Vegyiik az egyenlet z* koordindta szerinti parcidlis derivaltjat:

O g~ 0 (e,A1).

02k T 9k

Az egyenlet bal oldala éppen a {2} rendszerbeli I'? f,-vel egyenlé. A jobb oldalon
pedig a szorzat derivdldsandl ad6dé mésodik tagban alkalmazzuk a ldncszabélyt:

, 0 , Oy? 0
ryf, = 9k (47) e; + A?@a—yqej-

A jobb oldalon az y? koordinatak z* szerinti parciélis derivéltjat befrva és a mésodik
tagban a Christoffel-szimbélumok definiciéjat kihasznélva, nyerjiik, hogy

o, N
F,kpzfp = @ (Ag) ej + AgAZquer.
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Végiil a jobb oldalon is dttérve az {f;} bézisra

P . N
Y f, = 2 (Af) f,B7 + A] AT /£, BY.
Az egyenletet nulldra redukdlva, az f, vektor kiemelése utdn annak egyiitthatéja nulla

kell legyen, amibol:
B . .
b _ J P J AT T

Ha jobb oldalon csak a mdsodik tag szerepelne, akkor lennének a I';
tenzor komponensei.

A Christoffel-szimbélumoknak ezen transzformaécios szabalya lehetévé teszi, hogy
a kordbban ldtottnal egyszerfibben is kiszdmithassuk Oket a {z'} gorbevonali ko-
ordindtarendszerben, ha adott a 2* koordinatdknak az 27 egyenesvonalti koordinatak-
tol valé 2¢ = 2(27) fiiggése. A fenti képletben ugyanis a mésodik tag egyenesvonalt

koordindtékban eltiinik és igy a {2’} rendszerbeli Christoffel-szimbélumokra frhatjuk,
hogy ’
rr — Oal \ 02
R\ 02402 ) O’

12. Kovarians derivalas

; elemek egy

A Christoffel-szimbdélumok segitségével most mér meg tudjuk oldani a vektor- és
tenzormezok derivdldasdnak problémadjat. Legyen v egy vektormezd, amit minden
M pontban a természetes bazisra vonatkozé v* komponenseivel adunk meg. Tehét
minden M pontban:

V = viei,

ahol mind a v’ komponensek, mind az e; természetes bazisvektorok fiiggenek a helytol.
Ha az M pontbdl egy M + dM pontba mozdulunk el, a v vektor értéke v + dv-re
valtozik, ahol a dv (véges) kiilonbségvektor

dv = (vi + dvi) (e; + de;) — v'e;.

Itt dv’ jeloli a komponensek és de; a bazisvektorok megvéltozasat. Hangsilyozni
kell, hogy maga a dv vektor nem fiigg a koordindtarendszer megvalasztasatol és ezért
szokds a v vektor abszolit differencidljdnak is nevezni.

Elvégezve a szorzast azt kapjuk, hogy

dv = dv'e; + vide; + dv'de;.
A dv® komponensek és a de; vektorok, a diy’-kben linedris tagokat kifrva, a
dv' = 0,v'dy’ + o(dy’) és de; = 0;e;dy’ + o(dy’)
alakot oltik. Ennek segitségével
dv = (ajvie,» - vi(?jez-) dy’ + o(dy’).
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A zérdjelben szereplé méasodik tagban felhasznaljuk a Christoffel-szimbdélumokat és
az 0sszegzo ¢ indexet k-ra cseréljiik

dv = (0" + kajik) dy’e; + o(dy’).

Latjuk, hogy a dv vektor komponensei linedris kozelitésben (9;v" +v*T /) dyi-vel
egyenlok. Mivel a dy’ a dM vektor komponenseit jelsli, a tenzorkomponensek kritéri-
umaira mondottak értelmében a zardjelben 4ll6 kifejezés egy tenzor(mez6) (1, 1) rendit
komponenseinek felel meg.

Ezt a tenzormezdt a v vektormezd kovaridns derivdltjénak nevezzik és az (1,1)
rend{i komponenseit V;v'-vel jelsljiik. A kovaridns derivélttenzor ezek szerint

V,v'e! ®e;, ahol Vju' = 0" + kaj"k.

A dv vektor i-edik komponense pedig V,v'dy’.

Descartes-rendszerben a Christoffel-szimbdélumok eltiinnek és igy a dv vektor kom-
ponensei 9;v'dy’-vel egyenlék, azaz a derivélttenzor komponenseit a 9;v" métrix ele-
mei adjéak.

Erdemes meghatédrozni a v = e(;) vektormezd derivélttenzorat, ahol i rogzitett.
Ez az i indexi természetes bédziselemek mezdje. Mivel v = 5{ )€ aV komponenseire
frhatjuk, hogy ' . ' '

Vk‘;?z) = ak(;gz) + ijp(gi.) = ij (i)
Tehat az i-edik bédziselembdl all6 vektormez6 derivalttenzoranak komponensei éppen
egyenlok a harmadik indexében 7 értéket felvevd Christoffel-szimbélumokkal. Ez nem
mond ellent annak a ténynek, hogy a Christoffel-szimbélumok nem alkotjak egy har-
madrend{i tenzormezd komponenseit, hiszen itt rogzitett ¢ mellett masodrendii ten-
zormezOt kaptunk, aminek komponensei nem is transzformélédnak &t bazistranszfor-
mécio esetén a transzformalt bazisrendszerhez kapcsolédé Christoffel-szimbélumokba.

Vizsgdljuk meg a v vektormezé derivalttenzordnak (0,2) rend{i komponenseit,
amiket Vyv;-vel jeloliink. Fzeket a mésodik, kontravaridns indexet lehizva kapjuk
meg: .

Vk’U,' = giijvj = g,-jakvj + g,»jF,gpvp.

Az els6 tagban a parcidlis derivaldst atrendezhetjiik:
Vit = 9(9507) — v/ Oy + gy T 0"

Az els6 tag a v; parcidlis derivéltja, mig a masodik tagban a g;; parcidlis derivaltjait
kicserélhetjiik a Christoffel-szimbélumokkal, a harmadik tagban pedig elvégezhetjiik
a j index Osszeejtését:

Vk’UZ' = ak’Ui — UJFW — o/ Fkﬂ + Fkip’l}p.

A madsodik és negyedik tag kiesik, a harmadik tagban pedig a j index helyzetét
cseréljitk meg, amivel végiil megkapjuk a derivalttenzor kétszer kovaridns matrixat a
vektormezé kovaridns komponenseibol:

_ J
Vivi = Okv; — v;T ;.
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Az eddigi eredmények alapjan meghatédrozhatjuk magasabb rend{i tenzormezok kovar-
idns derivéltjait is. Legyen pl. t egy (2,0) rendii tenzormez6, aminek komponenseit
jelolje t. A tenzor abszolit differencidlja

dt = (t7 + dtV) (e; + de;) @ (e; + de;) — tVe; @ e;
= 8ktijdykei K e; + tijakeidyk Ke;+ tije,' & 8kejdyk + o(dyl)
Végiil felhaszndlva a Ope; = I'}.e, Osszefiiggést
dt = (Opt” + 17T, + 7T ) dy¥e; @ e; + o(dy'),

ahol a méasodik tagban az i és p, a harmadik tagban pedig a j és p 6sszegzo indexeket
felcseréltiik.

A t tenzormezd kovaridns derivalttenzoranak komponenseit, amiket V;t¥-vel jeloliink,
azonnal leolvashatjuk

Vit = Opt7 + T+ 17T

Nyilvanvalé, hogy tetszoleges szamu kontravaridns index esetére az eljardst megis-
mételve azt kapjuk, hogy minden egyes indexnek megfelel6en egy tovabbi ” Christoffel-
szimbdélumos tag” jelenik meg. Hasonléan ldthaté be, hogy barmelyik index lehizédsa
ugy torténik, hogy a megfeleld tagokat kell kicserélni a vektormezonél latott modon.

Altaldban tehat irhatjuk egy (n,m) rend{i t tenzor kovaridns derivaltjanak kom-
ponenseire:

thilizig...in — akti'lizig...i@ ‘I’ szlstszzzgzn ‘I’ Fkizsti'lsig...in' ‘I’ Fkigstilizs.“in ‘I’ .

J152J3---Jm J152J3---Jm J1J2J3--Jm J1J2J3-Jm J1J233---Jm
in pininiz.s s gitizisein _ TS gitigiz.in _ s yitigisedn TS pitizig.in
T g im — Lk i lsinisim = Lk jatiisisedm = LK jaljnjes. jm U gt ingn. s

Erdemes kiilon megvizsgalni a ”szorzatok” derivaldsi szabalyst. Legyen u és w két
tenzormez®, amelyeknek tenzori szorzata u ® w. A megfelelé kontravaridns kompo-
nensek: u!™" P

Irjuk fel a derivalttenzor komponenseit

Imn-,, pqr—\ __ Imn-, , pqr- 1, smn--, pgre- m, lsn--, pgre o
Vi (u'™ 7wl ) = G (ul™ wh? ) + T u wP 4 Tpna ™ wPr™
‘I’F]fsulmn wsqr _I_qusulmn ,wpsr 4= wpqr (akulmn ‘I‘Fk Susmn _l_rkrr;u sn 4. )

+ ulmn~~~(akwpqr--- + F,fswsqr'" + quSwPST'" + ... )

Azaz
Vk (ulmn...wp(Ir~~.) _ (Vkulmn...)wpqr... + ulmank'UJpqrm.

A tenzori szorzat kovaridns derivaltjit tehat szintén a Leibniz-féle szabély szerint kell
kiszamitani, igy ahogy a fiiggvények szorzatdnak kozonséges derivaltjat. A felirdsban
szerepelhettek volna kovaridns indexek is — a levezetésbol nyilvdanvald, hogy a szabdly
akkor is érvényben marad.

Szamitsuk ki a metrikus tenzor kovaridns derivéltjat. A metrikus tenzor vegyes
indexii komponensei Kronecker-deltdval egyenlok: g = 5§ei ®e’. A derivdlasi szabdly
szerint:

Vi, = 0p0s — T 00+ 1005 =0—T}; + T}, =0.
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Tehat a metrikus tenzor derivaltja nulltenzor. Euklideszi térben ez nyilvanvalé, hiszen
mindig lehet taldlni egyenesvonali koordindtarendszert, amiben a metrikus tenzor
komponensei dllanddk és igy parcidlis derivéltjaik nulldk. A levezetésben nem hasznél-
tuk ki az egyenesvonali koordindtarendszer 1étét, igy az eredmény dltaldnosabb eset-
ben is igaz.

A metrikus tenzornak ez a tulajdonsdga indokolja a fent bevezett jelolést, ugyanis
ha a Leibniz-szabédly figyelembevételével kiszamitjuk a Vv; értékét, azt kapjuk, hogy

Viv; = Vk(gz'j'l}j) = vijg,'j + gz'ijvj,

ahol az els6 tag nulla. Tehdt a fundamentélis méatrixszal szabadon ”jarhatunk oda-
vissza” a kovaridns derivalt jel mogé vagy elé.

13. Nevezetes differencidloperatorok

A skaldrmez6 bevezetésénél mar lattunk egy fontos differencidloperédtort — az s skaldrmezé
gradiensének képzését:
grad;s = 0;s.

Ez a kovaridns derivélds szabalyanak alkalmazésa a (0, 0) rendii (skaldr) vektormezokre.
Erdekes tény, hogy egy skaldarmezo6 értékének egyszerii parcidlis derivaltjai vektorkom-
ponenseket adnak. A kontravaridns komponensek szokdsos médon szdérmaztathaték

grad’s = ¢ 9;s.

Egy mésik fontos differencidloperator a divergenciaképzés operatora. Ha v egy (1,0)
rendii vektormezd, képezhetjiik a kovaridns derivalttenzordnak a spurjat, azaz a de-
rivdlttenzor indexeit Gsszeejthetjiik

divv = V' = 0,0° + Fiijvj.

A divv nyilvdanvaléan skaldr mennyiség és igy értéke fiiggetlen a koordinatarendszer
megvilasztasatol.

A fenti kifejezés atalakithaté, ha kihasznéljuk a Christoffel-szimbélumoknak az
alabbiakban bemutatott tulajdonsagat.

Vegyiik a V5.g;; = 0 egyenletet és szorozzuk meg g”-vel. Az eredményt kifrva:

gijakgij - sz'i - F;fj =0,
amibol 6sszevonds és indexcsere utdn adédik, hogy
i L
I = 59 Ok Gij-

A jobb oldal kifejezhetd a g determindns segitségével, a lancszabaly szerint ugyanis

Jg
agz'j

Okg = akgz’j-
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A g determindns egy g;; eleme szerinti derivaltja viszont egyenld a megfelel$ [g%]
aldetermindnssal:
Okg = [gij} akgz'j-
Mivel ugyanakkor
gij _ [gij]’
g

amit atszorozva g-vel adédik, hogy
g = 99" Orgi;-

; 1 1
Ly = %akg = —3kv |9|

Vol

Ennek felhasznaldsdval a vektormez6 divergencidjdra végiil is azt kapjuk, hogy

1
divv = Ok ( |g|vk) :
varl

Specidlisan, ha egy s skaldrmez6 gradiensére alkalmazzuk a divergenciaképzés op-
erdtorat egy ujabb fontos operdtort nyeriink, az uin. Laplace-operdtort, amit A-val
jeloliink. Hatdsa a skaldarmezore:

As = divgrads = V; (gijajs) .
A divergencia fenti alakjat hasznalva

As = L(9k ( |g|gkj(9js) :

Vol

14. Ivelem, ivhossz és geodetikus vonal

Euklideszi ponttérben Descartes-rendszer hasznélata esetén a metrikus tenzor gg
komponenseit azonnal fel tudjuk irni gg = 0;;, amibdl a méds koordindtarendszer-
beli komponenseit mindig el6 tudjuk allitani a megfelel6 transzforméciéval:

gij = ALAT o, = AFAT S, = ) ATAT
m=1
Nem euklideszi ponttérben azonban, mint pl. a fizikai alkalmazdsok szempontjabdl
fontos, késdbb definidland6 in. Riemann-sokasdgok esetén, Descartes-rendszert nem
haszndlhatunk. Ilyenkor is fenndll a g;; métrixnak az a tulajdonsdga, ami szerint két

nagyon kozeli pont ds? tévolsdgnégyzete, amelyeknek koordindtéi dzt-vel kiilonboznek
egymastol, a kovetkezo kvadratikus forméval adhaté meg

ds? = gijdxidxj.
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Ezt a kvadratikus format metrikdnak nevezziik, ds? pedig nyilvanvaléan invaridns
skalar. A metrika segitségével egy véges gorbének az s whosszat is definidlhatjuk,
amennyiben a gorbe, a koordindtdinak ¢ € [a,b] paraméter szerinti y’ = y'(¢) fiig-
gvényeként adott és létezik a kovetkezd integral

dy'dy?
Jii"qr dt

Ha rogzitettiik az 3' (a) és y' (b) pontokat, a két pontot 6sszekotd folytonos gorbék
kozott kereshetjiik a legrovidebbet. A feladat a varidciészamitas médszerével oldhaté
meg, azaz keresendo a

05 =0

egyenlet megolddsa. Vezessiik be a kivetkez0 egyszerlisito jelolést: f = 9i;9'1, ahol

= dé’t , amivel az elemi ivhossz

ds = \/fdt.

A varidciés probléma Euler-egyenlete:

d (a\/f) N
dt \ 0y oy

=0.

A parcislis derivaldsok végrehajtdsa utéan a
d(Lay_ Lo
VI0i) VT

alakra jutunk. Az egyenletben szerepld deriviltak:

of o, of ik
By = 295y ¢s By’ = 0i919’Y",

amiket behelyettesitve az egyenlet igy alakul:

d (2 , 1 .

— [ —=g,:7’ __az.,-J-k:O_
Hajtsuk vére az els6 tagban a t-szerinti derivéldst gy, hogy g;;-t a lancszabdly alka-
Imazdsdval elészor a y* koordindtdk szerint derivaljuk:

. d
2akgz'jy \/— + 2923 dt \/— \/_agjky y = 0.

V/ f-fel torténd osztds utdn a t paraméter szerinti derivaldsrdl, a ds = +/ fdt tsszefiiggés
alapjdn attérhetiink az s fvhossz szerinti derivaldsra, azaz alkalmazzuk az
1d_d
Vidt  ds
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helyettesitést, amivel az egyenlet
dy* dy’ d?y?
20 Gij o~ 42—
kgij ds ds Jij ds?
lesz. Kiemelés és 2-vel vald osztds utdn

d?y dy’ dy
gz'jd—SyQ + (akgz’j agjk) ds ds

dy? dy

_aZJkd d

A zéaréjelben &ll6 tényezd egy, a j és k indexekben szimmetrikus matrixszal van
megszorozva, ezért vehetjiik a szimmetrikus részét:

d2y3 1 1 .
9ii g (akgm aigjk + 0;9ir — 23z'9jk) y'y* =0.

A zéréjelbe keriilt kifejezés egyenl6 a I'y;; Christoffel-szimbdélummal, igy az egyenlet
végso alakja az ¢ index felhizédsa utédn

Y’y Ayt dy
ds? Kids ds
Az eredmény az un. geodetikus vonal egyenlete, ahol a derivalasok az s ivhossz szerint
végzendok el..
Erdemes a probléméat mas oldalrél is megkozeliteni. Tételezziik fel, hogy az y' (t)
gorbe egy tomegpont mozgdsdnak felel meg, ahol ¢ az id6t jeloli. A pillanatnyi
sebességuektor kontravarians komponensei

dy’
dt’
A mozgds gyorsuldsa a palya mentén vett két kozeli pontban vett sebességvektor

kozotti kiilonbségnek és az eltelt dt idonek hanyadosabdl szarmaztathato

L
Cdt’

A v vektor dv abszolit differencidlja dv = (9;v + v*T' /) dy’e;, amibél a gyorsulds

’Ui:

dv . dy’
F ;.
g = (O T e
Az a gyorsuldsvektor i-edik komponense ebbdl
i_ Py Ly dyt
Cod2 IR dE

ahol visszairtuk a sebességvektor komponenseinek fent definidlt alakjat. Ha a mozgés
egyenesvonalu, egyenletes mozgds, a gyorsulds nulla. Az ivhossz valtozdsa a mozgds
sordn az idének linedris fiiggvénye, amibél dt = cds és igy az a' = 0 feltétel megfelel
a geodetikus vonal fent levezetett egyenletének. A gyorsulds fenti definicidja nem
tamaszkodott az euklideszi tér tulajdonsdgaira, ezért dltaldban is elfogadhatjuk. Er6-
mentes mozgds palydja ezek szerint geodetikus vonal.

30



15. Elemi térfogat

Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy viszonylag egyszerii megadni az E, tér egy
olyan n dimenziés elemi paralelepipedonjénak dV térfogatdt, aminek éleit az e;dy’
(1=1,2,...,n) vektorok alkotjdk:

AV = /|gldy'dy* - - - dy".

Véges térfogat kiszamitdsa ennek a kifejezésnek az integraldsdval torténhet.

Erdemes felirni a Gauss-tétel gorbevonali koordinatakban érvényes alakjat. A
tétel allitdsa nem fiigg a koordindtarendszer megvilasztdsatol, hiszen nem a ko-
ordinatdkra vonakozoé kijelentést tartalmaz:

/ divvdv = / vdf,
1% F

azaz a v vektormezo6 divergencidjanak V' térfogatra vett térfogati integrédlja egyenlo a
vektormezonek az adott térfogatot koriilolelo feliiletre vett integréljaval. Felhasznélva
az elemi térfogat és a divergencia alakjat, a bal oldalt dtalakithajuk

1
O (V/lglv* \/malylaly?---oly”=/a |g[v*) dy'dy? - - - dy",

ami azt mutatja, hogy a koordindtdk, mint formélis vdltozék szerint alkalmazhatjuk
a Gauss-tétel Descartes-rendszerbeli alakjét:

/ Ok (VIglt*) dy'dy? -+ dy" = / Viglo*dfi.
v F

ahol dfy, jeloli a feliiletelemhez rendelt kovaridns vektor komponenseit.
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