6. statisztikus fizika gyakorlat

1. Ekviparticié
Tekintsiink két D alland6ja rugdval dsszekapcsolt részecskét, melyek ugyanolyan erésségii rugokkal egy-egy
merev falhoz is csatlakoztatva vannak.

(a)

Vezessiik be az X tomegkozépponti és x relativ koordinatakat és irjuk at ezek segitségével a Hamilton
fliggvényt!

Most a megfelel6 Gauss integralok segitségével mutassuk meg, hog ekkor a relativ és tomegkozépponti
koordinatakra teljesiil az ekviparticié tétele.

Mutassuk meg tovibba, hogy (Xz) = 0.

Ezek segitségével fejezziik ki az eredeti koordinatak masodik momentumait és mutassuk meg, hogy
rajuk is érvényben marad az ekviparticio tétele.

A Lagrange és Hamilton fiiggvény a két részecske koordinatdjaval:
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Most bevezetve az x = x1 — 9 és X = %2“’2 relativ és tomegkozépponti korodinatakat a Lagrange
fiiggvény (felhaszndlva, hogy 1 = X + /2, 20 = X — x/2)
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L= 1ma';2 +mX? — ZDxQ - DX?, (2)
innen a kanonikus impulzusok: P = %L-( =2mX, p= % = %mi’. Innen az 4j Hamilton fiiggvény:
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H=L 4+ 4 2Dpa24+ Dx2. (3)
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Mivel tudjuk, hogy [*°_dze " = /T & [ dza?e " =1,/ ebbél a kifejezésbél konnyedén
lehet szdrmaztatni a két kérdéses varhatéértéket, (z2), (X?2). A rend kedvéért ehhez elészor adjuk
meg a particiés fliggvényt
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Innen kénnyen megadhat6 a két varhatéérték:
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Vagyis valéban (%Daﬂ) = % és (DX?) = %
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(d)

Most megmutatjuk, hogy (zX) = 0, ami egy egyszeri kévetkezménye annak, hogy két paratlan
fliggvény integraljanak szorzatival egyenld a fenti varhatéérték:
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Ezek segitségével és kifejezve xig—t x és X-el a kovetkez6 adddik
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azaz teljesiil, hogy a koordinata rész éppen a teljes atlagos energia felét teszi ki.

2. Tekintsiink egy H20O molekulat és annak rezgési médusait, forgdsi és transzlaciés energiajat.

(a)

A vizmolekula 3 rezgési médussal rendelkezik, melyek frekevencidi w; ~ 1.078 x 1014, wy ~ 1.109 x
10M, w3 ~ 4.795 x 10'3. Szamoljuk ki az ehhez tartozé particiés fiiggvényt és adjuk meg az egyes
modusokhoz tartozé tipikus homérsékleteket, melyek a kvantumos és klasszikus tartomanyokat sze-
paralja.

Becsiiljitk meg a vizmolekula tehetetlenségi nyomatékat abban az esetben, ha a két H és az O
molekuldk egy egyenesre esnek.

Ennek segitségével adjuk meg a particiés fliggvény forgési és transzlacios részét és adjuk meg azt a
tipiks homérsééklet skalat, ahol a forgéasi rész kozelitoleg lerirhaté klasszikus megkozelitéssel.

Hatarozzuk meg a hékapacitast az egyes klasszikus és kvantumos hatéresetekben.

Ismétlés: kvantumos harmonikus oszcillator esetén:
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amibol a lehetséges energiak
E,=hw(n+1/2). (12)

Ebbél az allapotosszeg
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tehat egy w frekvenciaju kvantumos harmonikus oszcillator allapotosszege
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2 sinh(Shw/2) (14)
Innen a harom rezgési moédushoz tartozé particios fliggvény
1

Zrezg = le222 = (15)
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Mig a magas hémérsékletii limeszben, 5 — 0, avagy az egyes tagokhoz tartozo kiiszobértékek felett,
kpT > hwi 2,3 a particiés fliggvény megfelel6 tagjai a klasszikus eredményhez konvergélnak, Z; o 3 ~
hﬁ’ff3, mig az ellenkezd hatdresetben, kpT < hwi 23 nulldba tartanak. A megfelel6 hémérséklet

skalak: 71 ~ 84K, Th ~ 909K, Ts ~ 408 K

A tehetetlenség nyomaték ebben az esetben egyszeriien

O = 2mpr? ~ 3.06 x 107 kgm?. (16)

ahol 7 az oxigén és hidrogén atomok tdvolsiga a linedris kozelitésben, r ~ 9.572 x 10711, illetve
mpy = 1.6735 x 10~%7kg.
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A forgasi tag a korabbi gyakorlaton elhangzottak alapjan
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Ez a  — oo, avagy a tébbet mondé § > % limeszben a Z,o &~ 1+ Se*ﬂ%, illetve az ellentétes,
B0, 8 < & limeszben Zyo, ~ 22kpT.

A transzlaciés szabadsagi fokokbdl eredé jarulék ekkor a ,,820kds0S” Ziranss = V/\;g, Ap =4/ %
A fentiekbél és korabbi eredményeinkbdl a fajhé jarulékokat is meg tudjuk adni kénnyedén
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CV = _aTaﬁ log(ZtranSZZrot21Z2ZB) = §kB - é’)Ta,B log(Zrot)

(18)

Mig a forgasi tag nem fejezhetd ki zart alakban (ahogyan ezt lattuk az 5. Gyakorlat/2-ben), addig a
transzlacids tag a klasszikus ekviparticionak megfeleld %kBT jarulékot adja, illetve a rezgési tagok a
fentebb emlitett kT > hw esetekben a klasszikus ekivparticio-beli kT jarulékokat adjak, mig ennél
kisebb homérsékleteken a rezgési jarulékok nullaba konvergdlnak. FEzt nevezziik fajhé 1épcsonek.
Hasonlbéan a rotaciés tag kpT jaruléka is elkezd ellinni a kT < %2 kiiszobérték alatt. Vagyis a
tipikus hémérséklet, ahol a fajhében mar csak a transzlaciés szabadsagi fokok maradnak érvényben
tipikusan kpT ~ 12 ~ 3.6 x 10722] — T, ~ 14.06K

3. Tekintsiink két elektront, melyek egy a oldalhossziisagt kocka kiilonb6z6 csicsain helyezkedhetnek el és
egymast a szokdsos Coulomb torvény szerint taszitjak.

(a)
(b)

()
(a)

Hatédrozzuk meg a rendszer allapotosszegét!

Adjuk meg ebbdl az elektronok tdvolsdgdnak eloszlasit a hémérséket fliggvényében (Figyeljink a
normélédsra)!

Hatarozzuk meg a két elektron kozti atlagos tavolsdgot és annak szorasat!

Az allapotosszeghez meg kell adnunk a kiilonb6z6 konfigurdcidk energidit és azok degeneracioit.
Héarom lehetséges energiaérték lehetséges, amikor a két elektront a testatld, a lapatlé vagy egy oldal
koti 6ssze. Ezekben az esetekben az energidk, Fh = ﬁ, FEy = ﬁ, E3 = 2. A degeneraciok pedig
rendre, n; = 4, ( a testatlok szdma), no = 12 (a lappok szdma x2 = a lapatlék szdma), ng = 12
(az élek szama). Osszesen ez 28 konfigurdciét jelent, ami éppen megegyezik az 6sszes megengedettel,
ami 7 x 8/2 = 28.

Innen az allapotdsszeg
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Ekkor az elektronok tévolsdganak eloszlasa egy egyszerti stlyfiiggvény r = v/3a, v/2a, a tavolsagok-
kal.
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Innen kénnyen megadhaté a tavolsdg varhato értéke is
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4. Maxwell-Boltzmann eloszlas
Vizsgaljuk a hdromdimenziéban mozgé szabad Oy molekuldkbdl 4116 gaz probléméajat annak sebességének
tekintetében T' = 300K -en. Mint ismert a sebesség eloszlast a Maxwell-Boltzmann eloszlés irja le

P01 = 7z (g7

illetve a molekuldk tomegei m = 5.312 x 10726 kg.
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(a) Adjuk meg a sebesség varhat6 értékét!
(b) Adjuk meg a sebesség tipikus értékét (mdéduszat)!

(¢) Adjuk meg a sebesség szoérasit!
(a) A sebesség varhaté értéke (felhaszndlva, hogy fooo 23~ dg = 7z ):

4 m \*/? e mo 14 m \*"? [2kpT\? SkpT
— dvvde P2y = - [ =) = ~z 445.4 .
(w) \/7?<2kBT> /0 vene s 2\/%<2kBT) < m > V " 549m/s

(26)

(b) A tipikus érték, a médusz a eloszlas legvaldszintibb értékével egyezik meg, azaz az eloszlis fliggvény
maximumbhelyével:
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(¢) Egy hasonl6an hasznos jellemz8 mennyiség a sebesség négyzetének varhaté értéke (root-mean-square)
(felhasznalva, hogy [i™ zteo dy = 8/%):
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