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I. rész

Statisztikus fizika



1. fejezet

A statisztikus fizika alapjai

1.1. Statisztikus fizika targya. A statisztikus leiras
sziikségessége

A termodinamika alapveto, altalanos érvényi osszefiiggéseket szolgaltat a makroszkopi-
kus testek tulajdonsagairol.
Azonban a fenomenologikus leirds nem lehet a végsé szd. Hidnyzik:

e a mikroszkopikus magyarazat
e a szerepl6 anyagi allandok értelmezése
A statisztikus fizika erre irdanyul, tovabbi célja
e fluktudacidk, korrelaciok szamitdsa
e 1j, makroszkopikus jelenségek magyarazata — pl. szupravezetés, szuperfolyékonysag
e kollektiv viselkedés torvényeinek felderitése

e kaotikus rendszerek viselkedésének statisztikus leirasa

Jellemz6: interdiszciplindris felhaszndlds (matematika, bioldgia, szocioldgia, kézgazda-
sagtan).

Témaszkodni fogunk (egyebek mellett) a termodinamikéra és a valésziniiség-szamitésra.

A makroszkopikus testek sok (~ 1023) részecskébdl dllnak. A Laplace-démonnak ,,vég-
telen” nagy szamitégép kellene ,,végtelen” hosszi szamitasi miiveletekhez, rdadésul , vég-
telen” pontosan kell szamolni a dinamikai instabilitds, vagyis a kezddfeltételekre vald ér-
zékenység miatt. (De azért prébdlkozunk: a molekuladinamikai szimuldciékban 103—10°
részecske szerepel.) Ehhez jon még a QM bizonytalansdg. Mindez zart rendszerben. A
kornyezettel vald teljesen nem kikiiszobolheto kolesonhatas altalaban ellencrizhetetlen.

Részleges az informécié mert:



a szabadsagi fokok szama nagyon nagy

a kornyezettel valo kolecsonhatas nem kiiszobolheto teljesen ki

e a mérési pontatlansag informaciovesztést okoz

a rendszer dinamikailag instabil

A rengeteg részecske pontos adatai nem is érdekelnek. Sziikségiink van a mérheto
makroszkopikus (termodinamikai) jellemzdkre (p, T, V, U,...C,, C,, kr stb.), illetve
ezek térbeli és idébeli véltozdsara pl. p(r,t), T'(r,t). Itt nem matematikai pontba mutat
az r, hanem kis térfogatelemre, amiben azért mar nagyon sok részecske van.

Lehet a statisztikus fizikat QM alapon felépiteni, de itt el0szor csak a klasszikus
fizikara fogunk tamaszkodni. A kvantum-effektusokra a kvantummechanika targyalasa
utan tériink ki. Jelezni fogjuk, hogy mely Osszefiiggések altaldnos érvénytiek, és melyek
igazak csak klasszikusan.

1.2. A klasszikus mechanika néhany eredményének Gssze-
foglalasa

A klasszikus felépitéshez a klasszikus mechanika elveibdl kell kiindulni. Eloszor egy zért
rendszert vegyiink, vagyis egy olyat, amely semmilyen kiilsé hatdsnak nincsen kitéve, a
kiilvilagtol tokéletesen szigeteld falakkal van elzarva. Ez az N részecskébol allo rendszer
egy H Hamilton-fiiggvénnyel jellemezheto:

3N o

H(qy, .. qsn.p1s--Dsn) = D P Vg g, (1.1)

' 2m
=1

ahol feltettiik, hogy a részecskék a ¢; tomegkozépponti (Descartes-)koordindtdkon és
a p; impulzusokon kiviil tovabbi szabadsdgi fokokkal nem rendelkeznek. A kanonikus
egyenletek:

._8H
Qi_api
. OH
pi__aqz‘

(1.2)

(elvben) meghatédrozzak a rendszert tokéletesen jellemzé trajektoridat a 6N dimenzids
fazistérben, feltéve, hogy egy tetszéleges (kezdeti) pillanatban ismertek a koordinatak és
az impulzusok (Laplace-démon).



Liouville tétele kimondja, hogy ha a fazistér egy tetszoleges V, tartomanyat, mint
kezdeti feltételek halmazat tekintjiik, akkor a trajektoridk barmely t pillanatban egy
ugyanilyen térfogati halmazt alkotnak, vagyis A Liouville-tétel kimondja, hogy

V() =V, (1.3)

Ezt a kanonikus egyenletek segitségével lehet beldtni. Legyen v(t) a fazistérbeli se-
bességtér, vagyis a 6N dimenziés tér minden pontjahoz rendeljiink egy 6N dimenzids
vektort:

v(t) = (4,p), (1.4)
ahol ¢, ill. p szimbolikusan jeldli a 3N komponenst.
3N 3N

s aqz apl - azH 32H .
Ve = Z (a%‘ * 3_]7) B Z (aQiapi Op:i0g; =0 <1'5)

i=1 =1

A divergencia zérus volta a folyadékok dinamikdjabdl ismert feltétele az Gsszenyom-
hatatlansagnak. Vagyis a fazistér pontjai idéfejlédésiik soran ugy viselkednek, mintha
egy 6N dimenziés dsszenyomhatatlan folyadékot alkotnanak, és éppen ezt fejezi ki a
Liouville-tétel.

Tekintsiik a fazistér pontjainak p(q(t), p(t)) stirtiségét, ami pontoknak ¢ = 0 pillanat-
beli Vj térfogatban valé tartézkodasabol adédik. Hogyan valtozik ez a stirtiség idében?

VO
\

) V()
\
N —

~

Rl

1.1. 4bra. A fazistér alakuldsa idében.

)

Mivel a Liouville-tétel értelmében a fazistérfogat dllando, a V(t) és a Vj térfogatok
pedig ugyanannyi pontot tartalmaznak, hiszen ez az idéfejlodésbol kovetkezik, a két
térfogatban a

dp

=0, (1.6)



A folyadékok dinamikajaban tanultakat most a 6 N dimenziés térre alkalmazva a teljes
derivalt atirhaté

d
d_i B a_f +,div’(pv) = % + v, grad’p + p,divie = 0, (1.7)

ahol az utols6 tag a Liouville-tétel miatt eltiinik, Vagyis

8p p Oop OH  0Op OH
= 1.
+ Z ( ' ) Z (8% o i Op) (18

Felhasznalva a Poisson-zdrojelek definicidjat:

3N
of 0g  Of dg
= - = — 1.
U =3 (Gran o) = o) (19)
addédik a Liouville-egyenlet, a fazistérbeli stirliség mozgasegyenlete:
dp
5 = Ul.p} (1.10)

Fontos lesz arra emlékezniink, hogy azon mennyiségek, amelyeknek a Hamilton-
fiiggvénnyel képezett Poisson-zérdjele eltiinik, csak az additiv mozgasallanddktdl (a teljes
rendszer energidjatol, impulzusatdl és impulzus-momentumatol) figghetnek.

1.3. Makro- és mikroallapotok. Allapotszém, normal
rendszer

A makroszkopikus testeket termodinamikai és hidrodinamikai jellemzokkel irjuk le. Ezen
jellemzok adott értékei (P, V, N, T, stb.) a rendszer egy makroszkopikus, vagy makro-
allapotat hatarozzak meg. Természetesen a testet alkotd részecskék helyzete, sebessége
allanddan véltozik, még akkor is, ha a makroallapot nem. A részecskék teljes mechanikai
leirasat a fazistér egy pontja adja meg, kézenfekvo lenne a mikrodllapotokat az ilyen pon-
tokkal azonositani. Ezen egy kicsit lazitunk, becsempészve egy kis kvantummechanikai
ismeretet. A fazisteret kis celldkra osztjuk fel, és azt mondjuk, hogy két mikrodllapot
csak akkor kiilonboztetheté meg, ha kiilonb6z6 cellakba esnek. A 6/N-dimenzids cellak
méretét gy véalasztjuk meg, hogy a formulak késébb ésszhangban legyenek a kvantum-
mechanikai képletekkel. Ehhez a cellatérfogatot h3V-nek célszerli valasztani. Ki fog
deriilni, hogy h a Planck-allandé, de itt egyszeriien egy paraméternek veheto.

A faziscellak bevezetésével egy zart rendszer lehetséges dllapotainak szama meghata-
rozhatéva valt. Definidljuk az Qo(E) dllapotszamot a zart rendszer E-nél kisebb energidji
allapotainak szamaval:

1
Q(E) = —— dg*N dp3N 1.11
O( ) thN! /H(q}p)<E‘ q p ) ( )
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ahol dg*Ndp3™ a 6N dimenzids fazistér elemi térfogatét jelenti. Itt a korabban bevezetett
faziscella-térfogat mellett (aminek alkalmazasa dimenzdtlannd teszi {2y mennyiséget) még
megjelent egy N! kombinatorikai faktor is. Ennek is kvantummechanikai eredete van:
Az azonos részecskéket nem lehet megkiilonboztetni (nem festhet6é az egyik argonatom
pirosra, a masik kékre stb.), ezért az indexcserék nem vezetnek 1ij dllapotokhoz, vagyis
osztani kell az Gsszes lehetséges indexpermutacioval.

Erdemes az allapotok szamat egy E koriili energiasavban is meghatarozni:

i,
h3N N! E<H(q,p)<E+IE

Be lehet vezetni még az dllapotsiriiséget:

Q(E,0E) = Qo(E + 6E) — Qo(F) dg*N dp*" . (1.12)

_ d2(E)

E 1.13
w(B) = =0, (113
illetve
Q(E,0FE) ~ w(E)JE. (1.14)
Fontos, hogy a késobbiekben sokat fogjuk hasznalni a fenti kifejezés logaritmusat:
logQ(E,0F) ~ log(w(E)IE). (1.15)
Ezt sokszor érdemes atirni:
log(w(E)OE) = log(w(F)Ey) + log(6E/ Ey), (1.16)

Ahol FEj egy tetszoleges energia dimenzidji konstans. A fenti egyenletet matematikailag
pongyolan a kovetkezdképpen is szoktuk irni:

log(w(E)JE) = log[w(E)] + log(dE). (1.17)

Nem jeloltiik kiilon, de az éllapotszam természetesen fiigg a rendszer térfogatatol, ill.
a részecskék szamatdl is. Altaldban igaz, hogy a makroszkopikus rendszerek allapotszama
valtozoinak gyorsan névekvo fliggvénye.

Ha a rendszer makroszkopikus, akkor célszerti az u.n. termodinamikai hatdresetet
(vagy termodinamikai limeszt, TDL), amikor a rendszerben 1év6 részecskék N szamét
végtelenhez tartatjuk gy, hogy a siirtiségek (E/N, E/V), vagyis az extenziv mennyisé-
gek és e részecskeszam hanyadosai allandok maradnak.

Normadl rendszernek hivjuk azokat a makroszkopikus rendszereket, amelyekre igaz,

hogy

log Q(E,V,N) x ¢(E/N,V/N) + Ol(log N)/N] (1.18)
vagyis TDL-ben vezet6 rendig az allapotszam logaritmusa a valtozéinak elsérendii ho-
mogén fiiggvénye. A tapasztalat szerint minden makroszkopikus rendszer ilyen. Lehet
taldlni olyan részrendszereket (pl. lézer), amelyek nem normdl rendszerek, de a valé-
sagban ezek (gyengén) csatolva vannak kornyezetiikhoz, és az egész rendszer egyiitt mar
normal rendszerként viselkedik.



1.1. Feladat Szamitsuk ki az N részecskébol dallo idedlis gaz dllapotszamat! Ehhez is-
mertnek tekintyik a d dimenzios, R sugari gomb térfogatat:

/2 ]
Vi(R) = ———R 1.19
o(R) T(d/2+1)""" (1.19)
ahol a gamma-fligguény definicioja:
(N +1)=NI!, (1.20)

illetve

['(z) = / e 't dt (1.21)
0
A gamma-fiigguény nagy z értékekre a Stirling-formuldval kéozlithetd:
logT'(2) = zlog z — z + O(log 2) (1.22)

A rendszer Hamilton-fligguénye:

3N

H(qi, .. q3n:Dp1s---Pan) = Z D ; (1.23)

— 2m
=1

mavel a kélesonhatds a részecskék kiozitt elhanyagolhato. Ekkor az dllapotszam:

1
O(E) = — d3N d3N —
o) 3N N! /H(q,p)SE wor
h3N N1 SN p2<omE
VN 3N/2

" WNNIT(3N/2+1)

(2mE)3N/? (1.24)

ahol a d = 3N dimenzios, R = v2mE sugari gomb térfogatdira vonatkozo képlettel szd-
moltunk. Mivel N nagy, alkalmazhato a Stirling-formula:

3N, 3N 3N 3N

log Q(E) = —=Nlog N + N — =~ log =~ + =~ + =~ log(2nmEV?/3/h?) =
5N 3N [2E2rm (V\¥?
=20 Tl g |22 - 1.25
2+20g3Nh2<N> (1.25)

Tehadt az idedlis gdz normal rendszer.



1.4. A termodinamikai egyensuly. Sokasagok, atlagok

Ha egy rendszert magéara hagyunk, a megfigyelések szerint elegendéen hosszu idé utan
a makroszkopikus allapotjelz6k méar nem valtoznak: bedll a termodinamikai egyensily
(TDE). Itt szdmos kérdés meriil fel: Mit jelent, hogy ,elegendéen sokdig”? Mi a ,maga-
ra hagyas” pontos leirdasa? Ezek rdadésul egymasnak ellentmondé feltételeknek tiinnek:
Ha tul sokdig varunk, a magara hagyas nem fog teljesiilni... Valéjaban arrdl van szd,
hogy a rendszerre jellemz6 folyamatok iddskaldi szétvalnak, és ezaltal lehet olyan idotar-
toméanyokat definidlni, hogy a termodinamikai jellemzok jé kozelitésben ne valtozzanak.
Pl. egy csepp tej a csésze forré kavéban: Eloszor elkeveredik a tej a kavéval, azutan a
kavé felveszi a szoba homérsékletét, majd elparolog a csészébol. Az ezeket a folyamato-
kat jellemz6 idok kozott nagysagrendi kiilonbségek vannak: 1 sec < 20 min < 1 nap.
Az id6skalak (és a hozzdjuk rendelheté hosszusdgskaldk) ilyen szétvéldsa teszi lehet6vé,
hogy definidljuk a mar emlitett hely- és idofiiggé hémérséklet, nyomas stb. tereket, mi-
vel ezek bevezetéséhez legalabbis rovid iddskalan és kis térfogatelemekre be kell allni az
u.n. lokdlis termodinamikai egyensulynak. A tovabbiakban szinte kizardlag egyensulyi
statisztikus fizikaval foglalkozunk, ami a TDE-ra vonatkozik.

A célunk, hogy a makroszkopikus jellemzéket visszavezessiik a mikroszkopikusakra,
de gy, hogy ne kelljen a trajektéridk szamitdasanak (lehetetlen) feladatét elvégezni. Ha
ismernénk a zart rendszer fazistérbeli trajektéridjat, akkor legalabbis a dinamikai mennyi-
ségek egyensilyi értékének kiszamitasa a méréseket jol megkozelito modon lehetségessé

valna:
A= lim l/0 A(q(t),p(t))dt (1.26)

T—o00

Ezt a kifejezést az A mennyiség idddtlaginak nevezziik. A méréskor 1ényegében ezt vizs-
galjuk, természetesen nem T'— oo hatdresetben, de elegendden hosszu ideig. A fenti integ-
ral kiszamitasahoz a (q(t), p(t)) trajektoria ismerete szitkséges. Nem minden mennyiség
irhato fel ilyen idoatlagként. Pl. fontos makroszkopikus jellemzo a rendszer entrépidja,
ami nem egy dinamikai mennyiség atlaga.

Szeretnénk az idéatlagok helyett egy olyan atlagképzést hasznalni, amihez nincs sziik-
ség a trajektoria ismeretére. Ehhez kell talalnunk a fézistérben egy p(q, p) valészintiség-
strtiségfiiggvényt, amire nézve az atlagképzés ugyanazt eredményezi, mint az idoatlag:

(A) = / A(q, p)p(q, p)dg* dp*™ (1.27)

Az utobbi képlet értelmezését az i.n. Gibbs-sokasagok adjak. Képzeljiink el egy mak-
roszkopikus testet TDE-ban, megfelel6 makro jellemzokkel. Ehhez nagyon sok kiilonb6zé
mikroéllapot tartozik, amelyek a megfelel6 (g, p) faziscelladkhoz tartoznak. A kiilonbozo
faziscellaknak, mikroallapotoknak kiilonbozo silya lehet. Eléallitjuk az azonos makro-
allapothoz tartozo, kiillonboz6é mikroallapoti rendszerek egy sokasagat, gy hogy az egy
adott mikroallapot az atlagképzésnél megkivant valoszintiségstiriségnek megfeleld stllyal

10
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1.2. abra. Az idéatlag (balra) és a sokasdgétlag (jobbra) szemléltetése. A jobb oldali fa-
lon mérjuk a nyomast. Az iddatlag soran a T'id6 alatt 1étrejott titkozések impulzusvélto-
zasdhoz sziikséges erot mérjiik. Sokasdgatlag soran az 6ssze mikroallapotot sorravessziik
megfelel6 p(q,p) sillyal. Lesznek esetek, amikor egyetlen részecske sem lesz kolesonha-
tasban a fallal ezek jaruléka 0, azonban, amikor kontaktus van a fal és a részecske kozott,
akkor a mikroszképikus er6hatasoknak megfelel6 eréjarulékot kapunk. Ezen mennyiségek
atlagabodl kapjuk meg a nyomast.

legyen képviselve. Ez a sily persze valéjaban attdl fiigg, hogy a trajektoria az id6 ha-
nyad részét tolti az adott cellaban, és itt feltételezziik, hogy a trajektoria minden, elvben
megengedett cellat meglatogat, vagyis a rendszer ergodikus. A zart rendszerre vonatkozd
Gibbs-sokasagot mikrokanonikus sokasdgnak nevezik. Az 1.2 abra a két atlag kozotti
kiilonbséget szemlélteti.
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2. fejezet

Mikrokanonikus sokasag

Amikor attériink a sokasagatlagra, megfeledkezhetiink a trajektoriarol; feladatunk csu-
pan, hogy megtalaljuk a megfelelo p-t. Erre, mint fazistér-beli strtiségre, érvényes a
Liouville-tétel:

dp

L~ (.} (2.1)

Mivel egyenstilyi eloszlast keresiink dp/0t=0 vagyis p csak az additiv mozgasallan-
doktol fiigg. Alkalmas koordindtarendszer valasztasaval a rendszer teljes impulzuséat és
impulzusmomentumat ki lehet transzformalni, igy azt a fontos eredményt kapjuk, hogy
a zart rendszer valdszinliségstiriiség-fiiggvénye (amit pongyolan eloszlasnak is szoktak
nevezni) csak a rendszer energidjatol figg:

p(q,p) = p(E(q,p))- (2.2)

Valojaban a zart rendszer energidjat sem lehet teljesen élesen meghatarozni. Vala-
mennyi bizonytalansdg a mérési pontatlansdgbdl, és mint latni fogjuk, a kvantummecha-
nikai elvekbdl is kovetkezik. Ezért a feladatot ugy fogalmazzuk at, hogy keressiik azt a
p eloszlast, ami az F és E + 0 F energiasavval jellemezhet6 zart rendszert leirja.

Ezt az eloszlast teljesen altalanosan alapveto elvekbdol nem tudjuk levezetni, ezért a
statisztikus fizika egyik sarokkéveként posztulaljuk az egyenld valdszinidségek elvét:

(2.3)

p(q,p) = m ha E < H(q,p) < E+0E
0, egyébként

Ez a mikrokanonikus eloszldas. Egyes rendszerek esetében ki lehet szamitani, de alta-
laban elmondhatd, hogy a fenti posztuldtumra felépitett statisztikus fizika a tapasztala-
tokkal egyezésben van.

A tovabbiakban tgy jarunk el, hogy definidlunk a statisztikus fizikdban termodi-
namikai mennyiségeket, majd belatjuk réluk, hogy azok ténylegesen azonosithaték a
termodinamikai mennyiségekkel. A jelolések egyértelmiisége végett a statisztikus fizikai
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mennyiségeket csillaggal jel6ljiik, mig be nem bizonyitjuk azonossagukat a termodinami-
kai mennyiségekkel.
Az els6 ilyen mennyiség az entrépia:

S* =kplogQ(E,)F) (2.4)

Ez a kifejezés az entropiara vonatkozd Boltzmann-osszefiiggés, ami azt fejezi ki, hogy egy
zart rendszer entropiajat a rendszer mikroallapotai szaménak a logaritmusa adja meg.
A kp=1.38-10723J/K Boltzmann-dllandé a statisztikus fizikai entrépia mértékegységét
és skalajat igazitja a termodinamikaihoz. Természetesen be kell majd latnunk, hogy ez
jo definicié.

2.1. A statisztikus fizikai entrépia tulajdonsagai
1. S* spontan folyamatokban novekszik. Példaul, ha megnoveljiik a tartaly térfogatat,

akkor a mikroédllapotok szdma megnd (dg-szerinti integral). Tehat a 2.1 abrén
lathat6 esetben € < €.

spoman

Y

1 2

2.1. abra. Spontan folyamat térfogatvéltozas esetén. Az iires és teli részt elvalaszto falat
kivéve, a gaz betoli a rendelkezésre allo teret és nem megy vissza a kisebb térrészbe.

2. Izolalt rendszerekre (2.2 dbra) S* additiv, mivel
M 2(Ey + Eq, 0By + 0Ey) = Q4 (Ey, 0By )Qa(Es, 0 Es). (2.5)
Ezért az entrépia (2.4) definicidja alapjan:
f= S+ S (2.6)
3. Q(E,E + 0F) fiigg az E energiatdl, a N részecskeszamtol és V' térfogattol. Igy

S* természetes véltozéi E,V és N, csakugy mint az S(N,V, F) termodinamikai
entropianak. Zavard azonban a dFE fliggés!
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1 2

2.2. 4bra. Izoldlt rendszerek.

Az (1.17) egyenlet alapjan:
logQ(E,§F) ~logw(E) +logdE (2.7)

Normaél rendszer esetén az els6 tag N-nel ardnyos, mig a masodik még JE mak-
roszkopikus véalasztdsa esetén is csak O(log V) nagysagrendli. Ha 0 E' kell6en kicsi
geometriailag (lasd 2.3 dbra) vilagos, hogy

O{E)
QESE)

W) E

SE @ dP)

E E E
2.3. dbra. Az allapotszam, az allapotszam FE koriili 0 F savban és az allapotsiriiség
vizualis 6sszehasonlitasa.

Q(E,SE) < Q(E) < w(E)E, (2.8)

amibdl

logQ(E,6F) <logQy(E) < logw + log £ (2.9)

kovetkezik. Mivel az utolsé log E tag megint legfeljebb Olog N nagysagrendii, a
TDL-ben elhanyagolhaté. Igy nyerjiik a kovetkezd hasznos Osszefiiggést:

S* kg =1og Q(E,0E) =log Qy(F) = logw (2.10)
aminek oka, hogy a d > 1 dimenziés gomb térfogata és feliilete kozel egyenlo.
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2.4. dbra. A zart rendszer két alrendszerbodl all, amelyek kozott egy hovezet6 fal van.

4. Termikus kolcsonhatas: Vizsgaljunk egy két alrendszerbdl allé zart rendszert, ahol
az elrendszereket egy hévezeto fal vélasztja el egymastdl. A teljes zart rendszer
energidja £. Egyensilyban E; és F, 4atlagos energidk alakulnak ki az egyes al-
rendszerekben. Tegyiik fel, hogy az erdk hatdétdvolsaga rovid, azaz a két alrendszer
részecskéi nem hatnak koleson egymassal, illetve ha a rendszer nagy, akkor feliilettel
aranyos kolcsonhatasi energidk elhanyagolhatok. Ekkor felirhatd, hogy

Ez nem csak egyensulyban igaz, ez a két alrendszer részecskéinek kolesonhatasdnak
hianyabdl fakad. Szamoljuk ki az allapotszamot:

Q(E,(SE) = W(E)(SE = // wl(El)CUQ(EQ)dEldEQ =
E<FE1+Es<E+0FE
= 6E/w1(El)w2(E — El)dE1| (212)

Itt kihasznaltuk, hogy az integralandé tartomany egy sziik sav az £y Es sfkon (14sd
2.5 abra). Amibél definidlhaté az f(FE,) valoszintiségsiirtiség:

wl(El)wg(E — E1>
w(F) ’

w1 (El)(A)Q(E — El) o
/ ) dB, =1 (2.14)

(2.13)

f(EY)

Mivel:

Az f(E,) strtiségfiiggvény nagyon éles csticesal rendelkezik, mert az w(E) az E-
nek normal rendszerben nagyon gyorsan novekvé fiiggvénye (lasd 2.6 dbra). Ahhoz,
hogy az f(F;) fiiggvénynek maximuma legyen, ahhoz w ~ EV fiiggés kell, ami a
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2.5. dbra. A termikus kontaktusbvan 1év6 rendszer szamara elérheté energiadllapotok
E és F + 0F kozott.

normal rendszer definiciéjabol kovetkezik. Ha NN, nagy akkor a maximum nagyon
éles lesz. Az ilyen éles eloszlasoknak nagy jelentOségiik van a statisztikus fizikaban.

Mit jelent az, hogy egy eloszlas éles? Azt, hogy jarulékanak donté hanyadat a
maximuma koérnyékérol veszim és ennek megfeleléen a maximum helye és a var-
haté érték kozel lesznek egymdshoz. Esetiinkben: E; ~ El, ahol E; a véarhaté
értéket, F; pedig a maximum helyét jelsli. Mds széval, az egyenstlyi allapotokat
helyettesiteni lehet a legvaldsziniibb allapottal!

Tehdt a mérhetd értéket, ami megfelel a vérhaté értéket helyettesithetjitk a E,
maximumbhellyel, vagyis, mivel w(F) = éllandd, ezért olyan E; (il Eg) valdsul

meg, hogy
W1<E1>MQ(E2> = max (215)

Mivel a logaritmusfiiggvény szigoriian monoton névo, ezért irhatjuk azt is, hogy
log wy (E1) + log wa(Es) = max (2.16)
A maximum helyét derivalassal keressiik:

Ologwy(Fy) = Ologws(E — Ey)

GEl aFJI ="
dlogwi(E1) Ologws(E — Ey)
o o -0 (2.17)

Azaz kaptunk egy olyan mennyiséget 0 log w(E)/OF, amelyek értéke termikus egyen-
silyban megegyezik a két rendszerben. Termodinamikaban az a mennyiség, ami
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0 E, E, E

2.6. abra. Példa termikus kapcsolatba 1évo alrendszerek allapotstiriiségére az 1-es rend-
szer F4 energidjanak fiiggvényében. A rendszer Osszallapotsiiriségének maximuma van.

ugyanigy viselkedik a hémérséklet. Ezért a fenti mennyiségen keresztiil definidljuk
a statisztikus fizikai hémérsékletet:

1 Ologw(E)

= = 2.1
b kgT* oF (2.18)

Amibdl kovetkezik, hogy a zart rendszer héatereszté fallal elvalasztott részei (al-
rendszerei) kozott a termodinamikai egyensily bedlltdnak a feltétele:

T =T} (2.19)

Az f(E)) figgvénynek nyilvin maximuma van (ez a stabilitas kritériuma), ezért a
méasodik derivaltja negativ

0 logwi(E1) | 0%logws(Fh)
OE? 9E2

o 1 o 1

O, knT: | OB, knTs

1 Ty 1 9Ty

 kgT?0E, kT2 0F,

1 a1 1 T3

T2 0B, | kT2 0F,

<0

<0

<0

>0 (2.20)

Mivel T* intenziv mennyiség, F pedig eztenziv, ezért a 0T /0E mennyiség O(1/N)
nagysagrend. Tehat
1 orr 1 9Ty a b
=—+—>0. 2.21
kgT? OF, * kgT?0FE, N + Ny ( )
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Ha a 2-es rendszer nagyon nagynak vélasztjuk, azaz a Ny — oo hataratmenetet,
akkor a b/N, tag eltiinik, ekkor

ot}
O,

>0 (2.22)

Mevel barmilyen alrendszert termikus kapcsolatba hozhatunk egy néalanal sokkal
nagyobb alrendszerrel, ezért a fenti egyenlétlenség altalanosan is igaz, azaz:
oT™
oF

>0 (2.23)

Vagyis normal rendszerben a statisztikus fizikai hémérséklet az energia monoton
novekvé fiiggvénye, mas széval az édllandé térfogaton mért (statisztikus fizikai)
hokapacitas pozitiv:

)
CV = (W) vy > 0. (224)

Ami az egyensily feltétele.

Most vizsgdljuk meg a f(F;) slrliségfiiggvény szélességét. Kozelitsiik a f(F;)
strtiségfiiggvényt a maximum kozelében egy Gauss-eloszlassal:

f(Er) ~ exp (—%) : (2.25)

ahol a A a Gauss-eloszlas szérasa. Tudjuk, hogy

1 0?f(Ey)
—_ = 2.26
AT om (2:26)
A jobb oldalt mar (2.20) egyenletben kiszamoltuk, azaz
1 1 Ty 1 Ty
oT; oT; a b (2.27)

A2 kpT2OB, | kgT?0E, N, N,

Valasszunk a 2-es rendszernek ismét sokkal nagyobbat, ekkor azt kapjuk, hogy
A ~ /Ny, tehat a relativ szoras:

é 1
Ny VN

Vagyis feltételezésiink a cstcs élességérdl ellentmondasmentes.

(2.28)

Vizsgaljuk meg, hogy termikus kolcsonhatas esetén hogyan novekszik spontan fo-
lyamatban (2.7 dbra) az entrépial
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2.7. abra. Spontan termikus folyamat, amely végén bedll az egyensilyi allapot.

Ha a két alrendszer kozottiu kolesonhatas elhanyagolhatd, akkor mind a kezdeti
idopontban, mind az egyensulyban igaz, hogy:

E=FE + E

E =FE, + F, (2.29)

Ugyanakkor kezdetben (mivel két kiilon rendszerrdl beszélhetiink) a mikoréallapotok
szorzddnak, azaz az entrépia a két alrendszer entrépidjanak osszege (2. pont):

Cdk(E)5E = W1 (E1>WQ<E2)(SE15E2
Si(E) = ST(E1) + 55(E») (2.30)
Az egyenstly bedllta utan a hévezeto fal semmit nem csindl, igy ott is fliggetlennek
tekinthet6 a két alrendszer, azaz
wU(E)(SE = Wl(El)WQ(EQ)(SEl(SEQ
Si(E) = Si(Er) + S;(E) (2.31)

Ez utébbit abbdl is lehet 1atni, hogy ha kihasznéljuk, hogy az eloszlas éles, akkor
az allapotstliriiség a kovetkezoképpen irhato:

wy(EYOE = 6E / : w1 (B )wy(E — Ey)dE) ~ §EBw, (E))wy(E>)A, (2.32)

ahol A egy alkalmasan valasztott szélesség.

A 2.8 abran nyilak jelzik a spontan folyamatban bekovetkezd valtozasokat. Ter-
mészetesen az energiavaltozas a két alrendszerben ellentétes elGjelti. Az entrépia-
valtozas azonban pozitiv. Ugyanakkor az is latszik, hogy a statisztikus fizikai ent-
ropianak zart rendszerben, spontan folyamatokban bekdvetkezd novekedése valo-
szintiséqi kijelentés. Azonban a cstcs élessége miatt makroszkopikus rendszerekben
elhanyagolhat6 annak a valdszintisége, hogy megfigyelhetiink entropia csokkenéssel
jaré folyamatokat.
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2.8. dbra. Spontan termikus folyamat sordn létrejo6vé energia és valdszintiségstiriiség
valtozas szemléltetése.

2.2. A statisztikus fizikai homérséklet tulajdonsagai

1. A hémérséklet mindig pozitiv: 7= = 95 > 0, mivel S* = kg logw és w(E) monoton

novo és a logaritmus fiiggvény is az.

2. Az entrépia E,V, N elsérendi homogén figgvénye: S* = kgNo(E/N,V/N), ekkor
a hémérséklet = = %% = kpp(E/N,V/N) nulladrend(i homogén fiiggvény.
3. Egyensilyban az alrendszerek hémérséklete egyenld (majdnem biztosan) T} = Ty .

4. A hékapacitds pozitiv: A stabilitds feltétele, hogy 92S* /OE? < 0, azaz a hémérsék-
let az energia monoton novo fiiggvénye, azaz a hékapacitas pozitiv: C, > 0.

5. Normdl rendszerben Qy ~ E*N | tehat S* ~ kgaNlog E, amibdl, T* ~ E/N,
vagyis a hémérséklet hozzavetolegesen az egy részecskére juto energia.

6. A fentiek normal rendszerekre vonatkoztak. Vannak nem normaél rendszerek is, pl.
amikor a rendszert alkoté elemek csak véges szamu allapotban lehetnek (spinek,
lézer). Ilyenkor nem lehet a rendszerbe egyre tobb energiat adagolni, és (g telitésbe
megy. S* és T* formalisan szamolhaté, de furcsa eredmények jonnek ki.

2.1. Feladat (Kétallapoti rendszer) Alljon a rendszerink N rdégzitett elemi mdg-
nesbdl (spinbdl) p momentummal, amelyek kozott a kélesonhatdst elhanyagoljuk, és fel-
tessziik, hogy csak kétféle bedllds lehetséges: fel”, vagy ,le”. Legyen a kiilso tér nagysdga
B, és mutasson felfelé. Eqy spin energidja +co = uB ha a spin pdrhuzamos a tér ird-
nydval és —eqg = —uB, ha ellentétes azzal. A teljes energia E = Mey, ahol M ardnyos
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a magnesezettséggel: M = N, — N_, és N a térrel ellentétes, N_ pedig a térrel parhu-

zamos spinek szama, Ny + N_ = N. Innen
N+ M N-M
N, = és N_ = (2.33)
2 2
100000 — 700 . 6 . .
600 — L ]
10000 4
500 —
2  — —
1000
400 — -
Q $ T
100 300 — —
i, ) |
200 —
10
100 ~ —4 N
1 0 1 1 1 -6 1 1 1
~1000 -500 0 500 1000 <1000 -500 O 500 1000 Zloo0 -500 0 500 1000
M M M

2.9. abra. Kétéallapotu rendszer allapotszama, entrépidja és homérséklete N = 1000
esetén.

Az dsszes E energiaju mikrodllapot szama:
N! N!

TNLIN (N+M)‘<N—M>'
2 )\ 2 )

Haszndljuk ki a Stirling-formulat:

Q(E) (2.34)

S*(E) =kpInQ(F) ~kg(NInN — N) + kg [—N+M1n <N+M) + N—I—M} +

2 2 2

- {_N—MIH(N—M>+N—M} _
2 2 2
- [N+M1H<N+M)+N_M1H(N_M>]
2 2N 2 2N ’

(2.35)

amibol a homérséklet szamolhato:

108108 1 (N+M\ 1 (N-—M\]_
T~ 9E e oM P2\ Tan 2 M\ TN -

ks (N—M\ kg. (N
=2 = " In(| == 2.
220 H(N+M> 220 n(m) (2.36)




N_ > N, esetén pozitiv a statisztikus fizikai homérséklet. A populécid inverzid, vagy-
1s amikor N_ < Ny, negativ homérséklethez vezet. Tovdbbi furcsasdg, hogy a negativ
homérsékleti rendszernek nagyobb az energidja barmely pozitiv homérsékleti allapotndl.
Inverz populdciot dllitanak eld a lézereknél az i.n. pumpdldssal. Természetesen a negativ
hémérsékletet nem lehet homérdvel mérni! Valojaban arrol van szo, hogy a makroszko-
pikus rendszer eqy jol szigetelt részrendszere viszonylag sokdig nemegyensuly: dllapotban
van. Ha kapcsolatba keril normdl rendszerrel, akkor bedll a termodinamikar egyensily.
A 2.9 abrdn szemléltetjik a kétdllapoti rendszer jellemzdit.

2.3. Kapcsolat a termodinamikaval

Latszik, hogy normal rendszerben a statisztikus fizikai entrépia és hémérséklet olyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, amilyeneket a termodinamikai megfelel6k alapjan elvarunk
— eltekintve attol, hogy a termodinamikaban determinisztikusnak tekintett 6sszefiiggések
itt valoszintiségiekké valtak. Ez a valdszinliségi jelleg jol illeszkedik az anyag diszkrét
szerkezetéhez kapcsolodd, elkeriilhetetlen fluktuaciékhoz is. Kellene azonban latni, hogy
valéban azonosithatok a statisztikus fizikai mennyiségek a termodinamikaiakkal.

2.3.1. Extenziv-intenziv mennyiségek

Térjiink vissza ahhoz az esethez, amikor a zart rendszeriinket két alrendszerre bontottuk,
de most altaldnosan tegyiik fel, hogy valamilyen X intenziv paraméter(ek) valtozasat
engedi meg az alrendszereket elvalaszté fal. A korabbihoz teljesen hasonlé megfontolassal
mondhatjuk, hogy annak a P(X;) val6sziniisége, hogy az 1. alrendszer az X; értéket
veszi fel, egy igen éles csuccesal rendelkezik, igy az X, varhato értéke és maximumhelye
azonosnak vehet6. Egyensilyban tehat

P(X;) = max (2.37)

feltételnek kell teljesiilni. Legyen az allapotstiriiség az 1. alrendszerben azon allapotokra,
amelyeknél éppen X; érték valdsul meg wq(FEy, X7). Ha megengedjiik az energia és X
cseréjét, akkor

8lnw(E1, Xl) . 81HW(E2, Xg)

2.
0X1 0X> (2:38)

X1 :Xl és X2 :XQ :X—Xl (239)
Itt dlnw(E, X)/0X az extenziv mennyiséghez konjugélt intenziv mennyiség.

1. Lattuk, hogy ha csak az energia cseréje megengedett, akkor a megfelel6 intenziv
mennyiség a hémérséklet reciproka:

ﬁ_alnw(E)_ 1
- 0E  kpT+

(2.40)
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2. X =V térfogat valasztas esetén:
Olnw(E,V) P

= = 241
K oV kT (2.41)
ahol P* a nyomas, amint azt mindjart belatjuk. Innen:
P* *
— = 5 (2.42)
T+ oV ) pn

Az egyensily feltételére pedig a Py = P, és 1 = Ps (egyenstly feltétele mechanikai
kolesonhatasndl) osszefiiggések adédnak. A varakozdsoknak megfelelGen, ismét a
termodinamikanak megfeleld osszefiiggésre jutottunk.

<) Z;

-

F

2.10. abra. A statisztikus fizikai és a klasszikus nyomas kapcsolatanak vizsgalata. A
jobb oldali rendszerben vakumban egy rugé tart ellen a bal oldali rendszer nyomasanak.

Tekintsitk a (2.10 dbrdn lathaté elrendezést! A bal oldali alrendszer térfogata
Vi = Az, ahol A az edény z irdnyra meroleges alapteriilete. A két alrendszert
elvalaszto falat (dugattytt) a 2. rendszerben 1évé rugd mozgatja. A rendszer teljes
energidgja & = F1 + U(29), ahol U a rugdenergia. A jobboldali, 2. alrendszernek
egyetlen szabadsagi foka van, ezért Qs(Fs, 29) = 1 mindig (nincs entrépidja).
N (Ey, 21)
f(z21) = =——~+——— 2.43
T aE 24
és By = E — U(z). A legval6sziniibb éllapotban
dIln Ql(El, Zl)

= 0. 2.44
i, 0 (2.44)

61H91(E1,Zl) dEl 4 8anl(E1,zl)

=0 2.45
(9E1 Z1 821 ( )
N e’
1 —F
kgT* E1:E1
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Itt F' a rugder6 nagysagat jelenti, vagyis

aanl(El)Zl) — F éS aanl(‘El)‘/I) — p ) (246)
821 Er=F, k‘BT* 8‘/1 Fr=F, k)BT*
Ezzel sikeriilt az els6 * jeltol megszabadulnunk.
OF
Y= ¢ =— (= 2.47
pr=p é& p (3V)S*N’ (2.47)

ahol feltiintettiik, hogy az S* statisztikus fizikai entrépia nem valtozik, ha a du-
gattyut elegendben lassan (egyensilyi allapotokon keresztiil) mozgatjuk. Ez valé-
ban felteheto, hiszen a dugattyi sebességétol az entrépia legalacsonyabb rendben

négyzetesen fligg:
ds* dz\?
=A(— 2.48
dt < dt ) (248)

mivel S* egyensilyban staciondrius és maximuma van, tehat a nulladrendii és az
elsérendil tag eltlinik. Innen

dS*  dS*dz dz\? dS* dz
_ _ — AL 4
dt dz dt 4 (dt) dz Adt (2:49)

Tehét dS*/dz tetszOlegesen kicsivé tehet6 dz/dt csokkentésével.

3. Valasszuk most X = N részecskeszamot! Most 5 mellett
a=0mQIN|gy (2.50)

fog kiegyenlitodni. Ennek segitségével bevezethetjiik a p kémiai potencialt:

weo B L 05*
7o = —kpa = <5N)E,v' (2.51)

Az egyensiily feltétele anyagi kolcsonhatasnél tehat:

M1 = U2 és 51 == ﬂg. (252)

2.3.2. Energiamegmaradas

A termodinamika els6 fotétele
dU = 6Q + oW, (2.53)
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ahol U a rendszer belsé energiaja, melynek megvéltozasa vagy Q) hémennyiség betapla-
lasaval, vagy a rendszeren végzett dI/ mechanikai munkaval érhet6 el (éllandé részecs-
keszdm mellett). A valtozdsokat egyensilyi dllapotokon keresztiilvezetve

OW = —pdV. (2.54)

Ilyenkor a hé megvaltozasahoz is lehet taldlni egy integrald osztét, ez az abszolut homér-
séklet. Igy jelenik meg a termodinamikaban az S entropia:

dE = TdS — pdV, (2.55)

vagyis egyensuyli folyamatokra

ds = ? (2.56)

Kézenfekvo az U belso energiat a zart rendszer teljes E energidjaval, ill. részrendszer
esetén az energia F varhato értékével azonositani. Lattuk tehat, hogy

OF
=—|= 2.57
r=-(v)., (290
korabban viszont megmutattuk, hogy:
OF
=—| = . 2.58
=), 259

Amikor a statisztikus fizikai mennyiségekkel irjuk fel a belsé energia megvaltozasat,
akkor ugyanugy megjelenik a fenti két tag. Az egyikrol, a mechanikai munkardl éppen
belattuk, hogy azonos a korabban bevezetettel, hiszen ezt fejezi ki a p* = p. A masik
tag integralé osztdja nem lehet més, mint a T homérséklet. Ugyanakkor lattuk, hogy
allandé térfogaton és részecskeszam mellett dE = T*dS*, vagyis a T* is integralé oszto,
amibdl kovetkezik, hogy

=T ¢és S*"=08. (2.59)

Latjuk tehat, hogy nemcsak a képletek formalis megfeleltetésérol van szé, hanem a
bevezetett statisztikus fizikai mennyiségek valéban megfelelnek a termodinamikaiaknak.
Ezt a gondolatmenetet értelemszertien ki lehet terjeszteni az anyagi kolcsonhatas esetére,
amibdl kovetkezik, hogy

w=p, (2.60)

vagyis a csillagot a kémiai potencialnal is el lehet hagyni.
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2.3.3. A termodinamika masodik fotétele. Valdszintliségi értel-
mezés

A termodinamika mésodik fotétele szerint az entrépia zart rendszerben, spontén folyama-
tok révén nem csokkenhet, és egyensulyban maximaélis értéket vesz fel. Nem egyensilyi
folyamatban, hokozlés esetén

0Q
?.

ds > (2.61)

Ez a termodinamika mésodik fotétele.

Fontos azonban hangsilyozni, hogy az entrépia mélyebb, statisztikus értelmezésével
az is egyiitt jar, hogy a masodik fotétellel kapcsolatos, a termodinamikaban determinisz-
tikusnak tekintett kijelentések valdszintiségiekké valnak. A makroszkopikus testeknél
az entropia csokkenésének olyan roppant csekély a valdszintisége, hogy az soha nem fi-
gyelheté meg az allapotjelzokon. Azonban a makroszkopikus rendszerekben lejatszodé
fluktuacios jelenségek, valamint a kisebb rendszerek megfigyelése igazolja, hogy a statisz-
tikus fizikai definicié a helyes.

A statisztikus fizikdnak koszonhetéen kézzelfoghato értelmezést nyer az entrépia.
Zart rendszerben a megengedett allapotok valdszintisége egyenl6é. Az entrépia nove-
kedése annak felel meg, hogy a spontan folyamat az allapotszam novekedésével jar. A
megnovekedett, megengedett allapottéren is egyenletes a valdszintiség, vagyis egy adott
mikorallapotban valé megtaldlas valészintisége lecsokken — a rendszer rendezetlenebbé
valik. Ezért mondhatd, hogy az entropia a rendezetlenség mértéke.

Az entropia novekedésének torvénye jeloli ki az idd irdnydt. A mikroszkopikus folya-
matokat leiré egyenletek invariansak az idotiikrozésre, vagyis a trajektéria forditottja is
ugyanolyan jo megoldasa a kanonikus egyenleteknek, mint az eredeti. Ezzel szemben a
megfigyelt makroszkopikus vilagban a folyamatok nem fordithaték meg. Spontan médon
nem sziikiil le az elérheté allapotok tere, a rendezetlenségbdl spontan, zart rendszerben
nem tud rend kialakulni. Ezt azzal lehet magyarézni, hogy az egyensiilyi allapotok szama
elsopréen nagyobb, mint a nem-egyensulyiaké. Amikor kiindulunk egy preparalt, nem-
egyensilyi kezdeti feltételbdl, akkor egy ilyen, csekély valdszintiségli allapotot valésitunk
meg, de a rendszer az egyensulyban mar a nagy valdszintiiségnek megfelel6 allapotokban
tartozkodik. FEnnek egyszerti példaja az fréasztalon, rakosgatassal kialakuldé rendetlen-
ség. Elvben, ha elég sokat rakosgatunk, véletleniil még rend is kialakulhatna, de ezt
(legalédbbis a szerzoknél) soha nem lehet megfigyelni.

2.3.4. A termodinamika 3. fotétele

A termodinamika harmadik féteteleként szokds emlegetni, a kovetkezé osszefiiggést (Nernst
tétele): Egy egyenstlyban 1év6 test entrépidja T — 0O-ra konstanshoz tart. Pontosab-
ban a testek (4llandé nyomdson, vagy térfogaton mért) hékapacitdsa ebben a limesben

26



eltlinik, amibol az

e
S(T) =S, +/ —2dT" (2.62)
o I"

Osszefiiggés miatt, mar latszik a fenti allitas: elegendden kis T-re a mésodik tag eltiinik.
A kvantummechanikabol nemcsak az kovetkezik, hogy a fajho konkrét esetekben valoban
0-hoz tart 7' — 0 esetén, hanem az is, hogy homogén rendszerben Sy = 0.

2.3.5. Fundamentalis egyenlet

Az S entrépia (most mar nem kell hozzatenniink, hogy termodinamikai, vagy statisztikus
fizikai) az F energia, a V térfogat és az N részecskeszam fiiggvénye. Mivel

(85) 1 (85) P (85) Y (2.63)
OF ) v x T’ oV ) pn T\ ON BV T’ ‘
megkapjuk az entrépia teljes megvaltozasara vonatkozo fundamentalis egyenlet differen-
cialis alakjat:

ds = ~ae + Lav — Ean (2.64)

T T T

vagy atrendezve az energiara:

dE =TdS — pdV + pdN. (2.65)

Normal rendszerben az entrépia valtozéinak homogén fliggvénye, vagyis

S(AE, AV, AN) = AS(E,V, N), (2.66)

amibdl kovetkezik Euler tétele:

OS(AE, \V, AN) ( S ) ( S ) ( S )
- B2 +V (== TN (22 -
8)\ a)\E AV AN a)\v AE AN a)\N AE NV

— S(E,V,N) (2.67)

Itt a A — 1 hataratmenetet véve kovetkezik a fundamentalis egyenlet:

1
S(B,V.N) = —E + :%V - %N, illetve E(S,V,N)=TS —pV +uN.  (2.68)

Az ebbdl az egyenletbél egyszerti derivalassa nyerheté
dE =TdS + SdT — pdV — Vdp + pdN + Ndpu (2.69)

differencialis alakot Osszehasonlitva a differencialis fundamentalis egyenlettel, nyerjiik a
Gibbs-Duham-relaciét:
SdT — Vdp+ Ndp =0, (2.70)
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amibol fontos termodinamikai 6sszefiiggéseket lehet kapni.

A valamilyen anyagra érvényes, u.n. dllapotegyenlet az elsé derivaltakra vonatkozik,
pl. p(T,V,N) =0, vagy u(T,V,N) = 0.

2.1. Feladat (Az idedlis gaz allapotegyenlete) Természetesen normdl rendszerben,

TDL-ben O 1)
b B 11340
y_ (25700 2.71
(), 271

ugyanigy érvényes, mint az Q(E,E)-re vonatkozd, hasonlo képlet. Ldttuk, hogy az
1dedlis gaz dllapotszama

5N 3N |2E2mm [V \*?
mhOy(E)~ — 4+ —1In | — — 2.72
amibol derivdldssal kapjuk a
pV = NkgT (2.73)

allapotegyenletet.
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3. fejezet

Kanonikus sokasag

A termodinamikdban az energian (ill. az entrépidn) kiviil még szdmos termodinamikai
potencialt szokas bevezetni. Ezek célszerti hasznélata attdl fiigg, hogy a vizsgalt rend-
szer milyen kapcsolatban van a kornyezetével. Zart rendszerben az E(S,V, N) energiat,
illetve az S(E,V,N) entrépiat célszerti termodinamikai potencidlnak valasztani, és itt
feltiintettiik a potencidlok természetes valtozoit.

REgNg

3.1. abra. A kanonikus sokasdg szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis A
rendszer igy, hogy annak energidja és részecskeszama is sokkal kisebb, mint a maradék
R’ = R\ A rendszernek. Az A rendszert hévezet6 fal vélasztja el a kornyezetétol.

Ha egy hévezetd fallal ellatott edényt kapcsolatba hozunk egy hétartallyal (14sd. 3.1
abra), vagyis egy a rendszerhez képest nagyon nagy, dllandé homérsékletii tartédllyal,
akkor az edénybe zart vizsgalt rendszer energiaja nem lesz dllandé, viszont a tapaszta-
lat szerint hosszi id6 mulva egyensilyba keriil a kérnyezetével, vagyis a hotartallyal és
felveszi annak homérsékletét. Az ilyen rendszer viszonyainak elemzéséhez egy 1j termo-
dinamikai potencidl, az F' szabadenergia vizsgalata bizonyul célszertinek, amit az energia
Legendre-transzforméciéja segitségével nyeriink, gy, hogy az entrépia valtozét kicserél-

jiikk a homérsékletre:
F(T,2V,N)=FE—-TS = —pV +uN (3.1)
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Konnyen belathato, hogy az egyensily feltétele az ilyen rendszerben a szabadenergia
minimuma.

A statisztikus fizikdban el6 kell allitani a megfelel6 Gibbs-sokasagot. Tekintsiink
egy R nagyon nagy zart rendszert, amelyben van egy sokkal kisebb, de még mindig
makroszkopikus A alrendszer. Az alrendszer a makroszkopikus rendszert6l héateresztd
fallal van elszigetelve:

Feltessziik, hogy A sokkal kisebb, mint R, tovabba — szokas szerint — azt, hogy a rend-
szert alkotd részecskék kozotti erd rovid hatotavolsagui, vagyis a kolesonhatdsi energia
elhanyagolhato6 a térfogatihoz képest.

Az R\ A alrendszer tehét olyan nagy, hogy érzéketlen arra, mi torténik az A al-
rendszerben, vagyis hétartalynak tekinthet6. Az altalunk vizsgdlt (al)rendszer az A, és
sokasagunk ennek azonos makroallapotait megvalésité mikrodllapotokat fogja tartalmaz-
ni, a megfelel6 sulyokkal. Az ilyen helyzetet megvaldsité sokasagot kanonikus sokasdgnak
nevezziik.

A tovabbiakban R indexszel jeloljiik a teljes rendszerre, vesszével az R\ A alrendszerre
és jelolés nélkiili betilikkel az A alrendszerre vonatkozé mennyiségeket (1dsd 3.1 dbra).

Az R rendszer zart, tehat alkalmazhatjuk ré a kordbban tanultakat, vagyis az egyen-
16 valoszinliségek elvét. Keressitk annak a valdszinliségét, hogy az altalunk vizsgalt A
alrendszer valamilyen (q, p) mikrodllapotban van:

Y(Er — E(q,p))
QR(ER)

p(q,p) = (3.2)

Mivel E(q,p) < Ep,

Jln Q' (E)

1 = InQ(F
np(q,p) = const +InQ'(Eg) + 5E

— B, p)] + O (Ni) o). (3.3)

Er
A konstansokkal nem érdemes foglalkozni, majd a normalasbdl adédnak.

_OmQ(E)

dnY(E)
5. OE

|
OF =5

o ~ kgT”’

(3.4)

vagyis megjelenik a kornyezet homérséklete. A kornyezet sokkal nagyobb a vizsgalt
rendszernél, ezért annak energiaja és homérséklete a rendszertol fiiggetlennek tekintheto,
vagyis a kornyezet hotartalyként viselkedik.

A kanonikus eloszlas:

p(g,p) = Ce7Par), (3.5)

ahol a C' normélési dllandé szokésos jelolése: C' = 1/Z, ahol

Y dqdp Y
Z(TV,Ny= Y e PFen = / 0y e~t'rta) (3.6)

minden &llapotra
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az allapotosszeg. Z a német . Zustandssumme” kezdébettije. A magyar eLNevezés az
ennek megfelel6 allapotosszeg, angolul partition function. Z a statisztikus fizika kézponti
mennyisége, az egyensilyi statisztikus fizikai szamitasok jelentds része a meghatarozasara
irdnyul.

Vegyiik észre, hogy a levezetésnél egyetlen pontban hasznaltuk ki, hogy a vizsgalt
A rendszer makroszkopikus: amikor elhanyagoltuk a kolcsonhatéasi energiat. Ha a kol-
csonhatds mas okbol elhanyagolhaté (pl. idedlis rendszernél), akkor a vizsgdlt rendszer
kicsi, akar egy részecskébdl allo is lehet. Ha a vizsgdlt rendszer makroszkopikus, akkor
az egyensily bedllta utdn homérséklete meg fog egyezni a hétartalyéval: 5 = 3’ illetve
T =T'. A tovdbbiakban ennek megfelel6en elhagyjuk a hotartdlyt jelz6 vesszot.

3.1. Az energia fluktuacidja

Mivel az altalunk vizsgalt rendszer nem zart, az energia nem allandé, idoben fluktual. A
sokasagok nyelvén ez azt jelenti, hogy a sokasag elemeinek més és mas lehet az energidja.
A megfigyelt, mérhetd értéket a varhaté értékkel azonositjuk, de ugyanakkor lesz az
energianak szérasa is.

= fE(q,p)e*BE(q’p)dqdp 107 _81nZ

E = == = 3.7
[ e=BE@P) dgdp Z 0 o163 (37)
A fluktudciok jellemzésére a négyzetes szorast hasznéljuk:
102 (102\°
AE?Y=((E-AE?) = (E*) — (B’ = —— — | = =5 3.8
(8BF) = (B- 2B =) (B = ;50 - (555) G
ahol (A) = A az atlagképzés maésik jelolése. Ugyenezt kiszamithatjuk masképpen:
Pz 919z 18?2 1 [(9z)°
-2t 2 (22 —(AR)? 3.9
0p? oz op  Zop* Z? (06) (AE)), (39)
masrészt: P2 luz o) o(E) OT
n
- _ - — = CykgT?. 3.10
BRE Bl or o ""F (3.10)
A fenti két egyenlet Gsszevetésébdl a hokapacitas fluktuacidk:
((AE)?) = CykpT? (3.11)

Az utobbi képletbdl leolvashatd, hogy a Cy allando térfogaton mért hékapacitas nem
lehet negativ. A termodinamikabdl ismert stabilitasi kritérium a statisztikus fizikaban
természetesen adodik.
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3.2. dbra. Két fiiggetlen alrendszer termikus kapcsolatban egy nagy hotartallyal.

Fiiggetlen rendszerek esetében az allapotok fiiggetlensége miatt az allapotosszegek
osszeszorzodnak (ldsd 3.2 dbra):

Easp=FEs+ Ep (3.12)
Zap=ZaZp=» e Paths), (3.13)
A,B

ahol a megfelel6 alrendszer allapotaira vald 6sszegzést szimbolikusan jeleztiik.

Ha idedlis (kolesonhatdsmentes) rendszeriink van, akkor a vizsgalt rendszer allhat
akar egyetlen részecskébdl is. Ilyenkor konnyti felirni az N részecske-rendszer allapot-
Osszegét:

In =2V, (3.14)

ha a részecskék megkiilonboztethetok, illetve

_ 4

IN = N7

(3.15)

ha megkiilonboztethetetlenek.

3.1. Feladat (Fiiggetlen rogzitett linedris oszcillatorok) A ragzitettség miatt az
oszcilldtorok megkiilénboztethetdk, vagyis Zy = ZY, ahol

_ dgdp p? mw?q?\ dpdq
_ BE(q:p) 42F _pi et
7 //e ’ //exp( BQm g 5 o (3.16)

Felhasznalva az ismert

/0o e dr = /7 (3.17)

—00

osszefliggést:
. 2w 1 . kBT

~ Bh mw? hw

(3.18)
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ahol h = h/(27). Ezzel

kpT\ ™
Zy = 27N = (;—w) . (3.19)
Az energia varhato értéke:
_ JlnZy 0ln 7, dln (1/5)
E=-— =—-N—=-N—"==NkgT 3.20

amit derivdlva a hékapacitas Cyy = Nkg, amely fliggetlen a homérséklettol.
Az energia szordsnégyzete:

(AE)?) = kpT?Cy = kgT(FE). (3.21)

Ha N db részecskénk van, akkor a relativ szords 1/ V'E. Eqy részecske esetén viszont
éppen 1. Tehdt a relativ szords a részecskék nagy szama miatt valik kicsivé.

3.2. Energia szerinti eloszlas, a sokasagok egyenérté-
kiisége

P (E) kano;likus

mikrokanonikus

OFE

E

3.3. dbra. Annak valészintisége, hogy egy adott alrendszer energidja (E, E 4+ 0E) inter-
vallumba esik kanonikus és mikrokanonikus sokasagok esetén.

Eddig azt vizsgaltuk, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy a kis rendszer egy adott
allapotban van. Legyen P(E)dE annak a valdszintisége, hogy a kis rendszer energija
éppen az (E, E 4+ dFE) intervallumba esik. Ekkor:

1 /
P(E)dE = p(E)w(E)dE = Ee—ﬁ Eu(B)dE, (3.22)
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ahol w(FE) az édllapotsiiriiség, ami E-nek gyorsan novekvé fiiggvénye.
Ismét egy éles eloszlast figyelhetiink meg. Kivételesen ismét jeloltiik, hogy a kano-
nikus eloszlasban a hotartaly hémérséklete szerepel. A legvalészintibb helyen —f3'E +

Inw(F) maximalis, vagyis

Olnw(E)

—5 + 5E =0, (3.23)

E=FE

amibél B’ = BE, azaz makroszkopikus alrendszer esetén a hémérséklet valéban bedll a
hotartaly homérsékletére.
Az eloszlasra Gauss-kozelitésben

(E—E)
2kpT?Cy

P(E) = konst exp |— (3.24)

adddik, vagyis az eloszlas valoban éles.

Nagy alrendszerek esetén AFE azonosithaté d E-vel. A kis alrendszert le lehet zarni
egy 0F savnyi fluktuaciét megengedd fallal, és tigy lehet beldle zart rendszert késziteni,
hogy nem lesz észlelhetd kiilonbség. A sokasagok ekvivalenseki (3.3).

3.3. A szabadenergia

Lattuk, hogy a szabadenergia F' = E — T'S. Felirva ennek teljes differencialjat és kihasz-
nalva, hogy dE =TdS — pdV + pudN:

dF =TdS — pdV + pdN — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN. (3.25)
A szabadenergia statisztikus fizikai definiciéja:
F*=—kgTnZ. (3.26)

Tekintsiik az allapotosszeg kovetkezo kifejezését:
7 = / e PEW(E)dE, (3.27)
0

vagyis az allapotosszeg az allapotsiiriség Laplace-transzforméltja. Mivel w ~ EV, a
Laplace-transzformalt 1étezik. Az éles cstics miatt

7 = / ¢ PPu(E)dE ~ e PPw(E)AE, (3.28)
0

amibol
F*=—kgThhZ =E — S(E)T, (3.29)
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vagyis F* = F.
A hoétartallyal kapcsolatban 1év6 rendszer egyensulyi feltétele a szabadenergia mini-
muma, ami dI' = 0 esetén a

dF = dE — d(TS) < TdS — SdT = 0 (3.30)

egyenletbdl adédik.

3.4. Az ekviparticio tétele
Legyen egy rendszer Hamilton-fiiggvénye

H = ax? + f(xa,...,T6n). (3.31)
Az els6 tag varhato értéke:

oo _ 2
7 ax?ePorid,
— OO

2
ary) = = ) 3.32
(o) = = (3.32)
mivel a tobbi véltozora valo integralok kiesnek. Kihaszndlva, hogy ha a
N r (n —2|— 1)
n_—az? o
/0 e dr = —aET (3.33)

2a 2

Gauss-integralban n paros, akkor az integralast ki lehet terjeszteni —oo-tél + oo-ig:

3
(ax?) = ;Ezga;a = %kBT. (3.34)

Minden, az energiaban négyzetesen szereplo , termodinamikai szabadsagi fokra” atla-

gosan —kgT energia jut, vagyis az energia a szabadsagi fokok kozott egyenletesen van

eloszlatva: ez az ekviparticié tétele. A linedris oszcillatorok, vagy az idedlis gaz korabbi
példai 6sszhangban vannak az ekviparticio tételével.

Ha a kristalyracsot ugy képzeljiik el, mint egyensilyi helyzetiik koriil rezgd atomok
egyiittesét, akkor a mechanikaban a kis rezgések elméletében tanultak alapjan be lehet
vezetni normalkoordinatakat. Minden rezgé médushoz 2 termodinamikai szabadsagi fok
tartozik, és egy atomi kristdly esetén 3N ilyen médus van. Tehat a szilard test energidja-
nak varhato értéke 3NkgT, illetve hokapacitasa Cy = 3Nkp. Ilyen hokapacitast sikeriilt
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is megfigyelni, ez az ugynevezett Dulong—Petit-szabaly. Fontos, hogy az ekviparticié
miatt bonyolultabb esetekre is azt kapnank, hogy a hokapacitas fiiggetlen a homérsék-
lettél. Ez ellentmond a termodinamika 3. fétételének, illetve a tapasztalatoknak. Az
ekviparticié tétele nem altalanos érvényti, csak a klasszikus statisztikaban alkalmazhato.

3.1. Feladat (A Maxwell-féle sebességeloszlas) FEldszir szamoljuk ki az egy részecs-
ke dllapotisszegét:

2 3,13 3/2
p° \d°qd°p 'V [2mm V 3/2
7 = /eXp (—6—2 ) ER (—B ) =73 (\/QmﬂkBT) ) (3.35)

Annak a valdsziniiség-sirisége, hogy egy részecske impulzusa éppen p:

2
p 3
exp | —fo— |d°p
1 p? d3q ( 2m>
P(p)d®p = — exp (—ﬁ—) d3p/ — = . (3.36)
- A 2m h3 ( /2m7TkBT)3/2

Mivel a koordindtdikra vald integraldas akkor is kiesik, ha van (csak a koordindtdktol
fiiggd) kolesonhatds, ez a képlet érvényes minden klasszikus renszerre! A dp; = mdu;

dsszeftliggés miatt
2
P(v)d*y = — )k, .
(y) ! 27TkBTexp( Qk'BT v (3 37)

0.3 T T

P) \

025 7

0.15 7
0.1 7

0.05 7

|
0 sz‘ 4 6 8 10
- v
v

J<v>

3.4. abra. A Maxwell-féle sebességeloszlas. A sebesség legvaldszintibb (), dtlagos ({|v])),
illetve a sebességnégyzet gyokének varhaté értéke /(v?).

A sebesség abszoliit értékére vonatkozik a Mazwell-eloszlds (5.4 dbra):

3/2 2
m mu
P(v)dv = 4 - 2d :
(v)dv (27TkBT> 7rexp< QkBT)U v (3.38)
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Ismét hangsilyozzuk, hogy ez az dsszefiiggés minden klasszikus rendszerre igaz (ahol a
kélesonhatds nem fiigg az impulzustdl).
Szamitsuk ki az eloszlas jellemzdit! A v mazimumhelyre

2
exp (— QWI;ZT>UQ = maz (3.39)

feltétel adodik, melynek logaritmusdnak derivdltjat nullaval egyenlové téve:

———+=-=0 3.40
kgT v ’ ( )
ahonnan
2kgT
b=/ 2 (3.41)
m

A= = . (3.42)

2
) _ ngT, (3.43)

(v?) =1/ 31jo- (3.44)

Latszik tehat, hogy az eqy részecskére vonatkozo eloszlas nem éles, a jellemzok kozot-
ti eltérések a karakterisztikus sebesség nagysdgrendjébe esnek. Az eddigi megfontoldasok
altalaban érvényesek klasszikus rendszerekre. Idedlis gdzra igaz, hogy a teljes energia a
rendszer kinetikus energidajaval egyenlonek vehetd. Eqy részecske energidja és sebessége

ahonnan

1
E= §m02 (3.45)
E
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illetve ezek differencidlja

dE = mvdv (3.47)

1 2 1
dv = | —dF = —dF 4
v 2V mFE mu (3.48)

3/2 =
1 [2E
P(E)dEz( m ) e kT —\| == 4E =

igy

2rkgT myV m
N
= 2re kBT \/EdE. 4
<27Tk:BT) e VE (3.49)
A fenti eredményt a 3.5 dbra szemlélteti.
0.08 .
PE) 2 |
0.06 a
0.04
0.02 |
O |
0 ~ 2

3.5. dbra. Az energia eloszldsa idedlis gézban. A legvalészinfibb E és az 4tlagos E
értéket nyil mutatja.

A mazimumhelyre az

E 1
T +3 In E = mazx (3.50)
feltételbol:

- kgT

E = % (3.51)
A wvdrhato értéket ismét az ekviparticio elvbdl kapjuk:

_ 3kgT

E= 5 . (3.52)
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A szérasra:

(AE)?)

?lnz, mp3?2 9 31 3 2 _
GLE - = 32 Y] (_56) = S(kgT)* = S B, (3.53)

2 3
vagyis a relativ szords itt is nagy, ahogyan az eqy részecske esetén varhato is.
N nagyszdmu részecske esetén:

1 1
P(E)E = —¢ "Pw(E)dE ~ Ee*ﬂEE%*ldE (3.54)

N > 1 esetén éles az eloszlds. Z = ZYN /N, amibél

9 T 3/2
InZ~-NInN+N—Nln v(%) (3.55)
_ omZzZ 3
E=- ;ﬁ = SNkgT, (3.56)
ahogy azt az ekviparticio alapjan vdrtuk. A szérdsra
AE)?) = kgT*Cy = 3y kpT)? 3.57
2
adodik, vagyis
((AE)?) 1
Az F(T,V,N) fundamentdlis eqyenlet:
Vv 2mmkgT
F = —NkyTlh {N exp (ml:—f)] , (3.59)
amibol az dllapotegyenlet:
oF NkgT
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4. fejezet

Nagykanonikus és TPIN sokasagok

4.1. Nagykanonikus sokasag

REgNg

4.1. dbra. A nagykanonikus sokasag szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis
A rendszer. Az A alrendszer hét és részecskét is cserélhet az R’ = R\ A rendszerrel.

Lattuk, hogy a kornyezetével, mint hotartallyal kapcsolatban 1évé rendszer leirasa-
hoz célszerii a szabadenergiat termodinamikai potencidlnak valasztani. Ha a héatadason
kiviil még a részecskék is kicserélodhetnek a rendszer és kornyezete kozott, vagyis a kor-
nyezet részecsketartalyként is miikodik, akkor egy tovabbi Legendre-transzformacioval

ST, V,u)=FE—-TS —uN = —pV (4.1)
addédik az ugynevezett nagykanonikus potencial. Teljes megvaltozéasa
d® = —SdT — PdV — pdN. (4.2)

Az ilyen elrendezésnek megfeleld Gibbs-sokasdg az 4.1 dbran bemutatott nagy zart
rendszerbodl, és a sokkal kisebb, de altalaban még mindig makroszkopikusnak feltételezett
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alrendszerbdl all, pontosabban ilyenek sokasdgat tartalmazza. Az utébbi az altalunk
tanulméanyozott rendszer, ami termikus és anyagi kolcsonhatasban van a kérnyezetével.

A nagykanonikus eloszlds kiszamitdsa anal6g a kanonikuséhoz. Legyen px (g, p) annak
a valészintisége, hogy a rendszerben részecske van, és a (q,p)-vel jelzett faziscellanak
megfelel6 mikroallapotban van:

Q. ~(Er— E(q,p))

9 = ) 4.3
oln Q' (E
lnpN(Q7p) = const + a—_]ElV()|ER,NR <_EN(q7p)) +
OlnQy(E)
8]]\\; ’ERyNR(_N)’ <4'4)
(4.5)
ahonnan
1 - o
pr(a,p) = e 7z, (4.6)
Itt Z a nagykanonikus allapotosszeg:
7 — i / mefﬁ’EN(q,p)*a’N — i e N7 (4.7)
h3N N N '
N=0 N=0

ahol Zy az N részecskét tartalmazé rendszer kanonikus allapotosszege, és megjelent a
kornyezet homérsékletére és kémiai potencidljara jellemz6

1

5, = ma (48)

illetve

o = _Bllul = k;:T’ (49)

Mivel egyensiily esetén a makroszkopikus rendszer felveszi a hotartalyra jellemzo hémér-
sékletet és kémiai potencidlja bedll a részecsketartalyra jellemzo értékre, a tovabbiakban
elhagyjuk a vesszOs jelolést.

4.2. Nagykanonikus potencial

A statisztikus fizikai definicié:

®=—kpTlnZ. (4.10)
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Attérve az energia szerinti eloszlasra és felhasznalva az eloszlasok élességét, TDL-ben:
Z=> / dEwy (E)e PEN—oN  ¢=FEN—aNS/ks AEAN, (4.11)

ahonnan:
®=—kgThZ =FE—uN—TS(E,N). (4.12)

Az egyenstly feltétele ilyenkor a ® nagykanonikus potencidl minimuma.

Példa Az idedlis gdz nagykanonikus allapotosszege:

N
1
7 = Z e'B'uNZN Z e/BMN |: 2ﬂ.kaT)3/2:| ﬁ _

N=0
= exp {eﬂ“z(mekBT)?’/Q} (4.13)
h3 ’ ‘
® = —kgT eﬂﬂi‘l/ (2rmkgT)>* = —pV, (4.14)

amibol ismerds formulahoz jutunk:

0P pV
(a'u):rv 0 kpT .

)

(T,P,N)-sokasag

R Ve Ng

2. dbra. A (T,P,N) sokasag szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis A
rendszer. Az A alrendszer hot és térfogatot is cserélhet az R’ = R\ A rendszerrel.
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A kovetkez6 megvizsgalandd elrendezést mindjart a sokasag segitségével vezetjiik be
(lasd 4.2 abra).

Tehat a vizsgalt rendszeriink, ami egy nagyon nagy zart rendszer része, ho és mecha-
nikai kapcsolatban all a kornyezetével tehdt sem energidja, sem térfogata nem allando,
az utobbit egy dugattytuval érzékeltettiik. A megfelelé termodinamikai potencial a sza-
badentalpia, vagy Gibbs-féle szabadenergia:

G(T,P,N)=FE—-TS+pV = uN, (4.16)
illetve differencidlisan:
dG = —=SdT + VdP + pudN. (4.17)

Annak a py (g, p) valészintisége, hogy a rendszeriink térfogata Vés a (g, p) faziscelldval
azonositott mikroallapotban van:

1
pv(q,p) = e PPvian =Y (4.18)
dgdp _spy(gp) v _
Y(T,P,N) /dV/th‘ vien) VY

= / dv / dBwy (E)e PE=1V, (4.19)
ahol v = fp és Y a (T,P,N)-allapotosszeg. A G szabadentalpia:
G(T,P,N) = —kzTInY, (4.20)

aminek belatdsat az olvaséra bizzuk. Az egyensily feltétele ilyenkor a G szabadentalpia
minimuma.
A térfogat varhato értékére

V=- (alny> = —kgT (a1ny> : (4.21)
87 T,N ap TN
szorasara pedig
Y oV _
(AVP) = T35 = —haT ( ap) — VkyTrr (1.29)

adodik, ahol felhasznéltuk, hogy

1 [0V
= —— (== 4,
" 14 (Gp )T,N (423)
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az izoterm kompresszibilitds. Létszik, hogy xr > 0 adddik, ami megint a termodina-
mikabdl ismert stabilitdsi kritérium. Legyen n = N/V a részecskeszam-stiriiség. Ha N
rogzitett, akkor n szérasnagyzetére

((An)*) = (n*) — (n)* = N2<(% - %) ) = NQ«A‘_/# = RQ%I{:BTKT. (4.24)

Ugyanezt az eredményt kell kapnunk akkor is, ha a térfogat allandé és a részecskeszam
fluktual:

(An)2) = «AV# _ nzékBT/iT, (4.25)

amibdl a részecskeszam-fluktudcidkra adédik:
((AN)?) = (n*)\VkpTkr. (4.26)

Masfeldl a nagykanonikus sokasdg alapjan:
ON
((AN)?) = kpT <—> : (4.27)
o)y

A fenti két kifejezés Osszevetésébol kapjuk a kovetkez6 termodinamikai Osszefiiggést:

ON ,
—_— =n"Vkr, 4.28
(8N)TV ! ( )

amit — kissé koriilményesen — termodinamikai atalakitasokkal is le lehet vezetni.
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5. fejezet

Korrelaciok, szoraskisérletek és
valaszfiiggvények

Eddig nem foglalkoztunk azzal, hogy a vizsgalt makroszkopikus rendszerben helyfiiggd
fluktudciok is lehetnek. Legyen egy X extenziv mennyiség lokalis stirtisége x(r). Nyilvan:

/ z(r)d*r = X. (5.1)
1%
A korrelacios fiiggvény definicidja:

Cao(r, 1) = ((z(r) — 2)(2(r) — 2)) = Cz — 1), (5.2)

ahol az utolsd egyenloség homogén rendszerben érvényes. Kiintegralva a korrelacios

fiiggvényt
[ cute =—/d3'/d3 D) ~ 7)) =

V (X = X)) = V((AX) )- (5.3)
5.1. Sturtiségfluktuaciok
n(r) =D (3(B; — 1)), (5.4)
/n(f)dST =N =naV, (5.5)
Con(r—1') =D (0(R; — r)d(R, — 1)) = n’g(r — 1), (5.6)
j#k



ahol R; a j-edik részecske helyvektora, és g(r — 1) neve parkorreldcids, vagy radidlis
eloszldsfiiggvény. Fizikai jelentése, hogy 4mr?ng(r)dr annak a varhaté értéke, hogy hany
részecske van egy r sugari, dr vastagsagu gombhéjban, ha az origéban van részecske.

[ ey = Vv - 1) = (%) - ). 6.7
// Erd®r' (Con(r,7') — n?) = ﬁQV/dsr lg(r) —1] =
= (N%) = (N) = (N)? = =((AN)") = (N).  (5.8)

Lattuk, hogy ((AN)?) = Via2kgTky, vagyis

/d?’r lg(r) — 1] = kgTrr — % (5.9)

Definialjuk az F (k) sztatikus szerkezeti faktort a kovetkezdképpen:
F(k)=1+ n/ e*rg(r) — 1] d®r, (5.10)

ami lényegében a parkorrelacios fiiggvény Fourier-transzformaltja. A fentiekbdl kovetke-
zik, hogy

k—0
A sztatikus szerkezeti faktor elnevezés onnan szarmazik, hogy ez a fiiggvény jelenik meg a

rugalmas széraskisérletek hatéskeresztmetszeténél. Ennek megmutatasahoz elészor ala-
kitsuk &t F'(k)-t:

Fb) = = [ [ @i 08, - 00— )M — ma(e) +1 -
Ji#k

1 iR(Ry—Ry)\ - 1 k(R —RL)y _ = —
N ;<e MISZR)) — 7d(k) +1 = N %}<e W)y — o(k) =
= (n(k)n(=k)) — ndé(k), (5.12)

ahol az utolso 1épésben kihasznaltuk, hogy a szumma alatti kifejezés csak a helyvektorok
kiilonbségétél fiigg, és az egyik indexre kiosszegezve N-et kapunk.

Széraskisérletekben valamilyen hullimot (elektromagneses, neutron, stb.) bocsitanak
az anyagra, ami azzal kolcsonhatasba 1ép. A részecskéken torténo szorédds mechanizmu-
sat nem vizsgaljuk.
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5.1. dbra. Szdras szemléltetése

Definidljuk a k = ky — k1 vektort, és szamitsuk ki a széras fazistényezoit:

Apy = k(R — R;), (5.13a)
Aps = ki (R; — Ry), (5.13b)
(5.13¢)
ahonnan
Apy — Apy = k(R — R;). (5.14)

A szoras differencialis hatdskeresztmetszete az atomi szérasra és a szerkezetre jellemzo
tényez6kbol all. Az atomi szérds hatdskeresztmetszete

ao(9) = | fo() P, (5.15)

ahol megjelent az ismertnek feltételezett atomi szorasi amplitiido abszolut érték négyzete.
A differencialis hataskeresztmetszetre

o) = oo(9) Z(J’“Rr% = 0o(0)NF (k) (5.16)

adddik, eltekintve a direkt nyaldbnak megfelel$ 6(k)-s tagtol.

5.2. Valaszfiiggvények

Eddig spontan fluktuaciékkal foglalkoztunk. Mi torténik, ha az egyensulyi atlagtol vald
kis eltérést kiilso hatds hozza létre? Tekintsiik a kdvetkezo perturbaciot:

H = Hy — FX, (5.17)
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ahol az F kiils6 er6 az X extenziv mennyiségen keresztiil kapcsolddik az energia kifejezé-
séhez. Példaként a magnesezettségre, illetve a magneses indukcié vektorra lehet gondolni.
Fel fogjuk tenni, hogy F kicsiny, és ennek megfeleléen a hatasa, a perturbdciora adott
vdlasz is kicsinynek tekintheto:

Xp — Xo = xF, (5.18)

ahol bevezettiik a x (altalanositott) szuszceptibilitast. Figyelem: a perturbacié bekapcso-
lasa utan megvarjuk az 1j egyensuly bedlltat és az egyensilyi értékekben bekovetkezett
valtozast tekintjiik valasznak.

0 f dq dp X e~ PHo+BFX B f dq dp X2ePHo+BFX
X B a_F f dq dp e_ﬂHO'FBFX 0 - 6 f dq dp e_ﬁHO'f‘ﬁFX

[ dgdp X e~ PHoHPEX 2
- ( [ dqdp e=BH+BFX )

F=0

= B(AX)?)o. (5.19)

F=0

A figyelemre mélto eredmény azt jelenti, hogy a kis kiilsé hatasra adott valasz csak a
perturbalatlan rendszer jellemzoin keresztiil fiigg a rendszertél. Ez lehetévé teszi, hogy
kis terekkel tanulméanyozzuk a perturbédlatlan rendszer sajatossagait. A kapott Osszefiig-
gés emlékeztet a kordbban mar nyert fluktuacios képletekre, és nyilvanvalo egyenlétlen-
séget jelent a szuszceptibilitasra.

A korabban levezetett Osszefiiggés alapjan:

=8V [ Cualt)d’r = BUAX (5.20)
Bevezetve a
C(k) = /C'm(f)eikrdgr (5.21)

Fourier-transzformaltat, azt kapjuk, hogy x = SV C(0). Természetesen lehet helyfiiggd
perturbaciot is alkalmazni. Ha az

F(k) = / F(r)e® dér (5.22)

Fourier-komponensekkel irjuk le a helyfiiggést, az eredmény igen egyszerii lesz:

AX(k) = X (k) — X = x(k)F(k), (5.23)

ahol
x(k) = BV C(k) (5.24)
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az egyensulyi valaszfiiggvény.

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy ugyanannak a mennyiségnek a megvaltozdsara
vagyunk kivancsiak, amin keresztiil a perturbacié a rendszer energiajahoz csatolédik.
El6fordulhat, hogy egy perturbacié mas mennyiség megvaltozasat is magaval hozza. Pl.
az elektromos térerGsség a polarizacion keresztiil csatoldédik, de okozhat térfogatvélto-
zast is. Ilyenkor értelemszertien az ugynevezett kereszt-korrelaciés fliggvényekbdl kell
kiindulni:

Cya(r,1") = ((y(r) — 9)(2(r) — 7). (5.25)
Ennek felhasznalasaval
X =BV [ Cpale)dPr = B = V)X - X)), (5.27)
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6. fejezet

Kolcsonhato rendszerek,
fazisatalakulasok

6.1. Boltzmann-féle rendezodési elv

Altaldnos tapasztalat, hogy a makroszkopikus rendszerek kiilsé paraméterek (pl. hdmér-
séklet) véltoztatasaval hirtelen atalakuldsokon mennek at. Ilyenkor fazisatalakulasrol
beszéliink. Pontosabb definiciot a termodinamika segitségével lehet adni: a paramé-
tertérnek azon tartoménya, amelyen a szabadentalpia analitikus egy fazist jelol ki. A
legegyszeriibb fazisok a halmazallapotok.

Tekintsiink egy egyszerii atomos gazt, amelynek részecskéi kozott kolesonhatas van.
A rendszer szabadenergiaja:

F=E-TS. (6.1)

A belso energia fiigg a

2
D;
E:ZQm+ZU2(TiJ)+ E Us(rij, Tk, Thi) + - - - (6.2)

1<j

részecskék kozotti tavolsdg, Us a parkolesonhatas és gyakran csak ezt vessziik figyelembe.
A parpotencial alakjat meghatarozza, hogy rovid tavolsdgon taszitd, nagy tavolsagon
pedig vonzo kolesonhatéas uralkodik.

Sokszor alkalmazzak az 1.n. Lennard-Jones potencidlt:

U(r) = 4e {(g)m - (%)6] (6.3)

ami két paraméterrel jellemzi a potencialt.
Felmeriil a kérdés, hogy miért alakulnak ki kiillonb6z6 fazisok. Erre kvalitativ valaszt
a Boltzmann-féle rendezodési elv ad.
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U(r)

6.1. abra. Lennard-Jones potencial alakja.

Egyensilyban a rendszer a szabadenergidjanak minimumara torekszik. Magas ho-
mérsékleten, mivel az ' = E — T'S kifejezésben az entréopia meg van szorozva a ho-
mérséklettel, ezt a minimumot gy lehet elérni, hogy az entrépiat nagynak allitja be a
rendszer, még azon az aron is, hogy az energiaja nagy, hiszen a részecskék tavol vannak
egymastol, vagyis nem a potencialvolgy minimuma koérnyékén tartézkodnak. Ha a ho-
mérsékletet csokkentjiik, elériink egy pontot, amikor mar érdemes lesz az kolcsonhatasi
energia tagot is jéval alacsonyabbnak valasztani, de természetesen ilyenkor az entrépia
kisebb lesz. Végiil elegendéen alacsony hémérsékleten mar az is ,,megéri” a rendszernek,
hogy a részecskéket szabalyos rendbe allitsa, vagyis az entréopia igen alacsony lesz, de az
energiatag csokkenése ezt kompenzalja.

A halmazallapot-valtozasok a leggyakrabban vizsgalt fazisatalakulasok, de szamos
mas esettel is taldlkozunk: ferromagnes-paramagnes atalakulds soran a mégneses rend
valtozik, a szerkezeti atalakulasokndal a kristdlyos rend véltozik, az otvizetek rend-
rendezetlen atalakulasanal pedig az 6tvozetek egymasban vald oldhatosaga valtozik meg.

6.2. A fazisatalakulasok osztalyozasa, elsOrendii at-
alakulasok
Ehrenfest vezette be a kovetkez6 osztalyozast:

e ha a fazisatalakulasnal a G' szabadentalpianak els6 derivaltja nem folytonos, akkor
elsérendt,

e ha a masodik derivalt nem folytonos, akkor masodrendii a fazisatalakulas.
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6.2. abra. A Boltzmann-rendezodés szemléltetése. A hémérséklet és ezzel egyiitt az
energia a balrdl jobbra csokken.

Elvben (és modellekben) magasabb rendii atalakuldsok is lehetségesek, de ezek jelenté-
sége elenyészo.
Az elsorendii atalakulasokndl latens ho 1ép fel. Ez azonnal latszik a 6.3 abran is. Itt

felhasznaltuk, hogy
(a—G) _v, (6.4)
W )N

(%) - o5

A kiilonboz6 fazisokat fazishatarok valasztjak el, amelyeket a fazisdiagram segitségével
lehet dbrazolni. Ha csak a halmazallapot-valtozasokat vizsgéljuk, a kovetkezd fazisdiag-
ramot kapjuk 6.4 abra.

A fazisdiagramon a nevezetes pontok és vonalak is fel vannak tiintetve. A folyadék
és a gozfazis valéjaban csak a gdznyomas gorbén kiilonboztetheté meg, ahol a két fazis
egyiitt 1étezik, koegzisztal. A géznyomads gorbe ugyanis a kritikus pontban véget ér, tehat
a gazfazis és a folyadékfazis a szaggatott vonallal jelzett iton egymasba atalakithaté ugy,
hogy kozben a szabadentalpia végig analitikus marad, vagyis fazisatalakulas nélkiil.

Hatarozzuk meg a fazishatarok differencialegyenletét! A fazishatdron a két fazis
egyiitt van jelen, ilyenkor az egyensiily feltétele, hogy a kémiai potencidlok megegyezze-
nek. Mivel G = uN, a szabadentalpidknak is meg kell egyezni, és ez igaz a fazishatar
mentén torténd elmozdulasra is:

dGI = dGH (66)
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6.3. dbra. A szabadentalpia viselkedése elsorendii fazisatalakulds soran.

Allandé részecskeszam mellett (AN = 0):
Vidp — S1dT = Vidp — SudT, (6.7)
vagyis
AVdp = ASdT, (6.8)

amibol adddik a Clausius-Clapeyron egyenlet:

dp AS AH
dT AV~ TAV’
ahol AH = TAS az atalakuldshoz kapcsolodd latens ho.

6.3. A van der Waals-elmélet

Az idedlis gaz elmélete és egyszerii perturbativ kiegészitése nem ad szamot a fazisatala-
kuldsokrél. Az elso sikeres probalkozas van der Waals-é volt, aki az idealis gazra érvényes
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6.4. abra. Tipikus halmazallapot-valtozas fazisdiagram. A gorbék elnevezése: piros:
szublimécios-, zold fagyas-, kék géznyomas gorbe.

p = nkgT allapotegyenlet helyett a kivetkezot javasolta:

nkBT 2
— an
1—0bn

p= (6.10)

Ez a képlet egy fizikai megfontoldason (és nem levezetésen) alapszik. A részecskék
kozotti kolesonhatéast ugy vessziik figyelembe, hogy a potencial rovidtavi, taszité magja
révén a részecskék szamara rendelkezésre all6 térfogat csokken — ezt irja le a b paraméter.
A potencial vonzo része a nyomast csokkenti, amit az a paraméter segitségével vesziink
figyelembe. A taszitasnal a stirliséggel aranyos a kizart térfogat, a vonzo tagnal a stirliség
négyzete szerepel, mivel itt két részecske kolcsonhatasat kell figyelembe venni. A fenti
egyenletbol atrendezéssel

P (1 - bg) — ngT —a <g)2 (1 - bg) (6.11)

adddik, amit V3-bel beszorozva, V-re harmadfoki egyenletet kapunk. Ennek megfeleléen
a 6.5 abran lathato izotermakat nyerjiik.

Bizonyos hémérséklet alatt megjelennek tehat olyan izotermék, amelyeknél g—"; > 0,
vagyis az izoterm kompresszibilitdas negativ. Ezek a pontok nem felelnek meg a termo-
dinamikai stabilitas feltételének. Maxwell mutatta meg, hogy ilyen esetben mi fizikai
izotermak meghatarozasanak modszere. Itt is abbdl indulunk ki, hogy koegzisztencia
esetén az egy részecskére esO g szabadentalpidknak meg kell egyezni. Mivel izoterméat
vizsgalunk, nemcsak d/N = 0, hanem d7' = 0 is.
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6.5. abra. A van der Waals gaz izoterméi redukalt dimenzidtlan paraméterekben (6.17).

g= / vdp, (6.12)

ahol v az egy részecskére eso térfogat. A fenti abrabdl kovetkezik a Maxwell-konstrukeié:
a vizszintes izotermat tgy kell behizni, hogy az alatta és a folotte 1évo teriiletek meg-
egyezzenek. A vizszintes szakasz fizikai jelentése értheté: amig koegzisztencia van, a
rendszer térfogatanak valtoztatdsa nem valtoztatja meg a nyomdst, hanem csak a fo-
lyadék gaz-aranyt. A vizszintes szakasszal az izoterma nem-analitikussa valik, tehat a
fazishatart az abran jelzett, harang alakt, koegzisztencia gorbe jeloli ki.

A kritikus pont meghatarozasahoz észre kell venni, hogy itt az izoterma elsé és ma-
sodik derivaltja eltinik. A van der Waals-egyenlettel egyiitt ez éppen harom egyenlet
harom ismeretlenre, aminek megoldasa:

a
1
c = 51> 614
ne =gy (6.14)
8a
kgT. 75 (6.15)
ahonnan
nck;BTc 8
= —. 6.16
0. 3 (6.16)

Ez azt sugallja, hogy minden valédi gaz kritikus paramétereinek fenti kombinaciéja
univerzalis allandéhoz vezet. A kritikus paraméterekkel dimenziétlanna téve a van der
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Waals-egyenletet, anyagi allandoktol mentes allapotegyenlethez jutunk:
3
(p* + 3n*?) (— — 1) = 8T*, (6.17)
n*

ahol p* = p/p., n* = n/n. és T* = T/T,. Ez a megfelelé dllapotok tétele néven ismert
Osszefiiggés azt mondja ki, hogy az in. redukalt mennyiségek felhasznalasaval minden
valédi gaz azonos alaku allapotegyenlettel irhaté le. Azonban ez nem tétel, hanem a van
der Waals-kozelités kovetkezménye, amit kisérletileg ellendrizni kell. Meglepé mdédon
valami igazsidg van benne! Valéban, a kritikus pont kozelében a p*(n*, T*) fiiggvények
azonos alakra hozhatdk, ez azonban kiilonbozik a van der Waals-egyenletbdl kévetkezd
Osszefiiggéstol. Pl. a koegzisztencia gorbe a van der Waals-elméletben parabolikus, a
valésagban ennél jéval laposabb.

*

6.4. Ferromagneses fazisatalakulas

Megfelel6 koriilmények kozott, kolesonhatoé spinek makroszkopikus rendszerében lehet-
séges egy olyan atalakulas, aminek révén a kiilsé tér nélkiili, spontan mégnesezettség jon
létre. Mielott ennek a targyalasaba fognank, tekintsiik a nem kolcsonhaté, racspontokhoz
rogzitett spinek rendszerét!

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az elemi magneseknek (spineknek) csak
két beallasuk lehet, fel vagy le. Kiils6 tér nélkiil a spinek rendezetleniil allnak, a kiil-
sO tér hatasara igyekeznek a térrel parhuzamosan bedllni, ami ered6 magnesezettséghez
vezet. Csak T = 0 hémérsékleten all azonban minden spin parhuzamosan a térrel (ez
az alapdallapot), magasabb hémérsékleten ez a tokéletes rend valamelyest zavart szen-
ved, végiil végtelen magas hémérsékleten eltiinik a magnesezettség, és a spinek teljesen
rendezetleniil dllnak. A rendszer Hamilton-fiiggvénye:

H= —B,qui = —hZSi, (6.18)

ahol csak a tér nagysagat jeloltiik és p az elemi magnesek momentuma, az s; valtozo
pedig +1 vagy —1 értéket vehet fel. Vizsgaljuk ezt a rendszert a kanonikus sokasig
segitségével!

eﬁhzj‘ 93

SR (6.19)

ploi) =
annak a valdszintisége, hogy a 2V spinkonfiguraciébél éppen a o;-vel jelzett valésul meg.
Szamitsuk ki a T homérsékletli rendszerben a magnesezettség varhato értékét! Ehhez
elég meghatarozni egyetlen spin varhaté értékét:
Sy i P

(07) = S P T P g e th(Sh). (6.20)
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Az eredmény természetesen nem fiigg i-t6l. Innen
(M) = Nu(o) = Nuth(Bh). (6.21)

Az izoterm szuszceptibilitast a definicié alapjan szamitjuk:

_ (MY _ |, 0th(Bh) . 2 0th(Bh)
xr(B) = (8B>T_N o8 M on
1
= BNp*(1+ th*(Bh)) = BNMQChQ(W- (6.22)
Ebbél a képlethsl adédik a
xr(B = 0) = BN (6.23)

alaki Curie-torvény, ami azt mondja ki, hogy paramdgneses anyagoknél, (ahol a kol-
csonhatds az elemi magnesek kozott elhanyagolhatd) a zérus kiilsé tér melletti izoterm
szuszceptibilitas a homérséklet inverzével aranyos, mint azt a 6.6 dbra szemlélteti.

5 |
Xy

6.6. dbra. Paramégnes szuszceptibilitasa (6.23).

Tekintsiink most mar egy ferromagneses anyagot. Ilyenkor az elemi magnesek kozotti
kolesonhatas miatt spontan, kiilsoé tér nélkiili magnesezettség alakulhat ki az anyagban.
Az egyszer ség kedvéért tekintsiink egy er6sen anizotrop, csak kétféle bedllast megenged
magnest. A megfelel fazisdiagram a 6.7 dbran lathato.

A 6.7 dbran a bal oldali diagrammon a vastag vonal a fazishatar, amelynek két oldalan
kiilonboz iranyu spontan magnesezettséget tapasztalunk, és az egyikrol a masikra vald
atugras nyilvan nem analitikus fiiggvénnyel irhaté le. Ugyanakkor azt is latjuk, hogy
— analégiaban a folyadék-gaz atalakulassal — a fazishatar itt is egy kritikus pontban
végzodik, T.-ben. Ennél, i.n. Curie-hémérsékletnél magasabb hémérsékleten nincsen

o7



6.7. abra. Ferromdagneses fazisdiagram. Bal: B — T diagram. A kritikus pont kor-
bejarhatd. Teehat homérséklet emelésével fazisatalakulds nélkiil is at tudunk jutni a
fazishataron. Jobb: M — T diagramm kiilonb6z6 kiilsé magneses tér mellett, zold zérus,
kék Kkicsi, piros nagyobb kiilsé méagneses térhez tartozo fazishatarok.

spontan méagnesezettség. Ezt a pontot megkeriilve (1d. a szaggatott vonalat) analitikus
ut mentén el lehet jutni az egyik iranyd magnesezettségbol a mésik irdnytba. Erdemes
a magnesezettség — homérséklet diagramot is felvenni ldsd 6.7 jobb oldali abra.

A spinek kozotti kolesonhatas lefrasanak legegyszertibb mikroszkopikus modellje az
Ising-modell:

H=-J]Y ow0;—hY o (6.24)
(i) d
ahol (ij) azt jelenti, hogy az els6 szomszéd parokra kell 6sszegezni a racsban, vagyis rovid
hatétavolsagu kolecsonhatast vezettiink be, J a kolesonhatés, amit kicserélodési integral-
nak is szoktak nevezni, utalva a magneses kolcsonhatas kvantummechanikai eredetére.
Alapvetd kérdés, hogy kialakulhat-e ilyen rovid hatotavolsagi rendszerben hosszu tavi
rend. Ahhoz, hogy kiils6 tér nélkiil ered6 (spontan) mégnesezettsége legyen a rendszer-
nek, ilyen hosszi hatotavolsagu rendre van sziikség, hiszen a véges méretili, akar egy
iranyban all6 domének a TDL-ben kioltjak egymast.

Elemezziik a fenti magneses modellt kiilsé tér nélkiil a Boltzmann-féle rendezodési
elv alapjan! A legalacsonyabb energiaju, u.n. alapallapotban minden spin egy irany-
ba mutat. Ilyen allapotbdl ketté van, az egy spinre es6 entropia a TDL-ben eltiinik.
Alacsony hémérsékleten a szabadenergia minimumat az energia-tag uralja, és a spinek
tobbsége egy iranyba mutat. A homérséklet emelésével egyre fontosabba valik az entro-
pikus tag, egyre jobban szétzilalodik a rend, mig végiil a Curie-pontban teljesen eltiinik.
Nagy kérdés, hogy mekkora homérséklet kell ahhoz, hogy szétzilalédjék a rend — errol a
fenti, kvalitativ megfontolas nem mond semmit. Lehet, hogy mar tetszélegesen kis po-
zitiv hémérséklet elég? Az egydimenziés modellt viszonylag kénnyen meg lehet oldani,
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és kideriil, hogy ott valéban ez a helyzet: nincsen 7' > O-ra spontan magnesezettség.
Természetesen az egydimenzios spinlanc rendjét a legkonnyebb elrontani. Mi a hely-
zet a kétdimenziés modellel? Ez mar nem egyszerti probléma, de a matematikai fizika
egyik nagy diadalaként Onsagernek sikeriilt megoldania. Kideriilt, hogy a kétdimenzids
Ising-modellnek van nemtrivialis Curie-pontja! Ezt a szdmitast nem kovetjiik, hanem
egy széles korben alkalmazhat6, w.n. &tlagtér (mean field) kozelitéssel fogjuk lefrni a
ferromédgneses atalakulast. A ferromagneses atalakulasok esetében ezt Weiss-elméletnek
hivjak.

Térjiink vissza a teljes Ising Hamilton-fiiggvényhez! Vegyiik észre, hogy az atirhaté

a kovetkezo alakra:
J

7 j=NN;
ahol a masodik Osszegzés az i-edik spin els6 szomszédaira (next nearest neighbor) terjed
ki. Ez a kifejezés tigy olvashatod, hogy a o; spinre egy

J
hew = h+ 3 > o (6.26)

J=NN;

effektiv tér hat, vagyis a kiils6 téren kiviil a szomszédos spinek lokalis, vagy molekularis
tere. A kozelités abban all, hogy ezt a teret atlagosan vessziik figyelembe (Weiss-féle
atlagtér elmélet):
mf—h+—za]_h+—< ), (6.27)
7=NN;

ahol z a koordinaciés szdm, és megjelent (az elvben a probléma megoldasdbél ad6dé) spin
varhaté érték. Ugy tesziink, mintha mar ismernénk ezt az értéket! Ekkor egy fiiggetlen
spinekbdl allo rendszerhez jutottunk, aminek Hamilton-fiiggvénye:

H=—hny o (6.28)
Ennek a megoldasat azonban ismerjiik:

(o) = tanh [5 (h + % >>] (6.29)

ami most egy implicit egyenlet (o)-re, vagyis a mdagnesezettségre (M = Npu(o)). A
megoldast a 6.8 abra grafikusan szemlélteti.

A 6.8 4brén az y = (o) egyenest is dbrazoltuk. A grafikus megoldds ennek az egyenes-
nek és a tanh gorbének a metszéspontjaibdl adodik. Latszik, hogy 5 = 1/kgT értékétol
fiiggéen lehet 1 vagy 3 megoldés (ez emlékeztet a van der Waals-dllapotegyenletre!). A
tanh fliggvény derivéltja az origéban .Jz/2. Magas hémérsékleten a derivalt kisebb,

99



tanh ({a)T,./T)

6.8. abra. A (6.29) egyenlet grafikus szemléltetése.

mint 1 és csak 1 megoldas létezik. Alacsony hémérsékleten a derivalt nagyobb, mint 1,
vagyis 3 megoldas létezik. Ezek koziil az egyik, a (o) = 0-hoz tartozo instabil, amint azt
késébb be fogjuk latni. Az el nem tiiné magnesezettséget jelent megolddsok mutatjak,
hogy ferromagneses fazissal van dolgunk. A Curie-pontnal a derivalt éppen 1, vagyis

J
kT, = 72 (6.30)

adédik.

6.9. abra. Kvazi-egydimenzis racsszerkezet, a kétdimenzids négyzetracs z = 4 koordina-
cios szamaval.

Vegyiik észre, hogy ebben a kifejezésben nem szerepel a rendszer dimenzidja, csak
a koordinécids szam, pedig lattuk, hogy pl. egy dimenzidoban nincsen 7" > 0 esetén
ferromagneses rend. Tekintsiik a 6.9 abran lathatd, kvazi-egydimenzids elrendezést!

Ez a létra egy végtelen racs darabja, amelyen a koordinacios szam ugyanigy 4, mint
a négyzetracson, vagyis az atlagtér elmélet ugyanazt a kritikus pontot eredményezi. Meg
lehet azonban egzaktul mutatni, hogy egy ilyen végtelen 1étran a termikus fluktuaciok
ugyanugy leromboljak a ferromégneses rendet, mint az egydimenzids végtelen lancon.
Vagyis alacsony dimenzioban az atlagtér kozelitéssel baj van. Mi ennek az oka?
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Az alkalmazott kozelités lényege, hogy a vizsgdlt o; spin koriili szomszédos spineket
nem egzaktul, hanem csak atlagosan vessziik figyelembe, vagyis elhanyagoljuk a fluktu-
aciokat. De éppen a fluktudciok felel6sek a rend szétzildlasaért! Minél alacsonyabb a
dimenzid, anndal nagyobb jelentosége van a fluktuacioknak.

Latjuk, hogy — egyezésben a kétdimenzids egzakt eredménnyel (valamint a magasabb
dimenziés numerikus szamitdsokkal) — az dtlagtérelmélet fazisdtalakuldshoz vezet T' > 0
Curie-hémérséklettel. Nézziik meg, mi adédik a szuszceptibilitasra! Eloszor fejezziik ki
a h teret a (o), vagyis lényegében a mégnesezettség segitségével!

J
h = kgTartanh(o) — 72<a) (6.31)
Amibol meghatarozhaté a szuszceptibilitas:
oM (o) 5 (0{0)
=(—] =Nu|—==) =N —t 6.32
we(Gm), oo Gn), v (5), oo

(o)

-2 -15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2

6.10. abra. Az atlagos magnesezettség magneses tér fiiggése kiilonbozé hémérsékleten.

A 6.10 abréan latszik, hogy h = 0-hoz T > T esetén egy, T' < T.-nél harom megoldés
tartozik, osszhangban a korabbiakkal. Tudjuk, hogy a fluktuaciok és a szuszceptibilitds
kozotti kapesolat révén xyr > 0, tehat az alacsony hémérsékleti fazisban az izotermakon
termodinamikailag nem stabil allapotok jelennek meg, teljes analégiaban a van der Waals-
elmélettel. Ezért mondhattuk, hogy a (o) megoldas a ferromagneses fazisban instabil.
A Maxwell-szerkesztés itt a szimmetria miatt nagyon egyszerti: a h = 0 tengelyen kell a
két stabil megoldést fiiggélegesen Gsszekotni (1d. 6.10 dbra).

Szamitsuk ki, hogyan fiigg a spontan méagnesezettség (h = 0) a hémérséklettol a kriti-
kus pont kozelében. Ilyenkor a magnesezettség kicsi és a tangens hiperbolikus fiiggvényt
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(o)-ban harmadrendig sorba fejtjiik és figyelembe vessziik, hogy T — T, is kicsi:
Jz Jz 1 Jz K
= tanh | f— ~ (o) — = | B—= ~
(o) = tant (55 (0)) = 55 0) — 5 (55400

~(o) (1 _L ;T) - %(0>3, (6.33)

amibol

(6.34)

vagyis a magnesezettség gyokosen indul a kritikus homérséklettol lefelé.

A stabilitdsi kritériumnak nem mondanak ellent a A~ = 0 vonalon tul taldlhatd, de po-
zitiv szuszceptibilitasu pontok. Ezek nem egyensilynak, hanem metastabil allapotoknak
felelnek meg. Segitségiikkel kvalitativ képet lehet a hiszterézisrél nyerni (1d. szaggatott
vonalak). A valdsdgban a hiszterézis bonyolultabb jelenség, amelyben a doménszerkezet
és a szennyezOk fontos szerepet jatszanak.

Az 6.10 abrardl latszik, hogy a kritikus izoterman a zérus térhez tartozd szuszcepti-
bilitds végtelenné valik. Szamitsuk ki, hogyan. Fejtsiik sorba a (o) (h) fiiggvényt:

() = tanh [ﬁ <h+ %(a))} ~ 3 (h+ £<<7>) :

2
o) (1- 5% ) = to)ka(r ) =
oh
o] = k(T —T.), (6.35)
ahonnan
(oM L, (9(o)\ _ Np* 1
o (), (), o

Azt latjuk tehat, hogy a szuszceptibilitas divergal a Curie-pontban, ami a magne-
sezettség minden hatdron til névekvo fluktudcidira utal. Ez ismét ramutat az atlagtér
megkozelitésben rejlé ellentmondéasokra: Abbdl indulunk ki, hogy a fluktudcidkat el le-
het hagyni, és arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy nagyon fontosak, sét végtelen nagyok
lehetnek, legalabbis a kritikus pont kozelében.

A mégneses fazisdtalakulds azonban nemcsak analdg a folyadék-gaz dtalakulassal,
hanem kiilonbozik is attol. A folyadékéllapot és a gazallapot azonos szimmetridju. Az
Ising-modellnek h = 0 mellett van egy alapveto szimmetriaja: Az energia nem valtozik,
ha minden spint megforditunk. 7' > T, esetén nincsen spontan magnesezettség, vagyis
a rendszer allapota tiikkrozi a Hamilton-fliggvény szimmetriajat. Alacsony homérsékle-
ten, a ferromagneses fazisban a vagy pozitiv, vagy negativ magnesezettség alakul ki —
hogy melyik, azt fluktuacidk, vagy az kiilonben elhanyagolhaté jelentoségti hatarfeltétel
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donti el. Mivel itt a szimmetria Ggy sériil, hogy nincsen jelen a Hamilton-fiiggvényben
a szimmetria-sérto kiilsé tér, a jelenséget spontan szimmetria-sértésnek hivjak. Ez fon-
tos fogalom, amely kulcsszerepet jatszik a szupravezetéstol a részecskefizikdig szamos
elméletben.

6.5. A fazisatalakulasok Landau-elmélete

A ferromagnesség példa a rovid hatétavolsagu kolesonhatdsok kovetkeztében, kooperativ
hatasra, fazisatalakulds soran kialakul6é hosszu tavi rendre. Ilyenre szamos példa van,
és célszerlinek latszik egységes elméletbe foglalni 6ket, amint azt Landau tette. Minde-
nekel6tt be kell vezetni a 6 rendparaméter fogalméat. Ez a mennyiség a kialakulé rend
mértékére jellemzo és tiikrozi a fazisatakulas soran sériilé szimmetriat. Pl. a ferromég-
neses atalakuldsnal természetes rendparaméter valasztds a § = (o) (vagyis lényegében
az egy spinre juté magnesezettség), amely a rendezetlen, magas hémérsékleti fazisban
eltiinik, majd a kritikus, Curie-ponttdl kezdve fokozatosan novekszik, mig nulla hémér-
sékleten eléri a maximalis értéket:

(o) =1 (6.37)

Elsérendi fazisatalakulasnal a rendparaméternek ugrasa van, mig masodrendi at-
alakuldasnal folytonosan valtozik. Szokas ezért a masodrendii fazisatalakulasokat folyto-
nosaknak is nevezni. A ferromégneses fazisdiagramon (6.11 dbra) bemutatunk els6- és
masodrendii atalakuldsokhoz tartozé utakat.

B 9 8

1
— I

-

6.11. dbra. A ferromagneses atalakuldasok rendje.

A folyadék-gaz atalakulasnal szimmetria nem sériil, de ott is be lehet rendparamétert
vezetni: # = n — n,, vagyis az aktudlis és a kritikus stirtiség kiilonbségét. Pl. a térfogat
véltoztatdsdval T' < T, esetében a rendparaméterben ugras 1ép fel (elsérend dtalakulds).

Landau nyoman vizsgaljuk az egy részecskére esé f szabadenergiat a rendparaméter
fiiggvényében. Olyan alakot tételeziink fel, amelyik altalanosan leirja a fazisatalakuldst:
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f=fo+ AT —T.)0° + BO" — ho, (6.38)

ahol az egyszerliség kedvéért a rendparaméterhez konjugalt, szimmetriasért intenziv teret
h- val jeloltiik. Itt A-t és B-t allandonak tekintjiik, noha természetesen az atalakulas
szempontjabol lényegtelen, gyenge hémérséklet-fiiggésiik lehet. Tekintsiik el6szor a h = 0
esetet 6.12 abral

25 T T T 10 T T T
f T<T. 1 T<T,

20 | >T, i g |

15 | 8 6

10 | 8 4 1
50 ] 2r 1
0 0

_5 1 1 1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1 1 1
2 15 -1 05 0 05 1 15 2 2 15 -1 65 0 05 1 15 2

6.12. dbra. Az egy részecskére esd szabadenergia a Landau-modellben. Bal oldalt: kiilsé
tér nélkiil h = 0, jobb oldalt: pozitiv kiilsé tér mellett h > 0.

Az egyensilyt a szabadenergia minimuma tiinteti ki. A kritikus pont f6lott egyetlen
minimum van, ami megfelel a rendezetlen fazis szimmetrikus megolddsanak. A kritikus
pont alatt 3 egyensulyi helye van a szabadenergia-fiiggvénynek, ezek koziil egy, a szim-
metrikus instabil, a mésik ketté stabil és szimmetria-sérté (mivel csak az egyik valésul
meg).

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha bekapcsoljuk a szimmetria-sérté teret. 7' > T,
esetében egyszertien eltoldédik a szabadenergia minimuma, annak megfeleléen, hogy a
kiils6 tér hatasara a rendparaméter nem nulla értéket vesz fel. T < T, esetén a 6.12
abra szerint alakul a helyzet. A megoldas egyértelmii, és tiikkrozi a tér szimmetria-sérto
hatasat, de latszik, hogy -— legaldabbis nem tul nagy tér esetén — van egy masik minimum
is, ami a metastabil allapotnak felel meg.

A Landau-szabadenergia alapjan egyszeriien lehet szamitani az egyes mennyiségek
viselkedését a kritikus pont kozelében. Eloszor legyen h = 0. A rendparaméter egyensulyi
értékét differencidlassal kapjuk meg:

of

5 2A(T — T.)0 + 4B6® = 20| A(T — Ty) + 2B6* = 0, (6.39)
ahonnan 7' > T, homérsékletre adodik a # = 0 megoldas, T < T, esetén pedig:
A
0=1—=(T.—-1T). A4
ST T) (6.40)
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Vagyis a rendparaméter gyokosen novekszik a kritikus pont alatt. A ,szuszceptibilitas”
szamitasdhoz kis kiilso teret tekintsiink, és hanyagoljuk el a rendparaméter magasabb
hatvanyait:

af
— =2A(T —-T.)0 — h = A1
o s -Typ-n=0, (6.41)
ahonnan 90 )
Xt _ (oY -t
N (%)T 2A(T —T,)’ (6.42)

egyezésben a Curie-Weiss-torvénnyel. Mivel a Landau-elmélet altalaban a fazisatalaku-
lasokra vonatkozik, a szuszceptibilitast itt altalanos értelemben kell hasznalni. Példaul
a folyadék-gaz atalakuldskor a kiilsé tér lényegében a kémiai potencial, a szuszceptibi-
litdsnak az izoterm kompresszibilitas felel meg. Ha a van der Waals elmélet alapjan
kiszamitjuk a kompresszibilitast, a Curie-Weiss torvénnyel analég kifejezést kapunk.

Latjuk tehat, hogy a Weiss-féle atlagtérelmélet, a van der Waals elmélet, ill. a
Landau-elmélet nagyon hasonlé eredményekhez vezet. Szokés ezeket az elméleteket (és
a tovdbbi hasonldkat) egységesen atlagtérelméleteknek nevezni, mert valéban kozos vo-
nasuk, hogy elhanyagoljak a fluktuaciokat. Ez explicit a Weiss-elméletben. A van der
Waals-elméletbe ott jon be, hogy csak az atlagos a, b paraméterekkel vettiik figyelembe
a parpotencial hatdsat. A Landau-elméletben nem is jel6ltiik, hogy valéjaban amikor a
rendparaméter egyensilyi értékét hatarozzuk meg, akkor varhato értéket szamitunk és
pl. a mégnesezettség szdmitdsandl implicite feltettiik, hogy (0)? = (9%). Ugyanakkor
valamennyi atlagtérelméletben egységesen a kritikus pontban divergalt a fluktuaciokra
jellemz6 szuszceptibilitas! Lattuk, hogy

X =& [ Cutrrar = s, (6.43)

Ha tehat ez a mennyiség a kritikus pontban végtelenné valik, akkor az integralnak diver-
galnia kell. A korrelacios fiiggvényrol feltehetd, hogy nagy tavolsdgban lecseng, hiszen
ilyenkor fiiggetlenné vélnak a fluktuaciok egyméastol. A legegyszeriibb feltenni, hogy a
korreléltsag egy véges, hémérséklettdl (és a kiilsd tértél) fiiggd, & hosszisaggal jellemez-
heto tartomanyra jellemzo6, vagyis

Ogg X B_T/E(T), (644)

ahol £ az i.n. korrelacios hossz. Az integral £ minden véges értékére konvergens, vagyis
ahhoz, hogy a kritkus pontban divergaljon, h = 0-ra fenn kell &llni, hogy

lim &(T) = o0 (6.45)

T—Te.

Vagyis egyre nagyobb kiterjedés tartomanyok fluktuaciéi lesznek korreldltak. (Ahhoz,
hogy a korrelaciok még a kritikus pontban is lecsengjenek a fenti exponencialis alakot
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atlagtér | Ising d = 2 | Ising d = 3 | folyadék | anizotrép | izotrép | Heisenberg
gaz magnes | magnes d=3
6] 1/2 1/8 0.33 0.34 0.33 0.37 0.37
1 7/4 1.24 1.27 1.27 1.4 1.4

6.1. tablazat. Kritikus exponens néhany fontosabb atalakulédsra.

meg kell egy hatvanyfiiggvénnyel szorozni.) A fazisatalakuldsok modern elmélete éppen
ezt a divergald karakterisztikus hosszisagot allitja a kozéppontba, aminek a segitségével
szemléletes kép alakithaté ki a kritikus pontbeli rendszer énhasonlosagardl. Az erre a
képre épitett elmélet segitségével meg lehetett a magyardzni kovetkezoket.

Az atlagtérelméletek a termodinamikai mennyiségek viselkedésére hatvanyfiiggvénye-
ket adnak. Ez 6sszhangban van az elméleti modellek egzakt és numerikus megoldasaival,
valamint a kisérleti eredményekkel, azonban az exponensek szamszerii értékei eltérnek az
atlagtérelmélet joslataitol. Az atlagtér elméletek szuperuniverzalitdast jésolnak: megfelel
,szotar” bevezetése utan minden fazisatalakulas ugyanigy leirhatd, sot ez dimenziétol
fiiggetleniil érvényes. Lattuk, hogy a dimenzié szerepe nagyon fontos, akar a fazisat-
alakulas 1étét befolyasolhatja. A valésdgban van univerzalitas, egymastol nagyon eltérd
atalakuldsok (pl. erdsen anizotrép méagnesek és a folyadék-gaz dtalakulds) megfeleld
exponensei megegyeznek. Azonban nincsen szuperuniverzalitds, hanem univerzalitasi
osztalyok vannak, amelyeken beliil ez az egyezés igaz, de kiilonb6z6 univerzalitdsi osz-
talyokhoz tartozo exponens-csoportok eltérnek. A modern elmélet a tapasztalatokkal
Osszhangban

e feltarta, hogy az univerzalitasi osztalyok, amelyek exponensek egy csoportjaval
jellemezhetok a dimenziétol és a rendparaméter szimmetridjatol fiiggenek;

e cljarast adott az exponensek kiszamitasara.

Vezessiik be a

T-T,
= = 6.46
- (6.40)
jelolést. Néhany exponens szokasos definicidja a kovetkezo h = 0 esetén:
0~ (—7)°
X~
§~ T (6.47)

A 6.1 tablazat néhany exponens értékét foglalja Gssze.
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II. rész

Kvantumsokasagok
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7. fejezet

Kvantummechanikai allapotok,
kvantumsokasagok

A kovetkezokben megvizsgaljuk, hogy milyen kévetkezményei vannak a kvantummecha-
nikanak a statisztikus fizikara nézve. Egyensilyi rendszerekkel foglalkozunk. A {6 fel-
adatok a kovetkezok:

1. Meg kell hatarozni a statisztikus fizika klasszikus bevezetésénél definidlt fogalmak
megfelel6it.

2. Le kell vonni a kvantummechanikai szimmetridk kovetkezményeit (a részecskék
megkiilonboztethetetlensége, a hullamfiiggvény ebbdl ered6 szimmetriatulajdonsa-

gai).

7.1. Kvantumsokasagok

A kvantummechanikaban fel kell adnunk a mikroéallapotoknak a fazistér bizonyos pont-
jaival val6 azonositasat. Nem hasznalhato a trajektéria fogalma, az impulzus és a koor-
dinata kozott hatarozatlansagi relacié all fenn.

A mikroallapotokat kézenfekvo a kvantummechanikai allapotokkal azonositani. A
kvantummechanikdban is sokasagokkal dolgozunk: feltessziik, hogy azonos makroallapo-
t1 rendszerek sokasagat vizsgaljuk, ugy hogy a sokasag elemei kiilonbozé mikroallapo-
tokban lehetnek. Az egy adott mikroallapothoz tartozé elemek szamanak relativ silya
megegyezik azzal a p; valészinliséggel, hogy az adott makrojellemzdkkel leirhaté rendszer
az 1 kvantumszammal jellemezhet6 allapotban van.

Tekintsiik el6szor a zart rendszer esetét (mikrokanonikus sokasdg). Egy zart rendszer
lehet pl. energia-sajatallapotban, és abban is marad, ha kolcsénhatast nem kapcsolunk
be. Valdjdban azonban itt is csak annyit tudunk megkovetelni, hogy a rendszer energi-
aja egy (E,F + §F) intervallumban van. A kordbbi érvek (teljes lezardsrél nem lehet
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gondoskodni, mérési pontatlansag) mellett az energia és a megfigyelési id6 kozotti haté-
rozatlansagi relacio is ezt tamasztja ald.

Lattuk a Liouville-tétel kapcsan, hogy klasszikusan a zart rendszerbeli eloszlas csak
az energiatol fiigg. Be lehet latni, hogy ez kvantummechanikailag is igy van, és ennek
megfeleloen ki lehet terjeszteni az egyenlo valészintiségek elvét:

Q(E,0F)

1 ha F < FE; < E+0F,
Pi = e (7-1)
0 kiilonben.

Az entropia, a hémérséklet alakja azonos a korabbival.
Ha a rendszer hétartallyal all kapcsolatban, akkor a korabban bemutatott gondolat-
menethez teljesen hasonlé médon kapjuk a kanonikus eloszldast:

o—FEi/kpT o—FEi/kpT
,01' et Z = Z 7Ej/k‘BT' (72)
;€
Attérve az energia szerinti dsszegzésre:
E *E/kBTdE E *E/kBTdE
p(E)aE = Y __wlBe (7.3)
Z Jo w(E)e E/keTdE
ahol Z az allapotosszeg, amelyre természetesen érvényes az
F=—-kgTlhZ (7.4)
Osszefiiggés.
A nagykanonikus eloszldsra
1
pNi = Eefﬂ(ENruN) (7_5)

adddik, ahol

z i Z e PEN—pN) _ i PN 7 (7.6)
j N=0

=0

a nagykanonikus &allapotosszeg (p a kémiai potencial). Valtozatlanul & = —pV =
—kpTIn Z. A kvantummechanikai (7', p, N) sokasdg meghatdrozdsa hazi feladat. A
fluktudciokra vonatkozé éltaldnos osszefiiggések valtozatlanul érvényesek, amint ez a
képletek alapjan konnyen belathatoé.
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7.2. A termodinamika harmadik fotétele

A harmadik f6tétel kisérleti tény, azonban ellentmond a klasszikus statisztikus fizikdanak:
elegendd az ekviparticié tételére gondolni. Térjiink azonban vissza az alapokhoz, és
vegyiik figyelembe a kvantummechanikat! A Boltzmann-osszefiiggés szerint:

S = kI Q(E,SE). (7.7)

ElegendoGen alacsony hémérsékleten a betoltés egyre inkabb az alapallapot felé toldédik
el. Végiil T'= 0-n a rendszer alapéllapotba keriil. Ennek alapjan a harmadik fotétel

lim S =0 (7.8)

T—0

azt fejezi ki, hogy a (makro) rendszerek alapallapota nem degenerdlt. A harmadik f&tétel
fenti megfogalmazdasa azonban csak tiszta, homogén anyagokra érvényes, ellenkezé eset-
ben egy véges keveredési entropia-jarulék adédik. Valéjaban nem kell a tiszta rendszertél
sem megkovetelni, hogy egyetlen alapallapota legyen; a megfeleld 6sszefiiggés:

lim 2 — (7.9)

vagyis a rendszer alapallapota nem lehet makroszkopikusan degeneralt. Ez a tapaszta-
latok szerint a kvantummechanikai makrorendszerekre igaz.

T

\

7.1. abra. Az adiabatikus leméagnesezés sematikus abréja.

A mér idézett

e
S(T) = Sy + / S g (7.10)
o 17
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Osszefiiggéshdl kovetkezoen a hokapacitas a 7' — 0 limesben eltlinik.

A harmadik fotételt szokas ugy is megfogalmazni, hogy az abszolit zérus homérséklet
nem érhetd el véges szamu lépésben. Ezt az uin. adiabatikus lemagnesezés (7.1 dbra)
példajan fogjuk bemutatni.

Az x = (y,2), y = (2,2) és z = (x,y) fuggvények megvaltozdsai kozott fenndll a

kovetkezd Osszefiiggés:
ox 0z Jy
— — — ] =-1 7.11
(5), ). ().~ T

@6,

ahol a bal oldal els6 tényezbje a stabilitas miatt pozitiv. Tehat a (g—T)S és a (g_S)T

eléjelei ellentétesek.
Az adiabatikus lemégnesezés segitségével hiitheto a rendszer.

amibdl
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8. fejezet

Kvantumstatisztikak, idealis
kvantumgazok

Eddig csupéan azzal foglalkoztunk, a kvantummechanikai allapotok alapvetéen kiilonboz-
nek a klasszikus fizikaiaktél. A kvantummechanikai szimmetridknak azonban tovabbi,
mélyrehaté kovetkezményei vannak. Lattuk mar, hogy a Gibbs-paradoxon feloldésa-
hoz hivatkoznunk kellett a részecskék megkiilonboztethetetlenségére. Ez a tulajdonsag a
hullamfiiggvény szimmetriajat is meghatarozza két részecske felcserélésével szemben:

Pra|p(x1,02)) = | (22, 11)) = E[Y(21, 72)). (8.1)

Ha a P felcserélési operator sajatértéke +1, akkor bozonokrdl (ezek az egész spint
részecskék), ha —1, akkor fermionokrdl beszéliink (ezek a félegész spinii részecskék). Az
utobbiaknal érvényes a Pauli-elv: vagyis két részecske nem lehet azonos kvantumme-
chanikai allapotban. Ha idedlis kvantumgdzunk van, amikor a részecskék fiiggetlennek
tekinthetok, akkor az N részecske hullamfiiggvényt az egyrészecske hullamfiiggvények
szorzatainak linearkombinacioibdl kell kikeverni, gy, hogy a fenti szimmetria teljesiil-
jon.

N
AN =3[, (8.2)
i=1
példaul
~2
- p
v ==, 8.3
w=L (33)
Legyen:
P[(N)’@m(ia U)> = 5m’@m(£a U)> (84)



Ekkor

[V (21, 0,29, 0,...,25,0)) = Slater|wm, (21, 0)Pms (X9, ) ... Oy (X, 0)) (8.5)

fermionokra, illetve egy hasonld, szimmetrizalt kombinacié bozonokra. A Slater-determinans
hasznalata biztositja a Pauli elv teljesiilését. Az 6sszeg minden tagjara:

H™ 0 (21, 0) Py (29, 0) - . . Py (T, 0)) =
N

= E 8mi

i=1

Pmy (ED a)SOmz (£27 0) c- Py <£N7 0>>7 (86)

tehat

N
P[(N)’wm(Qh 0,Z9,0,...,ZnN, J)) = (Z 5m1'> ‘wm(zlv 0,29,0,.--3ZN; U)> (8'7)
i=1

Tehat a hullamfiiggvény részletei a mikroallapot meghatdrozasa szempontjabdl 1ényeg-
telenek, csak az szamit, hogy hény részecske van egy egyrészecske-dllapotban. FEzt a
betoltési szamot n,,-mel jel6ljiik és nyilvan (lasd még 8.1 dbra):

0,1 fermionok,
Ny, = (8.8)
0,1,2,3,... bozonok
esetében.
Bozon Fermion
m 1 2 3 4 5 m 1 2 3 4 5
B0 .
LM T
a0 4 1 0 5 no 0 1 1 0 1

8.1. dbra. A betoltési szam sematikus dbrazolasa fermion és bozon esetén.

A betoltési szamokkal a rendszer jellemz6it ki lehet fejezni:
N = Z Nms (8.9)
E=> fmem. (8.10)



Kérdés, hogy mi a betoltési szamok varhaté értéke adott hémérsékleten. Az egyszerliség
kedvéért a nagykanonikus sokasdgbol indulunk ki.

Z = f: eﬁMNZN = io: eB“N Z e—ﬁzmnm&n _
N=0 N=0

{nm}
Z nm=N
_ Z 0B o (em—p) _ Z Hefﬁnm Em—H) (8.11)

Az utolso kifejezést irjuk ki részletesen!

Z H G*Bnm(imfﬂ) — e*ﬁ”o@o*#)efﬁnl(el*#) . efﬂnm(sm*#) cee 4

{nm} m

+ e Pnoleo—p) p=Pri(e1—p)  o=Bnp(em—n) | . + e~ Png(co—n) .(8.12)

Rendezziik &t ezt az osszeget! (Természetesen fermionoknal csak 0, vagy 1 lehet a betol-
tés,

(1+ e~ Bleo—n) 4 o=B2(e0—p) 4 )
O Mmax

(1+e Pller—n) 4 o=B2(e1—n) H Z e~ Blem—m) (8.13)

m=0 n

Valéban, ha kifejtjiik a fenti szorzatot, a megel6z6 1épésben szerepld Osszeg valamennyi
tagjat megkapjuk. Bevezethetok az adott m kvantumszamhoz tartozé 2, allapotossze-
gek.

z {27110 e Plem—n) = 1 4 g=Blem—n) fermionokra, (8.14)

S0 e PnlEmmi) = (1 4 e AlEm—mw)—1 bozonokra.

Az utolsé lépésben egy geometriai sort kellett felosszegezni, aminek konvergenciafeltétele
megkoveteli, hogy p < 0 legyen, hiszen a sornak ¢y = 0 esetben is konvergdlnia kell.
Ez e kovetelmény csak akkor érvényes, ha a részecskeszam varhatd értékét allandénak
kell venniink. A teljes allapotosszeget a kiilonbozé allapotok allapotosszegeinek szorzata
adja:

Z = ﬁ Z,,. (8.15)

m=0

Az adott egyrészecske kvantumallapot betoltési szamanak varhato értékét a rész-
allapotosszegek ismeretében ki lehet szamitani:

P = <881;5) , (8.16)
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Fermi—-Dirac Bose—Einstein

8.2. dbra. A kiillonbozd betoltési szamok osszehasonlitdsa kiillonbozd hémérsékleten.

ahonnan

1

= e L1 (8.17)

T_Lm
ahol most és a tovabbiakban a fels6 miiveleti jel a fermionokra,az alsé pedig a bozonokra
értendd. Ez mennyiség tehat az adott egyrészecske kvantumaéllapotban tartézkodo ré-
szecskék atlagos szamat adja meg. Szokas pongyola mdédon ezt eloszlasnak nevezni; a
fermionokra a Fermi-Dirac, a bozonokra a Bose-Einstein eloszlds vonatkozik. A betoltési
szamok eloszlasat a 8.2 abra szemlélteti.

Az atlagokra is érvényesek a kordbban bemutatott egyenletek:

N=> np (8.18)
E=> fimem (8.19)
) (8.20)

Ezeket az egyenleteket tgy lehet értelmezni, hogy a rendszerben 1évé részecskék sza-
manak varhato értéke, ill. a rendszer atlagenergidja meghatarozzak az eloszlasokban
paraméterként szereplo homérséklet és kémiai potencial értékét.

8.1. Osszegzés és integralas

Gyakran el6fordul, hogy valamennyi egyrészecske kvantumallapotra osszegezni kell. Ezt
ugy jeloltiik, hogy >, de az m kvantumszam itt valamennyi kvantumszamot egyiittesen
jeloli, az allapot egyértelmi indexe. Pl. ha dobozba zart részecskéket tekintiink, akkor az
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My, My, M, kvantumszadmok mellett a o spinkvantumszamot is beleértjiik. Az e, energia
gyakran fliggetlen spinkvantumszamtol, ilyenkor a spin csak egy g = (2s + 1)-szeres
degeneraciot jelent, ahol hs a spin z-komponensének maximalis értéke.

Vaélasszunk periodikus hatarfeltételt!

h
vagyis
Lip,
m, =1 (822
Innen I
Am, =1= EApm. (8.23)
Ha a térfogattal tartunk végtelenhez, az 6sszeghdl integral lesz:
% Vv
> = 975 > ApAp,Ap. — gﬁ/d?’p. (8.24)

Ha az integrandus csak az energiatol fiigg, akkor a szogek szerinti integralast el lehet
végezni:

v
g354mp*dp = p(e)de, (8.25)
ahol az egyrészecske allapotsiiriiség
4 5 dp
ple) = gﬁélwp I (8.26)
Feltéve, hogy
2
p
= 8.27
‘) = L (5.27)
vagyis
p=V2me, (8.28)

kapjuk, hogy

p(e) = g27V (Q—m)m Ve. (8.29)

h2
Az atlagos részecskeszamra, illetve energidra ez a kovetkezd formuldkhoz vezet:
V= g L gy [T o)
N_gﬁ/mdp_/o B L 1’ (8.30)
3 14 e(p) 3 * ep(e)de
b=95s emew——MﬂW—/o pEErEm (8.31)
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8.2. Allapotegyenlet

Szamitsuk ki az idealis kvantumgazok nagykanonikus potencidljat:

= —kpTZ=—kT» Z, =FksT Y In(l e ) (8.32)

Mivel & = pV/,

pV = £kpT Y In(1 4 e Eem), (8.33)

Ez az 0sszeg atalakithato integralla:

V o
PV =+hpTgss 0 4rp* In(1 + e PE@=1qp, (8.34)
Integraljunk parcialisan! Legyen
4
v = §7Tp2 (8.35)

4 B(e(p)—n) de 1 o
U= T eemem g, = T

(8.36)
A Kkiintegralt rész nem ad jarulékot, mert p3ln(1 4+ e #E@~1) a két hatdron (0 és oo)
elttinik.

Vo1 4m [ .2 Vo [® 2 _
=4 |+kpTg———— 32 n(e)dp| = g—= Anp*en(e)dp = = E, (8.37
pV 5195073 /) P pn(é) p} gh33/0 mpen(e)dp = S B, (8.37)

tehat a klasszikus idealis gaznak megfelel6 eredményt kaptuk! Vigyézat, az ekvipartici-
6nak megfelel6 Osszefiiggés azonban nem érvényes:

B4 gNk:BT. (8.38)

A levezetésnél felhasznaltuk, az energia és az impulzus kozotti osszefiiggést, az un. disz-
perziét. Kénnyen be lehet ldtni, hogy £(p) ~ p? esetén a fenti formula mddosul:

pV = %E (8.39)
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8.3. Klasszikus hatareset

Kis betoltési szamok n,, < 1 esetén mindkét kvantum-eloszlds atmegy a klasszikus,
Maxwell-Boltzmann-eloszlasba:

T =~ € PEm=h), (8.40)

Ennek feltétele, hogy vagy Be,, < 1, vagy e’* < 1. Az el6bbi esetben csak egy kvantum-
allapotot, illetve nivot lehet klasszikusan kezelni, mig az utébbinal az egész rendszert.
Foglalkozzunk ezzel az esettel. Eloszor irjuk at a nagykanonikus potencidlra vonatkozo
kifejezést:

1

_ 75(57717 ) —
®=FkpT Y In(l+e W) =+kpT Y In TE e (8.41)
Klasszikus hataresetben:
¢ ~ —kBTZﬁm ~ —kpgTe PH Z e Pem = _kpTePrZ,, (8.42)

ahol megjelent az egyrészecske kanonikus allapotosszeg. Integralla alakitva ez kiszamit-
hato:

v
Zi=g

ﬁ(mekBT)?’/Q, (8.43)

ami megfelel a korabban a klasszikus idedlis gézra kapott kifejezésnek. Nem meglepo
modon az allapotegyenletre az

N=—— (8.44)

alapjan —® = pV = kTN adédik. A szabadenergia:
F=V+uN = N(—kgT +u) = NkgT(Bu—1) =

_ N N
= NkpT (In—- —1) = ~ksT'ln <= —kpTn Z, (8.45)

1

vagyis a részecskék megkiilonboztethetetlenségére jellemzé N! kijott ,,magatol”.
Mi a fizikai feltétele a klasszikus dtmenetre valo attérésnek?

N N pro 2
P 2 ° 2 [ __© 1 4
A (27rkaT) < (8.46)

78



=S|

8.3. dbra. A kiilonbozo eloszlasok Gsszehasonlitasa sima és logaritmikus skalan. FD:
Fermi-Dirac, BE: Bose-Einstein, MB: Maxwell-Boltzmann.

Vezessiik be a kovetkezo karakterisztikus hosszisagokat:

h

Ap = ——— termikus de Broglie-hullamhossz, 8.47
T vV 27Tm/€BT & z ( )
vV 1/3
R = (N) a részecskék kozti atlagos tavolsag. (8.48)
A klasszikus leiras j6, ha
ePr ~ A 3)<<1 (8.49)
R ’ ‘

vagyis, ha A\y < R. A termikus de Borglie hulldimhossz a részecskék kinetikus energidja-
nak megfelel6 hulldimhossz. Ha ez sokkal kisebb a részecskék atlagos tavolsaganal, akkor
a részecskék nem érzékelik egymast hullamfiiggvényeit, és a klasszikus leiras helyes.

Nyilvanvalo, hogy a fermionok és a bozonok kozotti, kvantummechanikai eredetii kii-
16nbségnek a klasszikus hatdresetben el kell tiinnie. A 8.3 abra mutatja, hogy a betoltési
szamok szempontjabol ez hogyan valésul meg.

8.4. Kvantum korrekciok

Lattuk, hogy a klasszikus hatdreset megfelel az e®# — 0 limesznek. Ebbél adédéan
a klasszikushoz képest fellépé kvantum korrekciokat ennek a mennyiségnek, mint kis
paraméternek a sorfejtéseként lehet eldallitani. A tovdbbiakban elsérendii korrekciokat
vizsgalunk.

1 e—Ble—n)

eBle—mEL — 14 o-Ble—n) ~re e (L F ), (8.50)

n(e) =
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amibdl

\T - 4 - —Be —28e
N :/o p(e)n(e)de = 27rgﬁ(2m)3/2/0 eV2(e7PeePr I 72221 e (8.51)
Felhasznalva a gamma-fiiggvény definicigjat és értékét,
/ cr 1008 e — (0 8)~3/2T(z) (8.52)
0
ésT(3/2) =¥ a
_ 2mmkgT 3/2 B
~ gV (T) (1 27325m) (8.53)
kifejezést kapjuk, ami Osszefiiggést ad a kémiai potencidlra. Lattuk, hogy klasszikus
hataresetben
IOV
Buw — = [ AT 8.54
o= 23] (8.54)
_ 2mmkgT 3/2
N ~ gV (T) Pt (8.55)
amibol
Pt ePr(1 1 273/26PH) (8.56)
ePH eﬁukz(l + 2—3/265M) — 66““(1 == 2—3/265ukz) (8.57)
ahol mindig csak els6 rendig tartottuk meg a korrekcidékat. Innen
1 A\’
~ B £ -2 () . 8.58
Bu = B J ( R) (8.58)

Szamitsuk ki az a rendszer energidjat!

oo v oo
E = / ep(e)n(e) de =~ 2ﬂgﬁ(2m)3/2/ 3/ (e Peeft £ e72Pe?m) de =
0 0

= 2#9%(27}1)3/22\/7_?(1{:37’)5/266“ (1£2752e%) (8.59)

ahol ismét felhasznaltuk a gamma-fiiggvény I'(5/2) = 3/7/4 értékét. Az egy részecskére
juto energia:

E 3 1+£27%P 3 5
— ~ — - 0000000 oo~ _ - /2 _ _3/2 Bl ~
v~ kBTliTg/QeﬂMNQk:BT[li@ 273/%) ] ~

1 /)
149522 (2L
g(R
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ahol ismét kihasznaltuk, hogy a kémiai potencidl klasszikus hataresetének felhasznalasa
magasabb rendd hibat okoz. A teljes energiara:

INOVAN
1+2752- (22
g(R

addédik. Latszik, hogy azonos részecskeszamu és hémérsékletii rendszereket Gsszehason-
litva

3
2

_ 3 3
E = SNkgT =SV (8.61)

PBE < PMB < PFD; (8.62)

vagyis a bozonoknak kisebb, a fermionoknak pedig nagyobb a nyomaéasa a megfeleld
klasszikus rendszerénél. A részecskék kozott nem feltételeztiink kolcsonhatast, mégis,
a kvantummechanikai szimmetriatulajdonsagok egy effektiv kolcsonhatashoz vezetnek,
ami a bozonok esetében vonzod, a fermionoknal pedig taszit6. Az utébbi a Pauli-elv mi-
att szemléletes, az el6bbi pedig azt jelenti, hogy a bozonokndl nemcsak megengedett,
hogy a részecskék azonos kvantumallapotban legyenek, hanem kifejezetten ,szeretnek”
azonos allapotban lenni. Ez az alapja a lézereknél fontos indukalt emisszionak.

81



9. fejezet

Idealis Fermi-gaz

1.2 .

T=05 ——
o T=00 —
08 r .
06 - .
04 - .
02 - .
0 | |
0 2 4 ] 10

€ €

9.1. abra. A betoltési szam eloszldsa fermionok esetében zérus és magasabb homérsék-
leten. A Fermi-energia definicidja.

Az atlagos betoltési szam fermionok esetében

_ 1 , _ 1
Ny = m, illetve n(e) = m, (91)

ahol n(g) a Femi-fiiggvény, amihez mellékfeltételként
N=> fm E=) fnen (9.2)

addédik. Ha energia szerint irjuk fel a betoltést, figyelembe kell venni a g-szeres degene-
raciot.
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El6szor vizsgéljuk meg a T' = 0 homérsékleti viselkedést! Ilyenkor a Fermi-fiiggvény
egy lépcsosfiggvény lesz (1d. a 9.1 dbrat).

A Fermi-energia alatt (¢ < ep) az allapotok betoltottek, afolott (e > ep) azonban
iiresek. Néhany szokdsos elnevezés:

Fermi-energia ER
Fermi-impulzus pr = \2mep
Fermi-hulldmszam kp = pp/h
Fermi-hémérséklet Tp =cp/kp
Fermi-hullimhossz  Ap = h/pp

A részecskék szamara érvényes, hogy

V 4r
N= ) l=g557 (9.3)
Ip|<pr
vagyis
6m2 N\ "*
=h|—— 94
PFr < g V) y ( )
ahonnan
drg V
Ap = ~ R 9.5
= () n (9.5

vagyis a Fermi-hullamhossz a részecskék atlagos tavolsaganak nagysagrendjébe esik. A
Fermi-energia kifejezése a stirtiséggel:

2 2 2/3
2 R (6N
_PE 9.6
T om Qm( g V) ’ (9.6)

vagyis a Fermi-energia a sﬁrﬁséggel erosen novekszik. A rendszer teljes energidja

4 3/2 °r 3/2 4 3/22 5/2
=933 / 47Tp dp = g2m— 73 (2m) /0 e¥’de = g2m— 73 (2m)*=—¢

517
% 2 .
N = g27rh—(2m)3/2/0 g2 de = anﬁ@m)W?gejﬁ, (9.7)
ahonnan g 5

2
Minden ideélis gazra pV = §E , ahonnan

2N

D= 5751? (9.9)
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Latszik, hogy zérus homérsékleten is van nyomaésa a gaznak, ami a Pauli-elv kévetkez-
ménye. Ebbdl a képletbol szamithaté a T' = 0-n is végesnek addédd kompresszibilitas:
1ov 1
Kp = ——— = —. 9.10
g Vop »p (9.10)
A zérus hémérsékleti formuldk 7' > O-ra is érvényesek, amig ,elfajult Fermi-gazzal”
van dolgunk, vagyis Ay < R. Mivel Ap ~ R, a feltétel:

Arg V 1/3 h
Ap = —— LA\ = —, 9.11
r ( 3 N) g V2mmkgT ( )

ami ekvivalens a T < Ty feltétellel. Behelyettesitve a megfelel6 allandokat és a si-
riiséget, megéllapithat6, hogy a vezetékben az elektronok Fermi-hémérséklete a 105 K
nagysagrendjébe esik, vagyis szobahémérsékleten egy a vezetési elektronoknak megfeleld
strtiségu idealis Fermi-gaz még erdsen elfajultnak tekinthetd. Azt természetesen kiilon
meg kell vizsgalni, hogy milyen koriilmények kozott és milyen mértékben lehet jogos az
idealis gaz kozelités.

Az alacsony homérsékleti homérsékletfiiggés tanulményozasahoz el kell mozdulnunk a
T = 0 kozelitéstol. A Fermi-fiiggvény T' = 0-n 1épcséstiiggvény, T' > 0-n (T < Tr) elkent
lépesdstiiggvény. A derivéltja T'= 0-n —0(e — ep), mig T > 0-n —0(e — p) kiszélesedett
valtozatanak foghato fel.

Becsiiljiik meg a koévetkezo integralt:

I T_& g
W= Fearite

1 y+1 1 > 1 = y+1 ( 66(6_#)
= ISl _——_— — e
y+1 efe-m+ 1], y+1J (eBe=m) 4 1)

de, (9.12)

ahol megjelent a Fermi-fiiggvény derivaltja. Az elsé tag a hatdarokon eltlinik. Bevezetve
az x = [Jc helyettesitést, nyerjiik a kovetkez6 alakot:
1 1 o et hr

= —_— oVt dux. 9.13
By + 1 ), (v B 4 1) (913)

I(y)

Az integrandus egy [ koriili kiszélesedett delta-fiiggvény, ami egyrészt gyorsan le-
cseng, vagyis a hatar kiterjesztheté6 —oo-ig, masrészt az igy mar szimmetrikus integran-
dust Su koriil sorba fejtve csak a paros tagok adnak jarulékot:

Iuy—i-l > 1 My—&-l (I{EBT)Q
I(y) = Ay, ~ 14+ A TEE) 9.14
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ahol szamunkra most csak az a fontos, hogy Ag = 1 és Ay > 0. A részecskeszamot ki
tudjuk fejezni egyrészt a nulla homérsékleti osszefiiggéssel:

V 2 3.9 2 379
N = gZWﬁ@m)Q/?’ggF/ — 0551/ , (9.15)
masrészt T homérsékleten
2 kT \ >
N=Cl(y=1/2) = Cu3/2§ 1+ Ay(y =1/2) (i) (9.16)
7]

Osszehasonlitva a két formuldt, és sorbafejtve (kg < p) megkapjuk a kémiai potencidl

vezetd rendi korrekcidjat:
kpT\? 7Y
1—A2(—B ) 1—A2(—>
I Tr

ahol az utols6 1épésben kihasznaltuk, hogy a kémiai potencial helyére a Fermi-energiat
irva csak magasabb rendben kovetiink el hibat. Két fontos tanulsdg van: El6szor, hogy a
vezetd rendll korrekcié negativ. Ez nem meglepd, hiszen a nagy pozitiv, zérus hémérsék-
letli értékrél nagyon magas hémérsékleten végiil ugyanoda kell konvergalni (klasszikus
limes), mint a Bose-rendszereknek, amelyeknél a kémiai potencidl negativ. Mésodszor:
a vezeto korrekcié méasodrendi T-ben.

A rendszer teljes energidja:

i = el eyl : (9.17)

kgT

2
1+ Ay(y =3/2) (—)
i
ahonnan az egy részecskére eso energia:

ksT\?| 3 T\’
1 + const (%) ] R LEF 1 + const (ﬁ) ] . (9.19)

Innen a Fermi-rendszer hékapacitasanak homérsékletfiiggésére linearis osszefiiggés adé-

dik:

E=CI(y=3/2) = cg;ﬁﬂ : (9.18)

T

OF (T
Cy = (8_T) . = Nkp const (T_F> : (9.20)

Latszik tehat, hogy teljesiil a termodinamika 3. fotétele. Ha ezt a formulat osszevetjiik
az klasszikusan érvényes ekviparticiébdl nyerheté Cy = (3/2) Nkp Osszefiiggéssel, akkor
értelmezhetd a fenti képlet gy, hogy a szabadsagi fokok szama cstkken a hémérséklettel
(a szabadségi fokok , kifagynak”). Csupan a Fermi-energia kornyékén, egy kg1 szélességii
savbol szdrmazik jarulék (Id. a 9.2 dbrat). Ennek a Pauli-elv az oka: a mélyen fekvd
allapotok gerjesztéséhez a termikusan rendelkezésre dllondl joval nagyobb energia kellene.
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9.2. dbra. A Fermi-Dirac-eloszlas szélességének és kpT-nek kapcsolata. A jobb olda-
li abran a betoltési szam derivéltja illetve Gsszehasonlitasképpen egy Gauss-fiiggvény
lathato.
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10. fejezet

Idealis Bose-gaz

10 T T u—é
l ].L:—l
L=0 — -
! | !
2 4 6 8 10

£

10.1. dbra. Bozonok atlagos betoltési szama kiilonb6z6 kémiai potencidlokra. Bar a
kémiai potencial negativ is lehet, az eloszlasfiiggvénynek csak € > 0 esetén van fizikai
értelme.

Vizsgaljuk meg az eddigiek tiikrében, hogyan alakul az idedlis rendszerek kémiai
potencialja ha adott homérsékleten folyamatosan noveljiik a részecskeszamot. Vizsgaljuk
meg mi torténik a Bose-rendszer kémiai potencidljaval alacsony homérsékleten?

N = g27rK(2m)3/2 /oo g1 g C(kgT)>? /oo B dx (10.1)
h3 0 ePle—n) — 1 o erte—1 77
ahol a = —fu > 0. Az utolso integral o monoton csckkend fliggvénye, maximumat tehat
a = 0-nél veszi fel:
o9 .%’1/2 1 3
N,(T) = C(kgT)*? / o dr = 5\/%4" (5) C(kgT)>? (10.2)
0o € —
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A jelenséget jél szemlélteti a 10.1 abra. p csokkentéséven no a részecskeszam, mivel
azonban p < 0 ezért (10.1) képlet szerint a részecskeszamnak van egy maximuma.

Ha adott térfogaton és homérsékleten noveljiik a részecskék szamat, a formulak N.-
nél érvényiiket vesztik, hiszen semmi nem akaddlyozhat meg abban, hogy ennél tobb
részecskét helyezziink a térfogatba.

N N
Bose—Einstein
kondenzat

10.2. dbra. A Bose-Einstein-kondenzatum fazisdiagrammja. A vastag vonal a fazishatar,
a sziirke teriilet a Bose—Einstein-kondenzatum tartoméanyat jeloli, ahova a lila it mentén
részecskeszam novelésével, a kék 1t mentén a homérséklet csokkentésével jutottunk el.
A K pontban a zold csiknak megfelel6 részecske van egyrészecske-allapotban, a piros
résznek megfelel6 pedig gerjesztett allapotban.

Az 10.2 abrardl latszik, hogy a kérddjeles tartomanyba gy is el lehet jutni, hogy
rogzitett részecskeszam mellett csokkentjiik a homérsékletet.

Hol kovettiink el a gondolatmenetiinkben hibat? Amikor az allapotok szerinti Osszeg-
zésrol attériink az energia szerinti integréalasra, feltételezziik, hogy nincsen olyan allapot,
amelyikben a részecskék makroszkopikus hanyada tartézkodna. Egy ilyen allapot a ter-
modinamikai hataresetben az allapotsiirtiségbe delta-fiiggvény jarulékot adna, amit nem
vettiink figyelembe. Fizikailag ez az allapot az egyrészecske-alapallapot. A formuldkat
tehat korrigalni kell (az eredmény dbrazoldsa 10.3 abra):

N = Ny + Naso. (10.3)

Eddig csak a méasodik tagot vettiik figyelembe. Ez N < N.(T') esetében rendben is
van. N > N,(T)-nél viszont

No=gon(e =0) = eagi 7 (10.4)
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N, /N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

10.3. abra. A Bose—Einstein-kondenzatumban az egyrészecske-allapotban 1év6 részecs-
kék aranya.

N < N.(T) Ny a TDL-ben elhanyagolhaté « > 0
N > N.(T) Ny~ O(N) a~ O(1/N)

a TDL-ben, ahol gy az alapallapot degeneraltsaga. Vagyis

Lattuk, hogy az idedlis bozonok kozott effektiv vonzé kolesonhatas 1ép fel. Ennek
tudhaté be, hogy adott Ty hémérsékleten makroszkopikus szamu részecske jelenik meg
az alapallapotban. Ennek a fazisatalakulds-szeri jelenségnek a neve Bose-FEinstein kon-
denzacio.

T < Ty homérsékleten

Newo = No(T) = N.(T) (%)3/2 _N (%)3/2 , (10.5)

mivel Ty-ban még éppen nincs alapéllapoti jarulék.

T 32
NUZN—Na>0:N[1—<—)

T (10.6)

A TDL-ben a p kémiai potencialt O0-nak lehet tekinteni. A kondenzatum, vagyis az
alapéllapoti hanyad nem ad jarulékot sem az energidba, sem a nyomashoz. Tehat a
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rendszer energidja:

E = QQWK(Qm)3/2 /OO gl/? de = QQWK(Qm)S/Q(k‘ T)%? /OO o dx =
— V(ksT)*? konstans.
(10.7)
Az éltalanosan érvényes pV = (3/2)F kifejezést felhasznalva
p = konstans (kpT)%/?, (10.8)

vagyis a nyomas nem fiigg a térfogattol. A kompresszibilitds az atalakuldsi pont alatt
végtelennek adodik, ugyantigy, ahogy a valodi kondenzaciénal, a folyadék-gaz atmenetnél.
Hangsulyozni kell azonban, hogy ez az atalakulas nem a valds, hanem az impulzus-térben
jatszodik le.

Valédi, kolesonhatéd gazokban megvaldsitott Bose-Einstein kondenzaciéért 2001-ben
kapott Cornell, Ketterle és Wieman Nobel-dijat.

10.1. Fotongaz, homérsékleti sugarzas

Tekintstink egy iireget, amelyben az elektromagneses sugarzéas a fallal termikus egyen-
silyban van. Tudjuk, hogy a sugarzasi tér oszillatormodusokra bonthato. Ezek kvan-
talasaval jutunk el a fotonokhoz. A Maxwell-egyenletek linearitasa kovetkeztében az
oszcillatorok fiiggetlenek, igy a fotongaz idedlis (kolcsonhatdsmentes) lesz. A fotonok
spinje s = 1, vagyis bozonok, de g = 2 csupan, a két polarizdcids irdnynak (ill. a kétféle
cirkularis polarizaciénak) megfelelden. Ez azzal van kapcsolatban, hogy a foton nyugalmi
tomege 0. A foton energidja, frekvencidja és impulzusa kozott az aldbbi Gsszefiiggések
érvényesek:

e =hu, (10.9)
h  hv
=" =" 10.10
tehat a fotonok diszperzios relacidja
£ = cp, (10.11)

eltéréen az eddig targyalt, nemrelativisztikus esettél. A fotonok a falban keletkeznek
illetve elnyelddnek, ezéltal az iiregben a szamuk nem allandd, azt a térfogat és a ho-
mérséklet hatarozza meg. Tehat a szabadenergidban a részecskeszam paraméter, aminek
egyensilyi értékét éppen a szabadenergia minimuma hatarozza meg:

OF (T, V, N)

S =0 (10.12)
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Maésrészt altalanosan érvényes, hogy

OF

amibol p = 0 adodik. Az atlagos betoltési szam:

1
n(p) = T (10.14)

Nem jelent ellentmondast a fenti formula p = 0-val valé hasznélata, mert az egyrészecske-
energia mindig pozitiv (0 energiaju foton nem létezik).
A (p,p + dp) intervallumban

Vidy (10.15)

allapot van. A térfogategységre juto energia u(r) spektrélis eloszlasat keressiik:

8tV hv
VU(V)dV = 766}“/—_11/2611/. (1016)

Ez a hires Planck-féle sugarzasi torvény, amely a kvantummechanika elinditéja volt (lasd
10.4 4bra).

1.5 | |

Planlck
2

nie

0 2 4 6 8 10
n

10.4. abra. A Planck-féle sugarzasi torvény.

8t (kgT)* n?
u(v)dv = Pl e (10.17)
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ahol az n = Shv helyettesitést tettiik. Az eloszlds maximumanak helye
= — (10.18)

vagyis v* /T élland6. Ez a Wien-féle eltolédési torvény, ami megmutatja, hogy v maxi-
mumhelye a frekvenciaban az abszolit hémérséklettel aranyos. Erdemes megvizsgalni a
hatareseteket.

1. hv < kpT'. Ez a klasszikus hatareset, amivel mar korabban foglalkoztunk. Minden
oszcillator médushoz kgT energia tartozik. A nyert Osszefiiggés a Rayleigh—Jeans-
torvény.

8
u(v)dv = ]CBT—;TV2dV (10.19)
c
2. hv > kgT. llyenkor jutunk el a Wien-féle sugarzasi torvényhez:

8T

—Bhv

u(v)dy = e thVQdI/, (10.20)
ami egy empirikus torvény, és jol leirja az energiastiriiséget a nagy frekvencias
hatéresetben.

Ismeretes, hogy a kvantummechanikat elindité Planck-féle sugarzasi torvény ennek
a két formulanak az interpolaciéjabol sziiletett. A sugédrzasi tér termodinamikajat a
Planck-formuldbdl lehet szarmaztatni. Az iiregben 1év6 tér teljes energiastriiségére leve-
zethetd a Stefan—Boltzmann-torvény:

E > 8 (kgT)* /°° n® do_,
= _ = =T 10.21
1% /o ulv) dv & ko Jy o en—1 o c (10.21)

ahol az integral értékének felhasznalasaval a

_ 2m°ky

= — 10.22
77 15h3 (10-22)
Stefan—Boltzmann-allandé kiszamithaté az univerzalis allanddk segitségével.
A fotonok szaméanak varhaté értékére:
- 8TV 1 o, 8w V(kgT)® [* n? 3
Tudjuk, hogy pV = (1/3)E, mivel € ~ ¢p. Innen
1E 4o
i A 10.24
P=3y =537 (10.24)

92



vagyis a nyoméas nem fiigg a térfogattdl (hasonléan az atalakulds alatti hémérsékleteken
a bozonoknél, ahol a TDL-ben szintén p = 0).

A hékapacitasra -
oF 160
Cy=|—) =—VT°3 10.25

v ( or ) 1% c ( )

kobos homérsékletfiiggés adddik. Ennek megfeleléen a hokapacitas eltinik 7" — 0 -ra,
osszhangban a termodinamika harmadik fétételével.

10.2. Szilard testek termodinamikaja

A kristélyos szilard test vaza atomokbdl, vagy ionokbdl &ll, amelyek egyenstlyi helyze-
tiikk koriil kis rezgéseket végeznek. A mechanikdban tanultak szerint be lehet vezetni
a normalkoordinatakat és a kis amplitudéju rezgések ezen normalkoordinatak segitségé-
vel felirhatok, mint fiiggetlen oszcillatorok jarulékainak ered6i. Az ilyen oszcillatorokra
alkalmazva az ekviparticio tételét megkapjuk a Dulong—Petit-szabalyt:

Cy = 3NkgT. (10.26)

Alacsony homérsékleten természetesen kvantumeffektusok 1épnek fel. Ezek leirdsahoz
az oszcillatorokat kvantalni kell. Ha tekintiink egy modushoz tartozé oszcillatort, akkor
az az energiajanak megfeleléen kiilonboz6 gerjesztési allapotban lehet. Mivel az oszcilla-
tor egymast kovetd energiaszintjei kozott a kiilonbség mindig hv, az n-edik szintre ger-
jesztett oszcillator felfoghatd, mintha n adott frekvenciaju ,kvazirészecske”, fonon lenne
a rendszerben. Ezek kollektiv gerjesztések, hiszen a normalkoordinatak kiszamitdasahoz
az egész rendszert figyelembe kellett venni. Valéban sok szempontbdl tgy viselkednek,
mint a részecskék: alkalmazni lehet rajuk a Bose—Einstein-statisztikat. A szamuk nem
allandé, tehat a fotonokhoz hasonléan a fononok kémiai potencialja is nulla. A hang-
hullamokban a frekvencia aranyos a hullaimszammal. Ennek megfeleléen lesznek olyan
modusok, amelyekre £ = ¢p, ahol ¢ a hangsebesség. Innen:

_ Voo hy
FE = const V/(; @Bh’/——lVQ dl/. (1027)

Latszik, hogy a helyzet nagyon hasonlé a fotonokhoz. A nagy kiilonség, hogy ott a
modusok szama végtelen, itt pedig véges: megjelenik a vp Debye-frekvencia, ami éppen a
szabadsagi fokok véges szamaval kapcsolatos. Egészen alacsony homérsékleten azonban
ennek nincsen jelentosége, tehat az integralds kitolhato végtelenbe és, a fotonokra ka-
pott formuldk analdgidjara megéllapithatd, hogy alacsony homérsékleten a szilard testek
hékapacitdsanak van egy T3-6s jaruléka.

A vezetOk esetében a legegyszeriibb modell, ha feltételezziik, hogy a vezetési elekt-
ronok kolesonhatasmentes fermionok. Lattuk, hogy szobahémérsékleten nem adnak 1é-
nyeges jarulékot a fajhébe, mivel a Fermi-hémérséklet ennél jéval magasabb. Egészen
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alacsony hémérsékleten azonban lathatova valik a fermionok linedaris fajhéje, mivel las-
sabban tlinik el, mint a racsrezgések kobos jaruléka. Természetesen a szigetelok és a
vezetok fajhéje T = 0-n egyarant eltiinik, ahogy ezt a harmadik f6tétel megkoveteli.
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