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1. Kétréses elektron interferencia kisérlet

A kisérletet Claus Jonsson német fizikus végezte el 1960-ban, eredményeit 1961-ben publikélta.
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R.P. Feynmann - R.B. Leighton - M. Sands: Modern Fizika (Miiszaki Kényvkiad, Budapest,
1986) 8. kotet 94.1 abra maésolata

Kezdeti dllapot: az elektron az S forrasbol indul.
Végallapot: az elektront az erny6 X pontjaban detektdljuk.

FEsemény: Meghatarozott a kezdeti és végallapot, azaz az elektron az S forrasbol indul és az X
pontba érkezik. Az esemény két, eqymdst kizdro modon johet 1étre: az elektron az 1-es vagy a

2-es résen halad at.

1. posztulatum: Egy eseményhez egy komplex értéki ¢ (S, X) valdszintiségi amplitiudoé rendel-
het6, mely abszolut értékének négyzete adja meg az esemény bekovetkezésének valdszintiségét:
P (S,X) = [ (S,X)[

2. posztuldtum: Ha az esemény két, egymdst kizaré médon johet létre, melyekhez a v (S, X)

és 1y (S, X) valdsziniiségi amplitiddk rendelhetdk, akkor az esemény valdszintiségi amplitiddja

ezek Osszege,

¥ (S,X) =1 (5, X) + 42 (5,X)
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és az esemény valdszintisége,

Pr2 (S, X) = [t (S,X) + 2 (S, X)|?
= [ob1 (S, X)|* + |02 (S, X)” + 2Re (1 (S, X) ¥ (S, X))
= Pl (S,X)+P2 (S,X)—I—QRe(l/fl (S>X)¢2 (SaX)) :

Az egyszeriiség kedvéért, tegyiik fel, hogy 1 (S, X) eilklll és 1y (S, X) o %, ahol k = R ap
impulzusu elektron hulldamszama, [; és ls pedig rendre az 1-es és 2-es rés tavolsaga az X ponttol.
Ekkor I ~ [, esetén,

6ikzl1 ez’klg eikzh + eiklg eikll

Y1 (S, X) + 92 (S, X) + ~ — (14 ™2
ll l2 ll ll

és

Pio = Py |1+ e*® = 2P, (1 + coskAl) ,
ahol Al =, — ;. Ha tehdt Al = Z = n) (n € Z), akkor P = 4P, (lokalis maximumot latunk
az erny6n), ha Al = @ = (n+3) X (n€Z), akkor P = 0 (zérus intenzitdst ldtunk az
ernyén).
3. posztuldtum: Ha olyan kisérlet végziink, mellyel eldontheto, hogy a két egymast kizard
lehetdség koziil melyik valosul meg, akkor nincsen interferencia, azaz

P(S,X) =P (S,X)+ P (S,X) .

Nézziink a 3. posztuldtum mélyére! Prébaljuk meg az elektron athaladési helyét gy meghata-
rozni, hogy a rések mogé egy fényforrast (fotonforrdst) tesziink és az elektronrdl szérédé fotont
a Dy és Dy detektorokban észleljiik.
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R.P. Feynmann - R.B. Leighton - M. Sands: Modern Fizika (Miiszaki Kényvkiadd, Budapest,
1986) 8. kotet 94.3 abra masolata

Ebben az esetben az esemény végallapotat mar nem csak az jellemzi, hogy az elektron az X
pontba csapddott be, hanem az is, hogy a szo6rédo fotont a Dy vagy a Doy detektorban észleljiik.
Legyen « és ( annak a valdszintiségi amplitudoja, hogy az 1-es résen athaladd elektronrdl
sz6rédo fotont a Dy vagy a Dy detektorban észleljiik! A berendezés szimmetriajat kihasznalva,
annak a valészinliségi amplitidodja, hogy a 2-es résen athalado elektronon szorédé foton a Dy
vagy a Do detektorban észleljiik, rendre S és a.



Annak a valdszintiségi amplitidodja tehat, hogy az elektront az X pontban, a fotont pedig a D,
detektorban detektaljuk,

¥ (S, X, Dy) = ayy1 (S, X) + B (S, X)

és ugyanigy, ha az elektront az X pontban, a fotont pedig a D, detektorban detektéaljuk, a
valészintiségi amplitido

¢ (87 X> D2) = 5% (Sa X) + O‘wZ <87 X) )

ahol egyrészt felhasznéltuk a 2. posztuldtumot, valamint azt, hogy a feltételes események (pl.
az elektron az 1-es résen halad at és a réla szérédé foton a Dy detektorban landol) valdszintiségi
amplitidodi 6sszeszorzdédnak.

Ha a foton detektédldsdat ugy finomitjuk (a fény hulldimhosszanak csékkentésével), hogy az
1-es résen athaladé elektronon szérédoé fotont jéval nagyobb valdszintiséggel detektaljuk Dq-
ben, mint Ds-ben , és ugyanugy, a 2-es résen athaladé elektronon szérdédoé fotont joval na-
gyobb valészintiséggel detektaljuk Do-ben, mint Di-ben (a0 > ), (kozel) egyértelmiien meg-
hatarozhato az elektron athaladasi helye. Annak a valészintisége ugyanis, hogy a fotont D;-ben
detektaljuk,

B EX DI 2 ol (8. X) o< P

illetve, hogy a fotont Dy-ben detektaljuk,
[ (S, X, D,)|” gl [af* [¢2 (S, X)|” o P

Annak a teljes valdsziniisége, hogy az elektron az X pontba csapddik, de minden kisérletnél
tudjuk, hogy melyik résen halad at (azaz a fotont melyik detektorban észleljiik), a fenti két
valoszintiiség Osszege:

Pry = o) (J¢1 (S, X)* + 462 (S, X)|*) o< Py + Py .
Itt tigyelniink kellett arra, hogy két figgetlen eseményrol van szo, melyek valdszintiségei Ossze-

adddnak és semmiképpen sem szabad a valdszintiségi amplituddkat osszeadni, mint egy esemény
két eqymast kizdro megvalosuldsa esetén:

Py = |4 (S, X, D))" + ¢ (S, X, Dy)|*
#0(S,X, D) + 9 (S, X, Dy)[*!

2. Homérsékleti sugarzas

2.1. Elektromagneses hullamok vakuumban

Maxwell egyenletek vakuumban:

divE =0
, 0B
tE =22
ro ot
div B =
q oE
tB = -
ro Hoco
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5z'jk5klmajalEm = (5il5jm - 5im5jl> 8j8lEm = ajaiEj — 0,0, F;
rot rot £ = grad div E—AE =—AE

rot ot E = —UoEo

\
Hullamegyenlet
1.5\ =
15\ =
ahol

Szabad (hatarfeltételek nélkiili) monokromatikus megoldas:
E (F,t) = Eysin <EF— wt + <,0>

B (F,t) = Bysin (EF— wt + go)

rot £ = (IZ X Eo> Ccos (EF— wt + go)
0B

i —whBy cos <l§'F— wt + tp)

Innen

ahol 7@ = k/k (|ii] = 1). Ugyanigy:

. B Ey
n X byg=——
C
Innen
7 X (TI,XE()) ——EO
ﬁ(ﬁE_:()) — E() =—Fy—>nEy=0
és

A E, Eo és 50 vektorok egy jobbsodrasu derékszogli koordinatarendszer z, y és z tengelyeivel
parhuzamosak. A By és Ey vektorokra két fiiggetlen irdny valaszthaté — két polarizacio. A

terek amplitudoira fennall:
CB() = EO .



2.2. Sugarzasi tér kockaalaku iiregben

Az a élhosszisdgi, fémfali tres kockdban, [0,al”, az elektromos térerdsség falakkal parhuzamos
és a magneses indukcié falakra merdleges komponense minden idopillanatban zérus:

E,=F,=0 ha z=0vagyxr=a
E,.=FE.=0 ha y=0vagyy=a
F,=FE,=0 ha z=0vagyz=a

A fenti hatarfeltételeket teljesité altalanos megoldédsok:

Z E, 7 (t)cos <n 7r:v) sin (nwry) sin <nz7rz>

a a a

. (NLTX NyTY\ . [(N.TZ

b)) = Eﬁtsm( >COS<y )sm( )

Z v a a a
Z E. 7 (t)sin ( 7m> sin (nwy) cos (nﬂz)

a a a

ahol 7 € N3\ [(0,0 0) (N,0,0) U (0,N,0) U (0,0,N)], azaz 7i legalabb két komponense kiilonbézik
zérustél. Mivel div E (7,t) = 0 V7 € [0, a]®,

Z (neEwm (t) + nyEy i (t) + n.E. 5 (t)) sin (nmm;> «in (nyﬂy> sin (nzwz> _0

a a a

n

Szamitsuk ki a magneses indukciot is:

|:I'Ot E (F, t)] = ayEz (F7 t) - aZEy (7:: t)
— Z E.7(t) W7 sin (nyrx) cos (nwy) cos (nzwz)
i @ “ ¢ ¢
_ Z E,:(t) BT in (nxms> cos (nwy) cos (ngrz)

= [ﬁ X _’fi (t)} T sin (n:ﬂm> coS (nyﬂy) cos (ngrz)
a a a

valamint

— ya a a a
= L o= s N L Ny, Y n,mz
CE ()], = 30 [ Ea)] G eon (57 ) cos (B ) sin (25
[ro (7 )Z zﬁ: n X Eg(t) gcos{——)cos(—— )sin(—
\

Z B, 7 (t) sin ( 7rx> CoS (nyﬂy> cos (nzﬂz>
a a a

Z By 7 (t) cos ( WI) sin (nwy) cos (nz7r2>
a
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ahol
dBﬁ (t) . ™ [ =3
i a ( X B (t)>

és a falakon a magneses indukcio lapokra meréleges komponense valéban eltiinik.

Legyen £% és £2 az 71 vektorra merdleges két fiiggetlen (transzverzalis) irdnyvektor:
EEln, 82 ln, axés =10 &, Axéy=—|i] &% .

Ekkor .
Eq(t) = &, 45 (t) + &2 gz (t)
ahol a gl (t) és ¢ (t) transzverzdlis mddusokat a hulldmegyenletbdl hatdrozzuk meg:

2 1
[ an (1) + &2 gz ()] (nF +ni +n?) <§> +3 [

)
SUJ“
=

i (t) + €57 ()] =0

amibdl a moédusokra a
Q) +wig(t) =0 (s=1,2)

oszcillator-egyenlet adédik a

frekvenciaval. A megoldéasok:

g5 (t) = 45 (0) cos (wat 4 ©F)
ahol a ¢ (0) amplitidok tetsz6legesen vélaszthatdk. A terek amplitiddi:
Ej (t) = &% g5 (0) cos (wit + ¢k) + &% 2 (0) cos (wat + ©2)

és
B; (t) = % (—&% g5 (0) sin (wat + ¢5) + € 4z (0) sin (wat +¢3%)) -

" €0 2 /> N2 I = .
wg (r,t) = —FE(rt) "+ —B(r,t
p(70) = FB 0+ 5 B ()
E — —
=2 (B0’ + @B e?) .
amit a kocka térfogatdra kiintegralva kapjuk az EM tér energiajat. Kihasznélva a sin és cos
fliggvények ortogonalitdsdt valamint, hogy a sin? és cos? fliggvények integrélja a [0, a] interval-

a )
lumon ¢, az eredmény,

EEM = Z Eﬁ,s )

ahol egy modus energiaja
Eﬁ,s =& (T‘q’ (O>2

n

és bevezettik a 24 (0)

~ qz

Gz (0) = =

amplituddkat, nehogy azt higgyiik, hogy a mddusok energidja aranyos az tireg térfogataval.
Mint mindjart latni fogjuk, az adott frekvencia tartomanyba esé médusok szama lesz aranyos a
térfogattal, biztositva, hogy az energia extenziv (a térfogattal aranyos) termodinamikai mennyi-
ség.




2.3. A homérsékleti sugarzas energiastiiriisége

Feladatunk, hogy a [v, v + dv| intervallumban kiszdmitsuk az EM tér atlagos energiajat adott
T hémérsékleten. Mivel a teljes energia a moédusok energidinak Osszege, ki kell szamitanunk
ebbe a frekvencia intervallumba es6 médusok szamat. Bevezetve az

2av\? 2
R2:ni+n3+n§:(ﬂ) “R=""

c Cc

jelolést, egy adott v frekvencidanal kisebb frekvencidji modusok szama:

1 /4r 8tV
N(l/) = 4= (?Rg) = gl/3

ahol V = a?® az iireg térfogata, a 2-es faktorral a két transzverzdlis médust vessziik figyelembe,
az % faktor pedig a gomb térfogatdnak nyolcadrésze miatt van, mivel n,, n, és n, nemnegativ
szamok.

A [v,v + dv] frekvencia intervallumba esé médusok szdma:

N
— d <V)dy = 87TVV2d1/.
dv 3

dN (v)

A kovetkezokben az egy moédusra juté € termikus atlagenergiat hatarozzuk meg. Az iireg
elektromégneses tere hémérsékleti egyensilyban van a kornyezetével (hétartaly), ami azt jelenti,
hogy az tireg falan keresztiil véletlenszerii energiadtadas torténhet az EM tér és kornyezet
kozott, azaz az EM tér energiaja fluktual, de atlagértéke jol meghatarozott és csupan a rendszer
és a kornyezet kozos (egyensilyi) T hémérsékletétdl, valamint a rendszer térfogatatdl fiigg. Ez
utobbit jol latjuk abbdl, hogy a mdédusok széama ardnyos a térfogattal. A statisztikus fizika
szerint, ilyen esetben (kanonikus sokasdg) a rendszer egy elemi vagy mikrodllapoténak (u)
valoszintisége

e Pen

PM = Z o—Bewu

o
ahol 8 = 1/kgT , kg a Boltzmann-allando és €, a rendszer energidja a p mikroallapotban. A
klasszikus statisztikus fizikdban a (g, p) altaldnositott koordinatédkkal jellemzett rendszer mik-
roallapotanak a fazistér dqdp térfogatelemét tekintjiik, melynek térfogata a h Planck-allandé.
(Ez ut6bbi valasztds, mely mogott a kvantummechanika hatdrozatlansagi reldcidja all, most
nem igazan lényeges.) A klasszikus elméletben tehét a mikrodllapotok valdsziniiségstiriisége

e—BH(ap)

[ % e—BH(q.p)

w(q,p) = 7

ahol az energiat nyilvanvaloan a fazistéren értelmezett Hamilton-fliggvénnyel "helyettesitjiik’.
A rendszer atlagenergidja pedig

I IN Ly
3 h

[/ %@—ﬂh’(q,p)

Az EM tér médusainak Hamilton-fliggvényét a

€0 o I
E== —



energia kifejezésbél szarmaztatjuk, ahol a g, és g, fiiggvényeket az elektromos tér ¢ (t) és
a magneses indukcié —lq‘i (t) amplitudéi. Azonositsuk a p éltalénositott impulzust a g, =
=@ (t) amplitiddval és a ¢ ltalanositott impulzust a “tq

5\/ i2q; (t) fiiggvénnyel! Ekkor
a Hamilton-fiiggvény

2 2 2
p W™ 9 p 1 2 2
H = =0 = - .
(¢,p) 2 + 2 2 22l = o, + SHow'q

A Hamilton mozgasegyenletek felhasznédlasaval

0H (q,
9 (ap) —piow’q
dq
_0H(q,p) 1
T "R
p Ho

megkapjuk az amplitidék Maxwell-egyenletekbdl levezetett differencidlegyenletét
2
.oowr ..
€0
és ugyanigy

P4+ wiqg=0.
A megoldasok a fazistér koordinatdira

q(t) = q(0)sin (wt + )

p(t) = p(0)cos (wt+ )
ahol

p(0) = —pow q (0) ,
ami konzisztens a fazistér koordinatdk definicidival

p(0) = ——g5 (0)
ce
q(0) = 70 7 (0)
4
P (0) = ~23 (0) = —cmoeug (0) = —piow g3 (0) = o (0)
Egy mdédus energidja a korabbiakhoz hasonléan:
E = eyq (0)* .

Most mar ki tudjuk szamitani a médus atlagenergidjat

J e[ e ()] [ (5]

2g0

260 d _ 22 2_ 2m . 1
“i (L) ==

Bhw  Bhv’

ahonnan
——ilni——nﬂ— kgT
g Bhv — dp g

]

8



Ez a hires ekviparticié-tétel (legalabbis linedris oszcillatorra).
A [v,v + dv] frekvencia intervallumba es6 médusok atlagos energidja T' homérsékleten:

8’/TV]€BT

3 V2dy
c

av (v,T) =

illetve az egységnyi térfogatra jutd atlagos energiastiriiség:

87Tl{fBT 2
v

u(v,T) =
(n.7) = =
Ez a Rayleigh-Jeans sugdrzdsi torvény, ami nagy frekvencian az ultraibolya katasztréfahoz
vezet.

A gond az, hogy a nagy frekvenciaju médusok akkora atlagos energidval rendelkeznek, mint az
alacsony frekvencids médusok. Matematikailag a folytonos integralban megjelend 1//3 szorzéfak-
tor eredményezi az atlagenergiaban a kgT jarulékot. Ennek kikiiszobolésére fel kell tennitink,
hogy minden moédus csak egy g energia egészszamu tobbszorosét veheti fel. A statisztikus fizi-
kai targyaldsban ez azt jelenti, hogy a médus (linedris harmonikus oszcilldtor) mikrodllapotait
egyértelmiien jellemzi egy n természetes szam és a moédus energidja ebben a mikroallapotban
en =nep (n € Np). Szamitsuk ki a termikus dtlagenergiat ezzel a feltételezéssel:

00 —Bneg d > d 1
RN S R
Do €770 a5 = df 1 —efe
d cqePeo c
_ v _ ,—Be0) _ =0 — 0
_dﬁln(l e )_1_6—660_6660_1'

Nyilvanvald, hogy
1
z 3 ha cg— 0
coe P ha gy — o0

Ha tehét az ¢y aranyos a frekvenciaval, g ~ v, alacsony frekvencian visszakapjuk a Rayleigh-
Jeans sugarzasi torvényt, magas frekvencidkon pedig az energiastiriiség exponencialisan csokken.

Max Planck (1900): egy v frekvencidju oszcillator energidja csak hr egészszamu tobbszorose
lehet, ahol h = 6.626 - 1073* J.s a Planck-allandé. A sugdrzdsi tér médusaira is alkalmazva
Planck hipotézisét kapjuk a Planck-féle sugdrzdsi torvényt:

8rhy? 1
3 ePhw 17

u(v,T) =

Rla lei h—Jca‘ns
Yl Planck

1 1 1 1
2 4 6 8 10
hv

kT

Homérsékleti sugarzas frekvencia spektruma. (Toérok Jéanos — Orosz Lészlé — Kertész Janos:
Elméleti Fizika 2. jegyzet 7.1 abra masolata)



3. A Schrodinger-egyenlet

3.1. Intuitiv bevezetés

Szabadon mozgd részecskére sikhullam alakot feltételeziink a v (7, t) valészintiségi amplitudéra
(vagy hullamfliggvényre), amint azt a diffrakciés kisérletek implikéljak:

¥ (7, t) = Aexp (zEF— iwt) .
Az elektromagneses tér energiakvantumai mintajara a részecske energidjara is feltessziik, hogy
E=hy=hv,
ahol A = h/27. A hullamfiiggvényt tehat a

- E
W (7,t) = Aexp <i/{:f’— z%t)
alakban frjuk. Az ido szerinti derivalas utan kapjuk, hogy

ihow (Tyt) = Ev (T,t) . (1)

A klasszikus szabad részecske energiaja

p2

T om

De Broglie hipotézise alapjan a részecske p impulzusahoz

E

ol
Il
Sty

hullamszam vektor rendelheto, tehat
h2k?
2m
+ 0? Laplace-operdtort,

A hulldimfiiggvényre hattatva a A = 92 + (95
Ay (Fv t) = —k2¢ (ﬁ t) )

amibdl 2
kovetkezik. A (1) és (2) egyenletek Osszevetésébél kapjuk a szabad részecske Schrodinger-

egyenletét,
h2
tho (' t) = ——AY (7, 1) . 3
(7)== 5 A (71) g
Figyelembe véve, hogy a fenti egyenlet jobb oldala a részecske kinetikus energidjaval kapcso-
latos, ha a részecske klasszikus potencidlis energidja V (7, t), akkor a Schrodinger-egyenletet a
kovetkezdképpen egészitjiik ki:
h?
amit iddfiggd Schrodinger-egyenletnek neveziink. A potencidlis energia idofiiggése arra utal,
hogy nem-konzervativ rendszerek leirasara is alkalmazhaté a Schrodinger-egyenlet, mint pl. az
idofiiggd EM-térrel kolesonhato részecske esetében.
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3.2. Stacionarius Schrodinger-egyenlet

Tekintsiik azt az esetet, amikor a potencialis energia nem fiigg az idétél (konzervativ rendszer):

2
RO (7 1) — —;_mAw (F8)+V (7)) (F.1)

Ebben az esetben a hullamfiiggvény felveheto szorzatalakban:

(7 t) = (M) O(t),
amit behelyettesitve a Schrodinger-egyenletbe kapjuk, hogy

(10 (1) = (~3 A (A +V ()09 ) O 1)

Az ido és a térvaltozok fliggvényeit szeparalva,

: 2
g = (s A4V ()6 ()
nyilvanvalé, hogy az egyenlet mindkét oldala egy E valés konstanssal egyenlo:
mg—gg =E—0()=c"t
és 2
oAU+ V(7 (7) = By () (5)

Az FE konstanst a stacionarius allapotban 1évé rendszer energidjaval azonositjuk. Erre megfeleld
motivacid, hogy egy p impulzusi, sikhullimmal jellemzett szabad részecske esetén, v () =

Aexp (%ﬁf), az (5) egyenlet megoldasa visszaadja az E = % osszefiiggést, de a késébbiekben
mas indoklast is talalunk.

Konzervativ rendszerek (idétél fliggetlen potencidlis energia) esetén a hullamfiiggvényt tehat
kereshetjiik a

V(1) = e ()
alakban, ahol v (7) az (5) iddfiggetlen Schridinger-egyenlet megolddsa. Az (5) egyenletnek
altalaban tobb megoldasa van,

A () 4V () () = B (7

melyek szamossaga lehet megszamlalhato vagy folytonos, ezért az idéfiiggé Schrodinger egyenlet
linearitdasa miatt az altaldnos megoldas

B (1) = e N, ()

mint pl. egy hulldimcsomag esetén (1. kés6bb). Ezt behelyettesitéssel konnyen beldthatjuk:
ind (7 1) = 3 Bucue™ 719, (7)
m

S P AUTICU RS S ol CEINNCERAGING)

2m
m
LBy
= Z Eucue™ 'ty (7)
o
ahol feltételeztiik, hogy a 9, és —%A + V (7) operaciok bevihetk az Gsszegzés mogé.
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3.3. A hullamfiggvény tulajdonsagai

1) Mivel a komplex értékii hulllamfiiggvény abszoliit értékének négyzete a részecske megtaldlasi
valoszintiségsiiriisége

p(Ft) =@ O = [v@I,

stac.

mely fizikai szemléletiinknek megfelel6en folytonos (két tetszélegesen kozeli infinitezimalisan
kicsiny tértartomanyban a megtaldldsi valészintiségek kozott folytonos dtmenetet feltételeziink),
a ¢ (7) hulldmfiggvényt is folytonos fiiggvény.

2) El6fordul majd olyan koriilmény, amikor a hullamfiiggvényt a térben egy zért gérbe mentén
vizsgaljuk és ekkor kihasznaljuk, hogy a valészinliségi amplitidd a tér minden pontjaban meg-
hatarozott értéket vesz fel. Némiképp redundans modon igy fogalmazunk, hogy a hullamfiigg-
vény eqyertéki.

3) A megtaldldsi val6szintiségsiirtiség térbeli integralja véges, illetve egy részecskére vonatkozéan
egy, ezért

[ @or -1,
staiconarius esetben pedig

/&mwwfzy
A hulldmfiiggvény tehdt a négyzetesen integrdlhaté R3® — C fiiggvények terének eleme, ¢ €
L? (R3).

A késobbiekben sziikségiink lesz arra, hogy a hullamfiiggvény milyen gyorsan cseng le az r — oo
hataresetben. Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy valamely nagy R esetén az r > R
tartomanyban a hullamfiiggvény csak az r radidlis koordinatatdl fiigg. Ebben a tartomanyban
a megtalalasi valészinliség,

/ ﬁwwwzm/ywm%%<y

r>R R

Nyilvanval6, hogy a hullamfliggvény abszolitértékének legaldbb hatvanyszertien kell lecsenge-
nie, [ (r)] o< 7™ (o > 0). Ennek felhasznélasaval,

o0 1
/ r272dr = (lim P32 R?’*z‘l) < 00

R 3 — 2a \r—oo

ami csak ugy teljesiilhet, hogy 2a > 3, azaz a > % (Az allitas kicsit precizebben is ineg—

fogalmazhaté a hulldimfiiggvény gémbharmonikusok szerinti kifejtésével, ¢ (7) = > 2 >
R (r) Y™ (9, ¢), de a mi céljainkra a fenti eredmény is elegendd lesz.)

3.4. Ortogonalitas

Bizonyitjuk, hogy a stacionarius Schrodinger-egyenlet kiilonb6z6 energidhoz tartozé megoldasai
ortogondlisak az L* (R?) fiiggvénytéren. Vegyiink fel két ilyen megolddst

A () V() 0 () = B (7
A () V() () = B (7

12



ahol E), Ey valés értékiiek és Ey # E,. Az els6 egyenletet 15 (7)-rel megszorozva, a masodik
egyenletet komplex konjugdlva, majd ¢ (7')-rel beszorozva és az igy nyert két egyenletet egymas-
bol kivonva kapjuk, hogy

I 79 A () — o (7) A5 ()] = (B — o) 5 () (7 (©

ahol kihasznaltuk, hogy a V () potencidlis energia valds értéki fiiggvény. A baloldali kife-
jezésrol belatjuk, hogy az egy teljes divergencia,
V(5 (7) Ve (7) = o (7) Vi3 (7)) = Vo3 (7) - Vi (7) = Vi (7) - Vi (7)
=0

+ 1by (1) Adpy (7)) — b (7) Ay ()
igy a (6) egyenlet baloldalat egy R sugart gémbben kiintegralva felhasznéalhatjuk a Gauss-tételt:

[ w080 0 = () 805 ) = § s (1500 T () = (1) 95 1)

r=R

Ha ismételten feltételezziik, hogy a hullamfiiggvények nagy R estén csak a radidlis koordinatak
fliggvényei, kihasznalhatjuk a korabban levezetett hatvany-lecsengést:

Py (r) ocr™ ™ g (1) ocr™*? (041, g > g)

— —

Vapr (1) oc St Vi (1) oc Lpoe
T T

igy a fenti integral R-fiiggése a kovetkezoképpen becsiilheto:
]{ d’s (@ (7) Vibr (7) = 1 (7) Vs (F)) o R?R-ie2~1 — Rl-ai-es
r=R

Mivel 1 — a; — as < —2, R — oo hatdaresetben a fenti integral zérushoz tart, amibél a (6)
egyenlet jobboldaldnak térbeli integraljara az alabbi kifejezés adddik:

(B — ) / dr 3 (7) b (7) = 0.
Mivel By # Es, ebbél
JEEEAGTAGET

kovetkezik. A késébbiekben részletesen foglalkozunk azzal, hogy a fenti egyenlet balolda-
la éppen a két négyzetesen integralhatd fiiggvény skalarszorzata. Ha ez zérus, akkor a két
fliggvényt ortogondlisnak nevezziik.

3.5. Ehrenfest tételek

A kvantummechanika és klasszikus mechanika kapcsolatat megalapozé tételek Paul Ehren-
fest, német fizikus nevéhez flizodnek. Mivel a részecske helyét csak a p(7,t) megtaldlasi
valészintiségstiriiséggel tudjuk lefrni, a kvantummechanikdban nincs értelme az 7 (t) pélya fo-
galménak. Ehelyett csak a részecske (i) atlagos helyét tudjuk meghatarozni (mérni):

() = /d?’rfp (7, t) = /d?’rfw(f,t)ﬁ = /d?’w* (7, t) 7o (7, 1) .
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Nyilvanvald, hogy (7) a hullamfiiggvényen keresztiil fiigg az idétél, ezért a részecske &atlagos
helyének idéderivaltja,

4 _
dt

d>r Opp* (7, t) 7ap (7, t) + / d>rap* (7,t) 7O (7)1)

amit az id6fliggd Schrodinger alapjan irhatunk tovabb:

d;? = /d3 (—h—Aw( )F@D(F,t)+V(ﬁt)¢*(?,t)?¢(ﬁt)>

= / ( W (Fot) FAY (7 t) + V (F 1) o (7,1) 7 (ﬁt)>
__% S (AY* (Fot) T (7 t) — o (Frt) TAY (7, 1))

Alakitsuk tovabb az integrandust! A targyalast egy z; helykoordinatara korlatozva:

A () (7, 1) = 0F (zat) (7 1)) + Y 0F (z) (7, 1))

JF#i
07 (zitp (Frt)) = 0; (¢ (Fyt) + 200 (F, 1)) = 20,0 (F, t) + 2,074 (F, t)

azaz
A (xzw (7?7 t)) - 2821/} (Fv t) + mzAl/} (F7 t)
ezért
d <‘T”L> _ ih * (= — * (= —
dt - _% dST (Aw (T,t) ili'iw(?"at) —¢ (Tat) A(‘Tzw (Tat»)
h
- ;—m & * (71) O (7).

A jobboldal els6 tagjdban az integrandus ismét teljes divergenciava alakithato:
AY* 3t — " A(e) = V (Vo'zi v — 'V (aiv) )

igy egy R sugaru gombre vett térfogati integral a gombfeliiletre vett integralld irhaté at. A
hulldmfiiggvény hatvanyszeri lecsengését feltételezve, az integral az R—2%2 hatvanyfiiggvénnyel
aranyos. Mivel a kitevo kisebb, mint -1, az integral R — oo hataresetben eltlinik. Végeredmény-

ben az
) LR GUE T

egyenletet kapjuk, amit a klassmkus mechanika

dr (t) _E
dt  m

(7)

Osszefiiggésével szeretnénk kapcsolatba hozni. A fenti kifejezés jobboldalan szereplo integralt
célszerti az impulzus (mérési) atlagival azonositani,

0= [ e @m0 Ve

Ezt a feltételezést motivalja az a tény, hogy a p impulzusi, sikhullimmal leirt részecskére:

he . he S N N
;V@Z) (Tut) - Zvexp (ﬁpr - ﬁEt) - p¢ (T7t) ;
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igy a i—iﬁ differencidloperator valéban az impulzussal kapcsolatos. A kvantummechanikai mérés-
elméletben ezt részletesen targyalni fogjuk. Ehrenfest els6 tétele kovetkezésképpen az

d{n _ )

dt  m

(8)
alakban irhaté, ami a klasszikus mechanika (7) kifejezésének valdsziniiségi (mérési) atlagokkal
kifejezett analogonja.

Ujabb id6 szerinti derivalassal a

02 ()
e

_Zm/d?’ O (7, 1) Vo (7,0) + 0 (71) Vo (7 )]
m/d3 [__Aw( BV (7.8) + V (7, 8) * (7, 1) Vb (7. 1)

egyenletet kapjuk. Mivel
A O = 005 (D) = DY O — A (0) = V (V) = 0V (010

az elso térfogati integral feliileti integréalla alakithatd, mely a hullamfiggvény hatvanyszeru
viselkedése esetén R~ (a > ) szerint cseng le, ezért R — oo hataresetben eltlinik. Igy
kapjuk a masodik Ehresfest tetelt,

= —(=VV), (9)

ahol
(—VV) = / &b (7,1) (—6v (7 t)) b (F)t) = / &r p (7,1) (—6v (7 t))

a potencidlis energia negativ gradiensének, azaz (id6fiiggetlen potenciél esetében) az erének a
valoszintiségi atlaga. Ez nyilvanvaléan Newton II. torvényének a kvantummechanikai valszinti-
ségi atlagokra vett altalanositésa.

Milyen kortilmények kozott kapjuk meg Newton I1. torvényét a (9) Ehrenfest-tételbol? Jeloljitk
a helyvektor atlag értékét a o (7, t) dllapotban 7.-vel és fejtsiik sorba a részecskére haté F(7) =
—VV(7) er6t 7, koriil:

— — 1 —
Fi(r) = Fi(7e) + (25 — e 5) Fja (7e) + 3 () — Tej) (Tp — Tep) Pl (7e) + ...

ahol
Fj; = 0;F;, Fjp; = 0;0uF; . ..

és az ismétlodo indexekre az Einstein-féle 6sszegzési konvenciét hasznéljuk. Ekkor

(F) = Fi(Te) + 5 (w5 — ey) (0 — Tep)) Fji (7e) + ..

1
2
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ahol
((vj = ey) (21 — Tek)) = /d?’?“ﬂ(ﬁ t) (x5 — wey) (Tk — Tep)

a valdszintliségsilirliség méasodik centralis momentumai. Az 7. (t) palyat meghatérozd

dzl’cjz‘ (t)

qz L)

Newton II. egyenlethez akkor jutunk, ha az eré masod- és magasabb rendii derivaltjait tartal-
maz6 tagok elhanyagolhaték. Ez pl. egzaktul fennall konstans erétérre vagy a térvaltozékban
linearis erétorvényre, azaz harmonikus oszcillatorra. Amikor a masodrendii derivalt nem zérus,
akkor a Newton II. torvény alkalmazhatosaganak feltétele,

(7 — @ej) (T — Tek)) Fina (70)

1
Fi(7) <

ami akkor teljesiil, ha a stiriségfiiggvény kiterjedését jellemz6 mdasodik momentumok (j = k
esetben a koordinatédk (Ax;)* = ((z; — x.;)°) szérasnégyzetei) kicsik, azaz a hulldmfiiggvény
lokalizalt és az erd a térben lassan véltozik. Ez nyilvan fenndll egy katédsugarcsében gyorsan
mozgo elektron esetében, de az atomokban kotott elektronokra nem.

3.6. Kontinuitasi egyenlet

A megtalaldsi valoszintiségsiirtiség id6 szerinti derivaltjat

8tp (F’ t) = 0 (w* (Fv t) (0 (7?7 t)) = ¢* (7:: t) aﬂ/’ (Fv t) + (7:: t) 3ﬂ/1* (7:; t)

az idofiiggd Schrodinger-egyenlet segitségével tovabb irhato,

h2
o (7.0) = (=gt (R AU () 407 ROV (R 6 (20

1/ B o B o

~ (—%1/} (7, t) AyY™ (7, ) + 4 (7, 1) V (7, t) ™ (7, 1)
L

=—g5 (V" (7, t) A (7, 1) — P (7, 1) AY™ (7 1))
ho- . B
=5V (w* (7, 8) Vb (7 1) — o (7, 8) Vo™ (7, t)) .
Bevezetve a .
JE) = g () Vo (7 0) = 0 (0) Vi (721))

////// 77

valosziniségi aramsiriséget, kapjuk a
Oup (7, ) + divj (7,£) = 0
kontinuitdsi egyenletet. A kontinuitasi egyenlet integralis alakja,
d 3 o IR
— | &Irp(F)t) + dsy (r,t) =0
dt Jy ov

ahol V' egy véges térrészt jelol és OV annak a (zart) feliilete. Az egyenlet jelentése, hogy
egy adott térrészben a részecske megtalalasi valoszintiségének az idobeli valtozasa a feliiletre
vett valosziniiségi daramfluxussal egyezik meg. A Schrodinger-egyenlet tehat nem tartalmaz
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részecskeforrast vagy nyel6t. Ezt fejezi ki az az Osszefliggés, amit akkor kapunk, ha a V
térfogattal a teljes térhez tartunk,

d 3 o d 3 N
o [ @ =5 [ErpEor-o,

ugyanis a mar szokasos gondolatmenet szerint a nagy R sugart gomb feliiletére vett valoszintliségi
dramfluxus R~2*™! hatvanyfiiggvénnyel ardnyos, ami o > % miatt R — oo hatéresetben eltlinik.
Megallapithatjuk tehat, hogy a hullamfiiggvény norméja az idében nem valtozik, azaz egy adott
pillanatban létez6 részecske semmilyen mas idopillanatban nem tiinik el.

Erdemes megjegyezni, hogy a ¢ (7, t) = e~ w Bty () staciondrius dllapotban sem a valdszintiségsii-
riiség, sem az dramsfirtiség nem fiigg az id6t6l és div j (7) = 0. Egy Ae?” sikhullimmal lefrt

////// 7

szabad részecske valészinliségi aramstirtisége:

57 = S (e (FAei) — Ack (Saei))
2mi
h 1 5
= AP 5205 = AP 2 = p7
m

2mi” h

2 , s s o s — — , , . p . , ,
ahol p = |A|” valésziniiségsilirtiség, v = p/m a részecske sebessége. A fenti kifejezés analog a
kontinuum kozegek tomegaram strtiségével.
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4. Egydimenzidés széras

4.1. Szabad mozgas, hullAmcsomag

Az id6fiiggé Schrodinger-egyenlet

h? d?
hop (2,8) = =5~ =59 (2, 1) (10)
sikhullam megoldasa _
Y, (x,1) = A(p)e%(p"”*E(p)t), (11)
ahol
P

A sikhulldm &llapotban az impulzus vérhatéértéke (1. Ehrenfest-tételek):

| w@n s L@ nd= 4G = pp (13)

ahol p, a részecske megtaldlasi valoszintiségstirisége, mely fiiggetlen az z koordinatatél. Ez
azt jelenti, hogy a részecske azonos valdszintiséggel talalhatéo meg a tér barmely pontjaban.
Nyilvanval6, hogy sikhullam allapot nem normalhato, ezért a szabad részecske leirdsara csak
idealizalt esetben hasznalhato.

Térben lokalizélt (normalhat6) megoldast gy kapunk, hogy a sikhullimokat Gsszegziink (in-
tegralunk):

w0 = [ A e TGy (14)
mely tovabbra is megoldéasa az id6fliggé Schrodinger-egyenletnek. Célszerti az amplitudd im-
pulzusfiiggését Gauss-fliggvénynek véalasztani:

A(p) = Ce~ P’ @/ (0 e R, (15)
Ekkor a hullamfiiggvény:
¥ (2,t) = C/Oo e~ P B/ o (prpt/2m) gy (16)

amit a

/ dpe™ @ +2br — \/EebQ/a (a,b € C,Rea > 0) (17)
_ a

o0

Gauss-integrél segitségével kiintegralunk:

2 . ;
- d? iz it
& it pod® | iz pod?
W=t oms YW= T T 1
y

W (z,t) = C, /#eb(”}y/“(t}_c. (20)
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Szamitsuk ki a hulldimcsomag dllapotban a megtalalasi valdszintiségstirtiséget:

2 2
[ (2, D)2 = O (2 Relb@r )] -2 21)

2

by (B +;z) o ()

a(t)y & — 1 4> 1+t
2mh =57

TAR (1 + a2

-
1 (2 4p3d
(

4d? (14 a22)
1
Ad? (14 a2t?)

4
Re b(l‘)Q _ 4p0d a B 4p%d4
alt)  4d®(1+ o??) a2t2 =
— 72 2270 _ Apyd!
4d2 + Oé2t2 h2
— _ —t Appdt p_th
4d2 1+ a2t2 2 .
(fL‘ bo t) p%dz
B 2
A (23)
U
b (%)2 (iL' _ ﬂt)Q
2R —2%=—-——_  m/J 94
“at) T 22(1+a22) (24)
azaz .
[ (1, 0) = Tt 2 (1) -

PVt an
ahol vy = po/m a részecske csoportsebessége. A hullimcsomag 1-re normdlhaté, amibsl C? =
dv2m /h? adddik:

1 2 2 242
w :B,t 2 — e—(:ﬂ—l}ot) /2d (l—i-a t ) 26
@Ol =2 2 (1 4 a2t2) (26)

Vildgos, hogy a hullamcsomag kozéppontja vy sebességgel egyenletes mozgdst végez, Ax =
d/1 + o?t? kiterjedése viszont az idével monoton n6, a hullamcsomag szétfolyik. Mivel ax ~ %,
makroszképikus testekre a szétfolyas jelensége nem észlelheto.

2. A szérasprobléma megoldasa
Szorasi kisérletek elméleti leirasaban a hulldimcsomag mozgasat tanulméanyozzuk valamely széré

potencidl (target) jelenlétében. A szérépotencial kiterjedését végesnek (elegendden gyorsan le-
csengdnek) vélasztva, attol tdvol valéban a fent megismert hulldimecsomag megoldédst kapjuk,
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igy a kérdés arra egyszertiisithetd, hogy az egyes sikhullamok amplitidéja milyen valtozast szen-
ved a szoropotencial hatasara. Egydimenzios esetben a bejovo hullaimcsomag kozéppontjat az
xo(t =0) — —oo kozelitéssel vessziik fel, mig a tovabbhalad6é hulldmcsomag kozéppontjéra
xo (t = 00) — 00, de a kisérletekkel dsszhangban a Schrodinger egyenlet megoldédsa egy vissza-
vert hullimcsomagot is eredményezhet, melyre g (t — 00) — —o0. Ezeket a hulldimcsomagokat
rendre a

wMaw=/mA@n%%ﬂWup<x+—m> (27)

0

q/;U (x,t) — /OO B (p) 6%(*P$*E(p)t)dp (m N —oo) (28)
0

¢waw=/w0@ww“www (z — 00) (29)
0

alakban vessziik fel, ahol az els6 és harmadik fliggvény balrél jobbra haladd, a masodik fiiggvény
pedig egy jobbrdl balra haladé hullamcsomagot ir le. Vegyiik észre, hogy az integralas alsé
hatarat zérusnak valasztottuk, igy ezek a hullamfiiggvények akkor irnak le a korabbihoz ha-
sonl6 hullamcsomagokat, ha a py csoportimpulzus’ Iényegesen nagyobb, mint a hullamcsomagok
h/d kiterjedése az impulzustérben. Az id6fiiggé Schrodinger egyenlet minden egyes sikhulldm
komponensre egyméstol fliggetlentil megoldhaté. Mivel a szérépotencial idéfiiggetlen (konzer-
vativ rendszer), adott £ = F (p) energia mellett a B(p) és C(p) amplitiudék meghatérozdsédhoz
elegendé a staciondrius Schrodinger-egyenletet megoldani.

4.3. Potencialgat és alaguteffektus

Tekintsiink egy egydimenzids potencidlt, mely a [—a, 0] intervallumon kiviil zérus értéket vesz

fel:
0 I:z< —a

Vieg)=<9 #£0 Il:—a<z<0 . (30)
0 IIT:2>0

Ha a balrél bejovo anyagi sikhullam hullamszama k és energiaja, F = %, az I és I tar-
toméanyban a hullamfiiggvényeket az alabbi modon vessziik fel,

vy (z) = Ae'** 4 Be~ike (31)
Ui (x) = Ce™. (32)

Az I tartomanyban a valdszintiségi aramstiriség,

) h . Ay (z) diy (z) h .\ dur (z)
- — bk S/ I
i) = o (470 2 =0 (0 ) = o (7.0 2] (33
hk hk  h , )
= |A” = — |B|> = + —Im (iB* Ae*** — i A* Be~ %) (34)
m m m ~—
0
két komponensre bonthato,
Jr=Jb = Ju (35)
ahol .
gv =14 — (36)
m
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a beesd hullam aramstirtisége,
jo=|B|"— (37)

pedig a visszavert hullim dramsiiriisége. A ketté hdnyadosa definidlja a visszaverddési (refle-
zids) egyutthatdt,

. 2
Jv B
R=2==|=] . 38
|2 (39
A tovabbhaladé hullam valdszintiségi aramstiriisége,
. . hk
jrrr = ji = |CP — (39)
m
melybdl az dthaladdsi (transzmisszios) egyiitthatot definidljuk:
, 2
Jt C
T=>==|—| . 40
L (a0

Ha kijeloliink egy olyan hasabot a térben, melyet az x iranyra merdleges A feliiletii siklap
valamely © < —a pontbdl egy x > 0 pontba valé eltolasaval kapunk, akkor ezen hasdbra a
valdszintiségi aramstirtiség fluxusa A (j; — jrzr), hiszen az dramsiiriség meréleges az A feliileti
alaplapokra és parhuzamos a hasab palastjaval. A megtalalasi valdszintiségsiirtiség az idében

allando (staciondrius eset), ezért a kontinuitasi egyenletbél
Jr—Jir =0 (41)

azaz
Jb—Jv—Je =0 (42)

kovetkezik. A reflexids és transzmisszios egyiitthatok definiciéja alapjan tehat fennall az
R+T=1 (43)

Osszefiiggés, ami egyszerlien azt jelenti, hogy, ha egy részecske beszdérodik a targetre, akkor
az vagy visszaverddik vagy tovabbhalad. Ez a rugalmas széréasra jellemzo, hiszen rugalmatlan
szoras esetén az adott energiaval rendelkez6 részecskék szdama a széras soran valtozhat.

Négyszog alaki potencidlgat esetében V (z) = Vp, ha —a < x < 0. Ekkor a II térrészben a
hullamfiiggvény altalanos alakja

Vrr (1) = Fe'® + Ge ™" (44)
ahol 202
o
—E—V,. 4
2m Vo (4)
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Egydimenziés potencidlgat. (Torok Janos — Orosz Léaszlé — Kertész Janos: Elméleti Fizika 2.
jegyzet 16.1 dbra mésolata)

A hullamfiiggvény és derivaltja folytonos az x = —a pontban, amibél a
Y1 (—a) = Y (—a) = Ae~ka L Betha — pe~iaa | Gelaa (46)
Y (—a) = ), (—a) = Ake™™** — Bke® = Fae ™ — Gae™™® (47)

\

Ala+Ek)e ™ £ Bla—k
Ala—k)e ™ + B(a+k

etke = 2P ei0 (48)
et = 2Gae™® (49)

~— —

egyenleteket kapjuk. Ugyanigy az x = 0 pontban is illeszteniink kell a hullamfiiggvényt és
derivaltjat:

Y (0) =9 (0)=F+G=C (50)

Vi1 (0) = ¥ (0) = (F = G)a = kC (51)
N8

2Fa = C(a+ k) (52)

2Ga=C(a—k). (53)

Az (48) és (52), valamint az (49) és (53) egyenletekbdl az F' és G egytitthatok elimindlhatok,

Ala+k) e~ke 4 B (a — k) ettt = ¢ (o + k) e laa (54)
Ala—k)e ™ + B(a+k)e™™ =C(a— k) e (55)

majd a fenti két egyenletbdl a C' egytitthatot kifejezve

) —k .
Aeenhn 4 BE_eH e — ¢ (56)
Ae—i(a-ﬁ-k)a + Ba + Ze—i(a—k)a —C (57>
a —
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az
Aez(a k)a + B —k Z(a—l—k Ae—z(a—l—k) + Ba + ke—i(a—k)a
atk a—k

egyenletet nyerjiik. Innen méar meg tudjuk hatérozni a B/A hanyadost:

(e i a+k a—Fk
A (6z(a k)a e z(a+k)a) — B e i(a—k)a __ ez(a+k)a (58)
a—Fk a+k
B ei(oz—k:)a _ —i(a—i—k)a gica _ o—iaa ik
= = (&
atk ,—i(a—k)a _ a=k ji(a+k)a atk ,—ica _ a=k jiaa
A he atk® a—k€ atk®
2isin aa -
_ e*Qlk‘a (59)
atk e—iaa _ o= kezaa ’
a—k a+k

és a reflexios egyiitthatot,

4sin? aa
Oc+k’ e—iaa _ Z+”:€zaa) (3+Zezaa _ Z_}j}zeflaa)
4sin? aa
atk)2 a—k\2 .
(55%)" + (55%)" — 2cos2aa
4sin? aa

(ik) (aJrk) — 2+ 4sin? aa
k

-1
[y, (0
4sin? aa
:1+%%UW“UHM—M%+U
4sin? aa
-1
1 1
_ 1+4ka(@&m2_<wwf)
4sin? aa
4k2 o -1
=1 60
( +(l{:2—a2)zsin2aa) (60)

Az (56) és (59) egyenletekbdl a C'/A arany kifejezhetd,

dka i(a—k)a
- 2 2 2iaae
(k+a)—(k—a)’e

= Q

(61)
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igy a transzmissziés egytitthato:

dka
(k + a)® — (k — )® e2iaa
4ka
dka 4 (k — a)? (1 — e2ica)
(k —a)® (1 — e¥eay|

T —

=11
+ 4k
—1
(14 (k% — a?)*sin® aa ‘ (62)
4k2 a2
Konnyen belathato, hogy a reflexids és transzmisszids egyiitthatok 6sszege 1, ugyanis bevezetve
a
4k%a?
t = SR
(k%2 — a?)”sin” aa
jelolést és felhasznalva a
1 1
_— —1
1+t+1+%
azonossagot,
R+T=1 (63)
adodik.

Fejezziik ki a transzmisszios egytitthatét a Vy és a potencidl paraméterekkel:

-1

V2 sin? ( 2 (E- Vo)a>

T=11
TTTAR(E ) |

(64)

és diszkutaljuk a kapott kifejezést. Eldszor tekintsiik az E > Vj esetet.

1) Ha 2;1_72” (E—Vy)a = nm, azaz E = Vy + ”22’3;”2, akkor T' = 1, tehét a részecske 100%-os

valdszintiséggel athalad a potenciélfalon (tokéletes athaladas). Erdemes megallapitani, hogy ez
pont akkor torténik, amikor a potencidlgat szélessége a = nA/2, ahol A = %’T a Il térrészben
(oda- vagy visszafelé) haladé sikhulldm hulldmhossza, mint egy hiron kialakulé allohullamok

esetében.

2) Ha az energiaval kozelitiink a potencidlgat magassagahoz, F 2 V, vagy nagyon keskeny a
potencialgat, a < A, akkor a sin fliggvényt elsérendben sorbafejtve a

2\ —1
1m.T:0+m%a> <1 (65)

ESVot0 2h2

kifejezést kapjuk. Innen latszik, hogy nagy tomegi részecske (m — oo0) nagy valdszintiséggel
visszaverédik a potencidlgdtrdl és ugyanez a helyzet ’erés potencidl’, Vya? — oo, esetén is.

Megjegyezziik, hogy a fenti megallapitasok vonzo potencialvolgy, azaz Vy < 0 esetén is fennallnak.
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Ha az energia kisebb, mint a potencidlgat magassiga (E < Vj), ,/QE—Z‘ (E — V) tisztan képzetes

lesz. Haszndlva a sinix = ¢sinh x azonossagot, a transzmissziés egytitthatora a

-1

V02 sinh? ( QH—? (Vo — E)a)
1E (Vo — B)

T=|1+

kifejezést kapjuk.

3) Mivel 0 < T' < 1, athaladds akkor is van, ha az energia kisebb, mint a potencidlgit ma-
gassaga. Ezt nevezzik alagutefffektusnak, mely nyilvanvaléan ellentmond a klasszikus mecha-
nikanak.

4) Magas potencialgat és kicsi energia, vagy széles potencidlgat esetén

(1/ 22 (Vo — E)a > 1) a transzmissziés egylitthatéra a

16E (Vy — E) 8m
T ~ V—O26Xp (— = (Vo — E)a) (66)

kozelitést hasznalhatjuk, amit gy értelmezhetiink, hogy a hullamfiiggvény exponencidlis le-
cseng a I térrészben.

Az alaguteffektus szamos fizikai jelenség magyarazataban szerepet jatszik. FEzek egyike az
atommagokbdl kiszabadulé pozitiv t6ltésli « részecskék (2 proton + 2 neutron) intenzitdsanak
értelmezése (a-bomlds), mely az atommag elektromos terén keresztiili alagutazdssal magyarazha-
t6. Ennek elméletét Georges Gamow dolgozta ki 1928-ban, ezért a (66) képletben szerepld
exponenst (vagy annak a felét) Gamow-faktornak is szoktdk nevezni. Az alagiteffektus a hide-
gemisszid, a spontan ionizacié és molekularis reakciok leirdasaban is fontos szerepet jatszik.

1 =
0.8 - 1
T N
Clo6r .
A fz= s
04 - 1
02 - 1

0 | |

0 4 5 6

Potencidlgdt transzmisszids egyiitthatéja mVpa®/h? = 4 (piros), 8 (zold), 12 (kék) esetén.
(Torok Janos — Orosz Léaszlo — Kertész Janos: Elméleti Fizika 2. jegyzet 16.2 dbra mésolata)
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5. A linearis harmonikus oszcillator: megoldas Sommerfeld-
féle polinom-moddszerrel

Az egydimenzios harmonikus oszcillator potencidlja

1
V(z) = §Da:2 ) (67)
ahol D az er6allandé (direkcids erd). A klasszikus mechanika alapjan, a fenti potencidlban egy
m tomegl részecske w = /D /m frekvencidaji harmonikus rezgést végez, igy (67) a kovetkezo

alakban is irhato,

2
V(e) = “o—a? (63)
azaz a Hamilton fiiggvény
2 2
p mw= o
H =— . 69
() =L+ (69)

A t = 0 idopontban zérus kitérést feltételezve, az ismert klasszikus megoldas
x(t) = Asin (wt) , (70)

ahol A a rezgés amplituddja, mely az energiaval az

mw2

2

kapcsolatban all. Nyilvanvalo, hogy az energia ill. az amplitido folytonosan véaltozhatnak.

E = A? (71)

A kvantummechanikai targyalds szerint a

R d*y () mw? _
I ) = B 72

idofliggetlen Schrodinger-egyenletet kell megoldani.

Bevezetve az
T N
1= % dz?  xtdg?’
valtozé transzformaciot, a Schrodinger-egyenletet

R 2 22
5 CZEQ) + mu; D2 (q) = Ev (q) (73)

2mxj

alakra hozhatjuk. Célszerli az z( paramétert gy megvélasztani, hogy a fenti egyenlet balol-

dalan a j—;? és a ¢ tagok egyiitthatdi, az eléjeltd] eltekintve, megegyezzenek, azaz,
h? mw?z? h
= — Ty =4/ —. 74
2ma? 2 0 mw (74)

Ekkor a Schrodinger-egyenlet

(- s ) - ot (7
illetve a
CUD 4 ol = ita), (76)



formaban irhatjuk, ahol

2F
= — 77
= (77)
az energia helyett bevezetett dimenzidtlan valtozé.
[rjuk 4t a (76) egyenletet,
d*y (g
qu )4 (n—q¢*)¥(q) =0, (78)
melynek el6szor a ¢ — oo hataresetben vett, in. aszimptotikus megoldasat keressiik,
Yo (@)
alq) = 0. 79
e~ o) - (79)
Felhaszndlva, hogy
d d L) = d2 d d
2 2 ’ 2
T 42 q oo d_q2 q
belathatod, hogy a
d _
(d_q * q) Yal@) =0 — () = e/ (80)

a keresett reguldris aszimptotikus megoldas.

A kovetkezo 1épésben az altalanos megoldast az aszimptotikus megoldas és egy ismeretlen
fliggvény szorzataként keressiik:

¥ (9) = u (@) Yale) = ulq)e™/2. (81)
Ezt behelyettesitjik a (78) egyenletbe,

d? <u (q) e‘q2/2>

e +(n—¢")u(q) e 2 =0, (82)

Elvégezve a megfelel6 miiveleteket,

d(u(g)e ) : :
i = u/(q)e™ " — qu(q)e (83)
@ (ulg)e ) 2 : 2
i = u"(q)e™ " = 2qu'(q)e % + (¢* — Du(g)e /2, (84)
az

u”(q) = 2qu'(q) + (n — Dulq) =0 (85)

egyenletet nyerjiik. A tovabbiakban feltételezziik, hogy az u fiiggvényre érvényes a folytonos
fliggvénykalkulus:

= Z g, (86)
r=0

Z re.d !t — 2qu' () =) 2req (87)
r=0

Z r(r—1)c.q~ Z (r+1)(r+2)c42q". (88)
r= r=0
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A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a (85) egyenletbe a

DA +1)(r+2)crpa —2reo+ (= D} ¢ =0 (89)
r=0
egyenletet kapjuk, melybdl a
2r+1-—mn
r+1)(r+2

rekurzios Osszefiiggés adédik (r =0, 1,2, ...). Vegyiik észre, hogy az u fiiggvény hatvanysoraban

az r-ik tag egyiithatéja az r + 2-ik tag egyiitthatéjat hatarozza meg. Masrészt r — oo

hataresetben, pontosabban r > mg;”esetén a rekurzids osszefiiggés kozelitheto a

C’f‘+2 = (

e (90)

2
o 2, 91
Cr42 TC ( )

kifejezéssel, mely az e?” fiiggvény hatvanyegyiitthatéira jellemzé rekurzids relécio:

I D o 2
e — — CT — CT‘ _CT .
7! (r/2)! P 2 e

r=0 r=0,2,...

Kénnyen belathat6, hogy az u (q) fiiggvény tetszOleges pontossaggal kozeliti az f, (q) + Ce?’
fiiggvényt, ahol f, (q) n-edfokd polinom, C alland6 és az n fokszdam a kivant pontossighoz
4llithaté. Ez viszont azt jelenti, hogy a v (¢) = u (q) e ¢/ megoldds aszimptotikusan e?’/2
szerint divergdl, tehat altalanos esetben v nemreguldris fliggvény. Ezt csak tgy tudjuk elkeriilni,
hogy a (90) rekurzids Gsszefiiggést valamely r = n indexnél megéllitjuk, azaz

n=2n+1 (n=0,1,2,...) (92)
valasztassal biztositjuk, hogy

en 20, Cpyo=cCpya=...=0. (93)

Ha n paros, akkor a paratlan indexti egyiitthaték mind kiilonboznek zérustol, ha ¢; # 0. Ekkor
viszont a fentiek miatt u (és 1) nemreguldris fiiggvény lesz. Ebbdl kivetkezik, hogy péaros n-re
a megoldas csak paros fiiggvény lehet. Ugyanezzel a gondolatmenettel belathatd, hogy paratlan
n-re a megoldas paratlan fiiggvény.

A n paraméter definicidjabdl kovetkezik, hogy a lehetséges energiaértékek

’En:hw(n—i—%) (n=0,1,2,...) ‘ (94)

A megfelel6 hullamfliggvényeket

[0 (2) = N,y Hy (2/w0) e =77 | (95)

alakban irjuk, ahol H,(q) az un. Hermite-polinomokat jeldli:

n H,(q)
0 1

1 2q

2 4¢® -2
3
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Ellendrizzik a rekurzids reldciot:

1-5
n=2:n=5,c=—-2, 02:_2ﬁ:4
3-7
n=3:n=7,c =-12, 03:_12ﬂ:8
A Hermite-polinomok ortogonalitasi relaciojabol,
/ dge @ H, (q) Hp (q) = 2"n!/T Spm (96)
adddik, hogy
N, = (2"nly/7 z9) 2 (97)

0

X

Az egydimenziés harmonikus oszcillator energiaszintjeinek és hullamfiiggvényeinek illusztraciéja.
(Torok Jéanos — Orosz Laszlé — Kertész Jéanos: Elméleti Fizika 2. jegyzet 8.3 dbra mésolata)
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A zérusponti energia kisérleti bizonyitéka: A kétatomos molekulak rezgési szinképe
A kétatomos molekuldk infravoros tartomanyban észlelt egyenkozli emisszios szinképe jol ma-
gyarazhaté a harmonikus oszcillator modellel. Valamely n’-ik dllapotbdl az n-ik allapotba valé
ugras esetén kibocsajtott foton energidja ugyanis

hvg = Ey — E,, = hw(n’ —n) n>n . (98)
Az észlelt frekvenciak6zokbdl nyilvanvaléan meghatarozhaté a rezgés direkcids allandéja:

w 1 /D
Al/f:%:% N D =m (21 Avy)® . (99)

A TH32CY (sésav) molekula esetén, Avy = 8.65- 10" 1/s (AE; ~ 0.3 €V) , my = 1.673 -
1072" kg — D ~ 4.9 N/cm (a redukélt tomeg figyelembevételével D ~ 4.713 N/cm) adédik

Nagyobb energias gerjesztéssel atmenetet indukalhatunk a sésav molekula elektronallapotai
kozott is. Jeldljink két ilyen allapotot A-val és B-vel. Ekkor a molekula teljes ("konfiguracids’

és vibracids) energidja
E(An)=E +m/DA 41 (100)
n) = —|n+=
) A m 9

E(B,n) = Ep + h\/% (n’ + %) (101)

tehat a visszaugras soran kisugarzott foton frekvencidja

\/W(Hz)— m (”H)

A 'H atom helyett azonban eléfordulhat a D (2H) atom is, melynek kétszeres a tomege, vi-
szont az elektronszerkezettdl fiiggd Fa, Eg, D és Dp allandok nem véltoznak. Az 1j redukalt
tomeget m*-gal jeldlve a szinképben megjelennek a deutérium izotopra jellemz6

Ep — E4 1 Dg , 1 Dy 1
* ’ = — P — i — 1
V' An . +27r [ p_— (n—|—2 o~ n+2 (103)

frekvencidk is. A fenti izotépeffektust vizsgdljuk meg az n’ = 0 — n = 0 (null-null) dtmenetre:

. 1 1 1 — —
Nyilvanval6 azonban, hogy amennyiben a harmonikus oszcillatornak nem lenne zérusponti ener-
gidja, a null-null &tmenetre nem tapasztalnank izotopeffektust. A fenti jelenséget észlelték pl.
a B — O molekula vibréciés spektruméban is (1°B — "B ill. 10 — 180).

ill.

Ep—FE, 1

, =2 4. 102
VBn'— An h o (0)
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6. A kvantummechanika matematikai alapjai

6.1. A Hilbert-tér

Eddig azt tanultuk, hogy az fizikai rendszer (részecske) dllapotét egy komplex értékii ¢ dllapot-
fiiggvény jellemzi, mely négyzetesen integralhaté, azaz ¢ € L? (Rd), ahol d € N. Két hullam-
fiiggvény tetszoleges linearkombindcidja is négyzetesen integralhato,

/ & erpn (7) + eathy (D) = eal? / & [ (P + Jeaf? / a1y ()
+2Re[cley / dr } (F) s (F)] < 00 (105)

tehat
a1 + ey € L (RY) | (106)

azaz L* (Rd) egy wvektortér vagy linedris tér. Az Osszeadasra és a komplex szdmmal valo
szorzasra vonatkozo alapvetd tulajdonsagok nyilvanvaléan teljesiilnek.

Két fiiggvény skaldrszorzata (belsd szorzata) egy L* (R?) x L? (R?) — C leképezés,

Wleh = [t 07 (107)
melyre konnyen beladthaték az alabbi tulajdonsagok:
(o1 + @2) = (Wlr) + (¥]p2) (108)
(Ulewp) = cWlp)  (c€C) (109)
(W) = (plv))* (110)
valamint
(Yl) >0, (111)
és
(W) =09 =0€e L* (RY) . (112)

A skaldrszorzat két utébbi tulajdonsiga lehet6vé teszi, hogy az L2 (Rd) elemeinek hosszat,

ERVAC) (113)

illetve tavolsagat,

d(¥,9) = — ol = V(¥ — ¢l — ) (114)
definidljuk. A fizikai allapotokat leiré hullamfiiggvényekre,

(Wl = / dhr g (7 () = 1. (115)

A skalarszorzat alapveto tulajdonsagaibdl tovabbi azonossagok vezethetok le:

(1 + p2|tb) = (p1|Y) + (p1]P) (116)
(cv]p) = c*(Ylp) (c€C) (117)
(1]0) = (Wlp — ) = (Plo) — (Ylp) =0. (118)
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Hasznos kovetkezmény a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenség:

[(Llo)* < (@) {ele) - (119)

Bizonyitas: Tetszoleges A € C szamra

(0 = XolY — Ap) = (Y|) + [M*elp) — AMwlp) — A (plp) > 0.

Legyen
NGy
ele)
ekkor
(lv)(@le)  @le){el)  {ol)(el¥)
Wi+ (ele) (ple) (ele)
= (plyy - L) 5
{plw)

amibdl a CBS-egyenl6tlenség mar kovetkezik. Ha ¢ = ki (k # 0), akkor nyilvanvaléan az
egyenldség &ll fenn. Ha viszont ¢ = kb + x, ahol (¢|x) = 0, akkor

(]} |? = |k[? (L)
(ple) = [EI* (W]) + (x|x)
amibol
W) (ple) = [k” (W) + @) (xIx) > [(]e)]?

kovetkezik, azaz az egyenlotlenség all fenn. Konnyen belathaté a hdromszog egyenldtlenség is:

¥+ o = (W) + (ele)? + (W®le) + (olv)
(W) + (ple)? + 2| (vlo)

( + (¢lep)

( + (¢lp)

IA A

V) + (ele)” + 2(8 ) (ple)
(W) + (ele))?,

(
(
(
(
ahonnan

|+ o] <l + el - (120)

A fentieket altaldnositva, barmely V' vektortéren a (108)-(112) tulajdonsdgokkal rendelkez6
V xV — C miiveletet skalarszorzatnak nevezziik. Az N-komponensii komplex értéki vektorok
terén, V =CV, a

N
abeV:(ab)=a'b=> asb, €C (121)

miivelet skalarszorzat és az a vektor norméja

(122)

AV vektortéren a {v,},_, 5 vektorhalmazt linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha

.....

N
> ety =0 (¢, €C) & Ve, = 0. (123)

n=1
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Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a v, vektorok egyike sem all el6 a tobbi linedris kom-
bindcidjaként. Ha viszont a vektortér valamely eleme felirhaté a v, vektorok linedris kom-
bindcidjaként, v = ZnN:1 Cny, akkor a {c,}, _, y szdmsorozat egyértelmilen meghatérozott,
ugyanis

N N N
v:chvn:Zc’nvn%Z(cn—cg)vn:O%cn:c’n (Vn) . (124)
n=1 n=1 n=1

A vektortér bézisa egy maximalis szdmossdgi {v,} linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz, azaz
Yo € V' a {v,,v} halmaz linedrisan Osszefliggé: ¢ # 0 és {c,}, ahol legalabb egy ¢, # 0,
hogy cv + ZnN:1 cnvy, = 0, amibdl kévetkezik, hogy a vektortér barmely eleme (egyértelmiien)
eléall a béazisvektorok linearis kombinacidjaként. A vektortér dimenzidjanak nevezziik a bazis
szdmossagat. A CV vektortér dimenzidja N, a C* és L* (R?) megszémldlhatéan végtelen
dimenzidju vektorterek.

Skalarszorzatos V' vektortéren a {v,},_, 5 paronként ortogondlis vektorok linearisan fiigget-
lenek:

N N N
D entn =0 (W] Y envn) = ealvilvn) = cifvilv) =0 = ¢ =0 (Vi) . (125)

Konnyen belathatd, hogy egy paronként ortonormélt vektorokbdl allé {v,, } halmaz szdmossaga
novelhetd, ha létezik egy linearisan fiiggetlen v vektor (Gram-Schmidt ortogonalizédcids eljaras):

en = (Wlu,) 2V =v— chvn (V'|v,) =0 (Vn). (126)

Innen kovetkezik, hogy a V' vektortéren létezik olyan bazis, melynek elemei paronként orto-
gonélisak, illetve ortonorméltak. Ezt szokés teljes ortonormélt rendszernek (TONR) nevezni.
Az L? (R) vektortéren a linedris harmonikus {¥n}, ey normalt sajatfiiggvényei TONR-t alkot-
nak.

Hilbert-térnek nevezziik azt a H skalarszorzatos vektorteret, mely a Cauchy-sorozatok hatarérté-
keit is tartalmazza (a Cauchy-sorozatok konvergalnak H-ban). Véges dimenziés skaldrszorzatos
vektortér nyilvanval6an Hilbert-tér is. Legyen {v,} TONR egy megszamlalhatoan végtelen
dimenzios Hilbert-téren. Az

neN

SN = chvn (N €N) (127)

n=1

sorozat Cauchy-sorozat, ha tetszoleges € > 0 esetén 3 N. € N, hogy VN, M > N,

M

|sy — sp| = \chvn| <e. (128)
n=N

Ebbdl kovetkezik, hogy

| Z Cnn|? = Z * (V| Um) = Z el <& (=¢%) . (129)

n,m=N

Mivel

M M
S el =1 lenl] (130)
n=N N
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N Ly : )
ay ., |ea|? valds szémsorozat is Cauchy-sorozat, tehdt konvergens,

oo
Z |en|? < 0.
n=1

fgy a végtelen szamossagu bazis alterének azon vektorai, melyek egy Cauchy-sorozat hatarértékei,

v = A}l_lgo SN = Z;cnvn (131)
valéban a Hilbert-tér elemei,
N N o)
_ . * I 2 2
(o) = Jim 2;1 i (Unlvm) = ngnm; eal* = Z el® < 00 (132)

Megjegyezzik, hogy a TONR 4&ltal kifeszitett altér stirii a Hilbert-téren, tehat a Hilbert-térnek
lehetnek elemei, melyek ’csak’ tetszéleges pontossdaggal kozelithet6k a (131) elemekkel, de ezen
halmaz nullmértékii. Ezért a fizikai szakirodalomban a Hilbert-teret teljesnek nevezziik, arra
utalva, hogy (lényegében) minden eleme (131) alaki. Az L? ([a, b]) tér teljességét Riesz Frigyes
és Ernst Fischer egymastdl fiiggetlentil bizonyitottak be 1907-ben (Riesz-Fischer tétel).

A ¢ € L? (RY) hulldmfiiggvény tehdt egyértelmiien el34ll a

n=1

alakban, ahol {¢,}, .y TONR, d = 1 esetén pl. a harmonikus oszcilldtor stacionarius allapotai.
Ez azt jelenti, hogy a ¢ € C* szamvektor egyértelmiien meghatarozza (reprezentilja) a hulldm-
fiiggvényt. Mivel

(W) =D Jeal* < 00 (134)

¢ € (2, mely a véges norm4ju végtelen dimenziés komplex értékii szamvektorok Hilbert-tere.
fgy tehat az allapotot nem csak egy folytonos fiiggvénnyel, hanem egy szamvektorral is le
tudjuk frni. A két leirdsban az a kozos, hogy a kvantummechanikai allapotot egy Hilbert-tér
elemeivel azonositjuk. Mivel az allapot egyikfajta abréazolasa sem kitiintetett, a kvantummecha-
nika altalanos matematikai formalizmusa szerint csak annyit allitunk, hogy a rendszer dllapotas
Hilbert-teret alkotnak.

6.2. Linearis operatorok

AzO:V -V leképezéseket altaldban a V' vektortéren haté operatoroknak nevezziik, azaz
veV = OveV. A kvantummechanikdban a szuperpozicié elve miatt linearis operatorokkal
foglalkozunk, azaz

O (v +vg) = Ovy + Ovy (135)
O(cv) = cOu . (136)

Identitdsnak nevezziik az I operatort, ha Tv = v (Yo € V). A vektortér nullelemét a linesris
operatorok a nullelemre képezik le:

00=0w-v)=0v—0v=0. (137)
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Linearis operatorok linearis kombinacidja,
(/\101 + )\202) V= )\1011) + AQOAQ/U (138)

is linearis operator. Belathatd, hogy a linearis téren hato linedris operatorok is linedris teret
alkotnak.

Az f : R? — C fiiggvény egy multiplikativ linedris operdtort definial az L2 (]Rd) téren: 1 €
12 (B9)

v fo:(fo)@=r@me@. (139)
Ennek specialis esete az x; koordindta-operdtor,
(@ ¢) (F) = 2t (7) (140)

Az Ehrenfest-tételekbdl azt sejtjiik, hogy az impulzushoz a 5’ = %6 vagy a p; = %(‘% linearis
operatorokat rendelhetjiik,

. L h
(pi) (1) = 7 i (7) (141)
Célszert a kinetikus energidhoz a
~2
o D h2
k=2 " A (142)
2m 2m

linearis operatort rendelni, mely a Schrodinger-egyenletben is megjelenik.

Az operatorok szorzatat a fenti kifejezésben a kovetkezoképpen definialtuk,
<0102> v = Ol <OQU> . (143)

Multiplikativ operdtorok szorzata nyilvanvaléan kommutativ, de a p; és &, operatorok szorzata
nem felcserélheto:

(i) () = 204 (2300 (7)) = & (@h) 6 (1) + 5,000 7

= L0 () + () (7) (144)

azaz

~

. .. h
pixj = a:jpi + ;5”1 . (145)
Két operator felcserélhetoségét jellemzi az operatorok kommutdtora,
[Ol, OQ] = Olég — Ogol . (146)

Az impulzus és koordinata-operatorok felcserélési relacidja,

L ho -
[hi, 5] = ;51‘]‘[ (147)
a kvantummechanika egyik alapvetd osszefiiggése.

Az O operator sajatértékének és sajatvektoranak nevezziik azt a k komplex szamot és v vektort,
melyre

Ov=kuv. (148)
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Az O operator sajatértékeinek halmazat az operator spektrumanak nevezziik. Mint azt korabban
lattuk a p; operator sajatfiiggvényei a 1y (7) = Aer?" sikhulldmok

.. h i i L,
Py () = ;@'(A@”p ) = Apien?” = pis (7) (149)
bar itt vigydznunk kell, mert ¢y (7) ¢ L? (Rd) (1. az operatorok folytonos spektruméval fog-

lalkozé fejezetet). Egy maésik példa az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet, melyet &tirhatunk
a

A . h2 . . .
(HY) (1) = =5 AP (F) + V(1) ¢ (F) = E¢ (7) (150)
operator sajatérték-egyenlet formaba, ahol
~2
H=K+Vv=2L 4V (151)
2m

az un. Hamilton-operdtor.

6.3. Hermitikus operatorok

Legyen O egy H Hilbert-téren haté operator, mely O+ adjungdltjat a kovetkezoképpen defi-
nidljuk. Az O operdtor értelmezési tatomanya (domén),

Dy = {u eH:3weH (Wov) = (wp) Yve DO} : (152)

Ekkor X
w=O%u. (153)
Egyszerlibben ezt gy irhatjuk, hogy Vv € Dy és Vu € Dpy,
(u|Ov) = (Ot ulv) . (154)
Altaldban Dy, # D, .
A megfelel6 értelmezési tartomanyon, operatorok linearkombinaciéjanak adjungaltja:
(u](MO1 + 2902)v) = A {(u]O10) + Ao (u|Og0)
— 2 (OF ulv) + Ao (O3 ulu)
= ((\OF + 2507 Julv),
azaz R R ) R
(AMO1 + X02)T = N[O + X505, (155)
valamint operatorok szorzatanak adjungaltja:
(u|01090) = (OF O ulv)
tehat
AoANt A
(0102> — 070t . (156)

A kvantummechanikdban kiilonosen fontosak a hermitikus operdtorok, melyekre Dy C Dy és
v,u € Dy
(u|Ov) = (Oulv) (157)
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azaz O C O+, ami azt jelenti, hogy az O operator értelmezési tartomanyan az O és OF
operatorok azonosan hatnak. Az értelmezési tartomanyok vizsgalata ezért elengedhetetlen an-
nak megallapitasa soran, hogy egy operator hermitikus-e.

Multiplikativ operdtorok hermitikusak f : L? (]Rd) — R fiiggvény esetén:

(W|fe) = /ddw* (7) J (7)o (7) Z/ddr (f ()% () e (7) = (fele) (158)

amennyiben az integral 1étezik. Az impulzus operdtor hermitikussiga (az egyszertiség kedvéért
egydimenziéban):

v @eElz-7 [

v J

(Wlpo) = / T (@) @)

1 dx

dx

v (z) (159)

Mivel ¢, ¢ € Dy C L* (R), a kiintegralt rész eltiinik, ezért valéban fenndll a

(Wlpe) = (ple) (160)

azonossag. Ha viszont az L? ([a, b]) Hilbert-téren vizsgdljuk a p operator hermitikussagdt, akkor
az értelmezési tartomdnyt le kell sziikiteniink az L2 ([a,b]) = {¢ : ¥ (b) = ¢ (a)} (a € R)
altérre. Az L2 ([a,b]) altéren a p operdtor megegyezik az adjungaltjaval, ezért onadjungdlt
operdtor (Dy = Dyy = H).

Az (155) azonossag kovetkeztében hermitikus operdtorok valds egyiitthatds linedrkombinacidja
is hermitikus operdtor: Aj, A\ € R

(MO1 + 220,)" = X 0; + X0, (161)
mig hermitikus operatorok szorzatanak adjungaltja,
(0102)+ = 0201 . (162)

Ebbdl adédik, hogy egy hermitikus operator tetszoleges hatvanya, Oon=0...0 (n-tagi szor-
zat) is hermitikus. Legyen f(z) = Y a,z" egy analitikus fliggvény. Ekkor az operator
megfelel6 fliggvényét az

F(O)=>"a,0" (163)

kifejezéssel definialjuk. Ha O hermitikus és az a,, egyiitthatok valésak, akkor az f(O) operator
hermitikus.

Tétel: Hermitikus operdator sajatértékei valosak.

Ov=kv— WOv) =k |v) (164)

~ ~

(]Ov) = (Ov|v) = (W|Ov)* = k*(v|v) (165)
ahonnan k£ € R kovetkezik.

Az eddig eléfordulé operédtorok (z;, pi, K, V, H ) hermitikusak, azok sajatértékei valésak. A
kvantummechanikaban a klasszikus fazistér valtozoihoz és azok figguényeihez, dltalaban dina-
mikai mennyiségekhez, hermitikus operdtorokat rendeliink, melyek (valds) sajatértékeit a le-
hetséges mérési értékekkel azonositjuk (1. Méréselmélet). Pongyoldn azt szoktdk mondani,
hogy mérhet6 fizikai mennyiségekhez rendeliink hermitikus operdtorokat, de pl. a térfogat,
nyomas, hémérséklet ... nem tartoznak ezek kozé!
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Tétel: Hermitikus operdtorok kilonbozd sajdatértékekhez tartozo sajatvektorai ortogondlisak.

OUlzklvl,Oﬂgzkgvg (166)
(k1, ko € R, ky # ko)

<Ug|OUl> = k’1<7}2|’01> (167)
(Ovalvy) = ka(valon) (168)
(k’l — kg) <’U2|’Ul> =0—- <1)2|?}1> =0. (169)

Mivel egy adott sajatértékhez tartozé sajatvektorokat (degenerdlt sajatérték) a Gram-Schmidt
eljarassal ortogonalizalhatjuk, kijelenthetjiik, hogy egy hermitikus operator sajatvektorait min-
dig kereshetjik ugy, hogy azok paronként ortogondlis vektorok legyenek, azaz - normalas utan
- ortonormalt rendszert alkotnak a Hilbert-téren.

Megjegyzés: Korlatos hermitikus operatorok esetében a sajatvektorok halmaza megszamlalhato-
an végtelen szamossagi. Nemkorlatos hermitikus operatoroknak lehet folytonos spektruma
altalanositott sajatfiiggvényekkel, melyek nem elemei a Hilbert-térnek, viszont a dudlis Hilbert-
tér elemei, melybe a Hilbert-tér bedgyazhaté (Riesz-féle reprezentécids tétel, 1. késébb).

Spektraltétel: Hermitikus operdtorok sajatvektorai teljes rendszert alkotnak a Hilbert-téren.

Kovetkezmény: A hermitikus operdtorok sajdtvektorai megudlaszthatok ugy, hogy azok teljes
ortonormalt rendszert (TONR) alkossanak a Hilbert-téren.

Tétel: Két hermitikus operdtor akkor és csak akkor felcserélheto, ha létezik kozos sajatfigguény
rendszerik.

Bizonyitas:

(1) Legyen a két hermitikus operdtor A és B, melyekre AB = BA. Legyen v az A operator
sajatvektora, Av = av. Ekkor o ) o
BAv = a Bv = A(Bv) (170)

tehat Bu is az A operdtor sajatvektora a sajatértékkel.

Ha a nemdegeneralt sajatérték, akkor Bv = cu, tehét v a B operdtor sajatvektora. Ha a az A
operator degeneralt sajatérték és {v,},_,  ortonormalt sajatvektorok. Ekkor {Buvy}n=1,. ~

ugyancsak az A operator sajatvektorai a sajatértékkel, ezért

N

Buv,, = Zvicm. (171)

i=1

ahol R R
Cin = (vi| Bup) = (Bui|vn) = ¢ (172)

tehat a C = {¢;,} N x N-es matrix énadjungalt. A méatrix ortonormélt sajatvektorainak
Cu; = iy, u)u; = 045, (173)
felhasznalasaval diagonalizalni tudjuk a C matrixot:

U = {u}, U" = {u}} (174)
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ahol uy; az u; (oszlop)vektor, u;, pedig az u; (sor)vektor k-ik eleme. Ekkor

)

N
> uhug =06 - UTU =1 (175)
k=1

azaz az U unitér matrix, és a

N
Z ClkcUki = UL (176)
k=1

sajatértékegyenletet atirhatjuk a
CU = Udiag ({\;}) — UTCU = diag ({\;}) (177)

métrixalakra, ahol diag ({\;}) egy diagondlmatrix a \; atléselemekkel. Bevezetve a

N N

v; = Zv;uz — vl = kauki (178)

k=1 k=1

unitér transzforméciét és behelyettesitve a (171) egyenletbe,

N N
Z Buju) = Z VUt cin (179)

k=1 Li=1
adédik, hogy
N
B = Z VU Cinlinj = AU (180)
li,n=1

azaz a v} vektorok, melyek nyilvan az A operator sajatvektorai a sajatértékkel, egyuttal a B
operator sajatvektorai is \; sajatértékkel.

(2) Ha létezik {v,}, oy k0z0s sajatfiiggvényrendszer, mely egyben TONR is,

Av, = a,v, (181)
Bu, = byvy, (182)
akkor barmely v € H, v =) _y ¥y ¢s akkor
Ay = Z Cn (flvn> = Z Conv, — BAv = Z cnan(an) = Z CrGnbn Uy, (183)
neN neN neN neN
By = Z Cn (Evn> = Z Cnbpv, — ABv = Z cnbn(/lvn) = Z Cnbncnvn, (184)
neN neN neN neN
azaz o o S
BAv=ABv — BA= AB (185)

tehat a két operator felcserélheto.
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6.4. Diszkrét reprezentaciék, matrixmechanika

Maér korabban megallapitottuk, hogy egy részecske dllapotédt a v € L? (]Rd) fliggvény helyett
egyértelmfien jellemezhetjiik egy ¢ € ¢? vektorral, ahol

V= cupn (186)

6s {¢n}new TONR az L? (RY) Hilbert-téren. Ezt éltalanositva, L? (R?) helyett barmely H
megszamlalhatéan végtelen dimenzids (szeparabilis) Hilbert-teret vehetiink és

cn = {pnlt)) .

A ¢ = {cn}, ey vektort az allapot egy diszkrét dbrdzoldsénak nevezziik. A ¢ allapotvektort
felirhatjuk a
Y= Z‘Pn<90n‘¢> (187)
neN

alakban. Vegyiik észre, hogy a jobboldali 6sszegben szereplo kifejezések a i projekcioi a ¢,
bézisvektorokra,

Potp = 0n (nlt) (188)
ami a haromdimenzids térben ismert vetités altalanositasa. A projekcio altalanos definicidja,
P’ =F,, (189)
amit konnyen belathatunk,
Pénw =P o (|} = @n (Pnlen) (@nlth) = onlpnlth) = p¢n¢' (190)
=1
A (187) egyenlet atirdsa projektorokkal,
v=> P, (191)
neN

ami alapjan a {¢y}, .y rendszer teljességét kifejezhetjiik a
Y P, =1 (192)

operétor azonossaggal is. A P, projektorra, Paul Adrien Maurice Dirac nyoman a fizikusok a

P, = [p) (] (193)

jelolést haszndljak, melyben az angol széhasznélatot kovetve a |p) € H vektort ket-vektornak,
a (|-t pedig bra-vektornak hivjuk. Ez utébbinak az ad jelentést, hogy a |¢)) € H ket-vektorra
hatva a (p[i) skaldrszorzatot kapjuk eredményiil. (A bra-vektorok valéjadban a dudlis Hilbert-
tér elemei, melyre a folytonos spektrum targyaldsandl még visszatériink.) A Dirac-féle bra-ket
jeloléssel a (187) és (192) egyenleteket a

[0) =D ln){pnlt)) (194)

> leaenl =1 (195)

neN
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vagy sokszor még egyszeriibben a

Y Iyl =1

alakban irjuk. A projektorok segitségével kimondhatjuk még a spektraltétel alternativ megfo-
galmazéasat: alkalmasan valasztott TONR-ben barmely O hermitikus operator el6all a

O0=> Xn)(n

alakban, ahol \, az O sajatértékei.

Térjink vissza az allapotok diszkrét abrazolasara. Ha egy masik bazist véalasztunk, akkor
nyilvan mads vektor fogja reprezentalni ugyanazt az allapotot. Legyen {v,}, oy €5 {tn}, oy két
TONR a H Hilbet-téren. Ekkor, hasznalva a Dirac-jelolést,

W)= eon) =Y ), (196)

neN neN
ahol
) = (va|Y) bs = (un|) . (197)

Mi a kapcsolat a két dbrazolas kozott? Az u, vektorokat felirhatjuk a v,, vektorok linedarkombi-
nacidjaként,
) = > k) Ui s Uk = (viln) - (198)
keN

Konnyen beldthaté, hogy az U = {Uy, } métrix unitér, ugyanis

(Umlun) = > Up (0vi) Uk = Y Upyi Uk = G (199)
k,leN 51'1@ keN
ami pont az
Utu=1 (200)

métrix-egyenletet jelenti. Konnyen felirhaté a ¢\ és ¢l kozotti kapesolat is:

= (vp|Yp) = Z o (v |uk) Z Upe ¢ (201)

keN keN
azaz
W =Udw (202)
illetve
W =Ute®, (203)

A két diszkrét abrazolast tehat egy unitér transzformdcio koti Ossze. Ez biztositja, hogy az
allapot norméja mindkét abrazolasban megegyezik:

(ly) = Wi = Mgyt = (W10 (204)

Hogyan dolgozunk az operatorokkal egy diszkrét dbrazolasban? Ehhez szamitsuk ki az Ow
allapotot abrézolé szamvektort a {v, } béazison,

=> dv, (205)

neN
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ahol
dY) = (03| OV) = (0|0 cWvm)) =Y (va|Ovy) ) (206)

meN meN

ahol felhasznaltuk, hogy mind az O operdtor, mind a skaldrszorzat linedris. Az O operdtor
abrazolasara tehat célszerii bevezetni az

0 = {01}, OY) = (1,]Ov,) (207)

n

matrixot, mert igy az 010 allapot dbrazolasa,

d© = Z OW) v 5 g = QW) (208)

meN

Hermitikus operator diszkrét dbrazolasa onadjungalt matrix:

O = (1,,|0vp) = O%) = (Ovp|vm) = (V| Ove)* = O 5 O+ = OW), (209)

nm

Az operator sajatértékeit az abrazolé matrix sajatérték-problémajanak megoldasaval kaphatjuk
meg:

Oly) = k) = Y cO0lvn) =k o) (210)

neN neN

majd a |v,,) vektorral skalarszorozva,

D> 0W e = kel +» OWc = k). (211)

mn Cn 1%
neN

Az operatorok kiilonboz6 diszkrét dbrazolasai kozotti kapcesolat egyszertien levezetheto:

O™ — (u,|Ouyy) = Z Ui (vp|Ov) U, = Z Ukn i VU im (212)
k1N k€N
azaz
o™ =Utovu, (213)

az O™ és O™ matrixok tehat unitérekvivalensek. Ennek szdmos hasznos kovetkezménye van.
Onadjungélt matrix unitérekvivalense is onadjungalt:

oW+ = (Uto¥u)f =utouU =0". (214)
Ugyanazon operdtor sajatértékei unitérekvivalens dbrazolasokban megegyeznek:

OW® — | c® & UTOWUU = kUHe® 3 00 — J ) (215)

Nézziik meg, hogy az allapotot meghatarozé Schrodinger-egyenlet hogyan irhato fel diszkrét
reprezentacidban! Mivel a bazisvektorok idéfiiggetlenek, az allapot idofiiggését a ¢ vektor

idofliggése kddolja:
= e () pu (7). (216)

neN

Ezt behelyettesitjiik az id6fiiggd Schrodinger-egyenletbe,

thcn( on (T) = ch H (7, t) o, (7) (217)

neN neN
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ahol
H (7 8) pn (1) = (=5 A+ V (7, 8))gu (7) - (218)

Felhasznélva a ¢, (7) fiiggvények ortonormaltsagat az

ihé (t) = Hym (t) e (t) (219)

meN
illetve
ihe (t) = H(t)c (1) (220)
egyenletet nyerjiik, ahol
. 3 h?
Hon () = (gl (0 0m) = [ @163, (7) (=5 B+ V (7))o () (221)

a Hamilton-operator métrixelemei a bazison. A (219) vagy (220) egyenlet a Werner Heisen-
berg nevéhez fliz6d6 matrizmechanika mozgasegyenlete, mely ekvivalens a hulldmmechanika
Schrodinger-egyenletével.

Ha potencialis energia id6fliggetlen, akkor a Hamilton-operator matrixa is az,
ih¢ (t) =Hce(t) . (222)
A H o6nadjungalt matrix sajatvektorai,

Hs,=FE,s (223)

n=n»

teljes ortonormalt rendszert alkotnak az ¢? téren, igy a c(t) 4llapotvektorok kifejezheték a
sajatvektorokkal,

c(t)y=Y ka(t)s, (224)

neN
és a .
ihk, (t) = Eyk, (1) (225)
egyenletet kapjuk, melynek megoldasa
kn (1) = ane w50t (226)

Stacionarius esetben a Schodinger-egyenlet megoldasat felirhatjuk a

c(t)= Z ane’%E”tgn (227)

neN

alakban, ahol az a, egyiitthatokat a c(ty) = ¢, kezdeti feltétel rogziti. Az idéfiiggetlen
Schrodinger-egyenletet nyilvanvaléan a Hamilton-matrix sajatértékegyenlete helyettesiti.
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6.5. A linearis harmonikus oszcillator spektruma: kelto és eltiinteto
operatorok

Mar korabban levezettik a

doN(d L N
a0 )\t " ag :

Osszefliggést, mely segitségével a linearis harmonikus oszcillator Hamilton operéatora kifejezheto

H(q)zﬁw{% (q—d%) (q+d%>+%} (228)

alakban. Célszerll bevezetni az

1<+d) b (+2d) L (+i > (229)
a= — — | = T+ Ty | = T+ —
2 \"" ) T Vax dr) " Vaw | mw’

és
1 ,d 1

= ) - )~ ) e

operatorokat, melyekkel tehat

1
H = hw{a®a+ 5} : (231)
Ezt az a és a™ operatorok definicidibdl kozvetlentil is megkaphatjuk:
1 1 ) x? p? 1
Jr p— e _— — —_— _ —_—
@ 222 (x mwp> (x * mwp) 222 N 2m2w?x? * 2mwrd 2. )
2 2 : 1 2.2 2 1 1 1
:mwx+ p —|—iih:— mwx+p_ - H--
2h 2hmw  2h hw 2 2m 2 hw 2
ahol felhasznaltuk az
[z,p] = ih

felcserélési relaciét. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a harmonikus oszcillator spektruma
levezetheté az a és a™ operatorok algebrai (felcserélési) tulajdonsdgaibdl, és nem sziikséges
valamely konkrét reprezentdciot hasznalnunk. Ugyancsak a (229) és (230) definiciok alapjan

[a,aﬂ = L {w + LP,QU - LP}
x w

222 m mw
mw { {
o (ol ) (232)

A (231) kifejezés kovetkezménye, hogy a Hamilton operédtor spektruménak alsé korlatja hiw/2:

(w1 16) = o (Gl aalo) + 5 ) =hw (Javl 4 3) =75 (239)
Fennallnak tovabba a kovetkezo kommutécios relaciok:
[H,a) = —hwa ill. [H,a"| =hwa™ . (234)
Ugyanis
[H,a] = hw {cﬁa + %,a} = hw [a",a] a = —hwa (235)
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1
[H, aﬂ = hw {a‘La + o1 aﬁ = hwa™ [a, aﬂ = hwa™ . (236)
Legyen |¢)) H egy sajétvektora F sajatértékkel. Ekkor
Haly) = aH i) — hwaly) = (E — hw) aly) , (237)

azaz al) is H sajatvektora F — hw sajatértékkel. Ezért hivjuk az a operatort lefelé léptetd
vagy eltiinteté operatornak. Mivel azonban H spektruma alulrdl korlatos, 1éteznie kell egy |1)
sajatvektornak, amit az a operdtor a Hilbert-tér null-elemébe (| )o) léptet, melynek normaéja
zérus, ezért nem reprezental fizikai allapotot,

alo) = | o- (238)

Nyilvanvaloan

talieh = = Hle) = (Do 3o} ) = lun), (239)

tehat |1)y) pontosan a minimélis sajatértékhez tartozé sajatvektor.

A (237) egyenlethet hasonléan belathatjuk:
Ha'[) = a" H|Y) + hwalih) = (E + hw) a™[¢) (240)

azaz a|) is H sajdtvektora E + hw sajatértékkel. Ezért az a™ operdtort felfelé léptetd
vagy kelt6 operatornak hivjuk. A kelté operator egymas utani alkalmazasaval eloallithatjuk a
Hamilton operétor tobbi sajatvektorat. Jeldljik az n-ik 1épésben kapott sajatvektort |n)-nel!

Ekkor
In) = A, (a™)"10), (241)

ahol [1g) = |0) és A, egy késébb meghatarozandé normélési tényezs. Az n-ik 1épésben kapott
sajatenergia értelemszertien

En:hw(m%) (n=01,2 ). (242)

Ezektol kiilonbozo sajatérték nem létezhet, hiszen barmely sajatérték csak hw egészszamszoro-
saval kiilonbozhet %“’—tél.

A sajatvektorok egyértelmiiségét a kovetkezo tétel biztositja: Az egydimenzios Schrodinger-
egyenlet kotitt (requldris) megolddsai nem lehetnek elfajultak.

A (231) és (242) egyenletek Osszevetésébol azonnal kovetkezik, hogy
ataln) =n|n).

Az a™a operatort ezért szokds gerjesztési szam operdtornak nevezni. Legyenek |n) és |n + 1)
normalt sajatvektorok. Ekkor
atin) =cln + 1), (243)

ahol ¢ egy valésnak valaszthaté konstans. Innen
¢ = (nlaa™|n) = (n|aTa +1|n) =n +1

azaz

atln) =vn+1n+1). (244)
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Hasonléan konnyt belatni, hogy
aln) = v/njn —1).

Ugyanis:

aln) = —=aatn — 1) = == (a*a+ 1) jn — 1) = LD HL

v n Vi

A normalt sajatfiiggvektorokat tehat a kovetkezd alakban allnak elo,

n) = N (a®)"[0).

6.5.1. A sajatfiiggvények koordinatareprezentaciéban

Hatarozzuk meg el0szor az in. vakuumallapotot:

1 [dio(q) _
o) = 5 (5D 1 ) ) =0,

melynek ismert megoldasa
Yo(q) = coexp(—q°/2)

A ¢y normélasi konstanst a kovetkezo integral alapjan szamitjuk,

/ Vo (2)ho(x)dr = / e (@20 o = 2 / e Cdg=crze =1

— Cyp = (\/El’0>_1/2

A normalt sajatfiiggvények tehat

Y

Un(@) = (2nlv/rmo) (q - diq) o1

q=x/x0
vagy

() = (2"ny/7w0) " H, (ﬁ) e~/ /2,
ahol

a jol ismert Hermite polinomok.

Bizonyithatok a kovetkezo rekurzios osszefiiggések:

Honi1(q) = 2qHu(q) — H,,(q) ,

H;L<q> = 2an*1(Q) )
és
2qH,(q) = Hny1(q) +2nH,_,(q)
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6.6. Folytonos reprezentaciok

6.7. A koordinata operator spektruma, koordinata reprezentacio

Jeloljiik az = koordinata operdtor valamely z sajatértékhez tartozé sajatfiggvényét o,,-lal,
(T 04y) () = X0py () = 20 g () = (20 — &) Ogy () = 0. (257)

Ez azt jelenti, hogy d,, () = 0, ha z # xg, és értéke nem meghatarozott az x = xo pontban, azaz
0., nem reguldris fiiggvény. Az x, pont tetszolegesen kis kornyezetében Taylor-sorba fejtheto
Y € L* (R) fiiggvényre,

1[1(1:):2@ (x—x0)" (wo—e<x<m)+¢) (258)

i

fennall, hogy

(Wlom) = [ @) b () dr = Yl / @)=Y Gah=vm) . (259)

vagy
00 = Blt) = [ 8 () 0(2) o (260)

A (260) egyenlet valgjgban a h
buy IP(R) 5 C by (1) = 1 (0) (261)

linearis funkcionalt definidlja, amit dltaldnositott fiigguénynek vagy disztribicionak neveziink.
A o-disztribuciot Paul Dirac vezette be, ezért Dirac-deltanak szoktak hivni, sokszor formalisan
fliggvényként kezeljiik és 0 (x — x¢)-lal jeloljiik. A koordindta operatornak tehat az L? (R) téren
nincsen sajatfiiggvénye, viszont, tetszoleges xy € R esetén létezik o,, altalanositott fliggvénye,
ezért a valos szamok halmazat az & operator folytonos spektrumanak nevezzik.

Ha H Hilbert-tér, akkor a H* = {¢ |H — C linedris és folytonos} halmazt a Hilbert-tér dudlis
terének nevezzik.

Riesz reprezentdcids tétel: Y0 € H* 3lu € H, hogy £ (v) = (ulv) (Vv € H).

Nyilvanvalé, hogy u € H az {(v) = (ujv) € C (Vv € H) linedris funkciondl korlatos, mivel a
CBS egyenlotlenség miatt

[(v)| = VAulo)(v]u) < ullv]  (VveH). (262)
Mésrészt az ¢ € H* norméja,
[{] = sup )] _ Jul, (263)
vEH |U|

amit a v = wu valasztéssal lathatunk be. fgy H és H* kozott tavolsagtarté (izometrikus)
izomorfizmus all fenn. A skaldrszorzatot definidlhatjuk a dudlis téren is : £(v) = (ulv) és
k(v) = (wlv) — (k) = (u]w), és beldthatd, hogy H* is Hilbert-tér. A Dirac-féle jel6lésben
az |u) ket-vektor a H, mig az (u| bra-vektor a H* elemét jelolik, melyek azonban kélcsonésen
megfeleltetheték egymasnak.

Egy O : H — H linedris operatornak ugyancsak megfeleltehets egy OF : H*— H* linedris
operator:

Ot = (ulO — (O*e) (v) = (W|Ov) (Vo € H) (264)
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Az O* sajatértékegyenlete,
O = M — (u|Ov) = Mu|v) = (0]OFu) = X (v|u) = OFu = Nu. (265)

O* sajatértékei tehdt megegyzenek O sajatértékeinek komplex konjugaltjaval. Ha O hermitikus,
akkor O* is az, valamint O és O* sajatértékei megegyeznek. A (d,,| € H* disztribiciét tehat
érdemes az * operator sajatvektoraként definidlni:

(@00 0) = wo(due ) VU € L (R) . (266)
Ebbdl kovetkezik, hogy
(00 |29) = w0 {0y [10) = (0o | (£ — w0) ) =0, (267)

ami a (260) definicié szerint nyilvanvaléan teljestil.

A §,, disztribuciét eldéallithatjuk L? (R)-beli fiiggvények 4ltal meghatdrozott (reguldris) diszt-
ribuciék hatarértékeként. Vegyiik a

| n ha xo—%§$§$o+%
Un (7) = { 0 egyébként (268)
(n=1,2,...) fiiggvénysorozatot. Nyilvanvald, hogy
/ uy () up (x)der =n < o0 (269)
tehdt u, € L* (R) és
lim u, () =0 ha xz# x, (270)
n—oo
valamint zy tetszélegesen kis kornyezetében folytonos 1 fliggvényre,
lim U, () ¥ (z) de = (xg) , (271)
n—oo J_

ezért a sorozat hatarértéke valéban azonosithaté a d,, disztribuciéval. Mas eléallitasok is
konstrualhatok, mint pl.

1
§(r — p) = lim g~ (w=w0)’ /28 (272)

d—0 /27 d?

azaz egy 'végtelen éles’ normaleloszlas, vagy
: (273)
amit majd az idofliggd perturbédciészamitasnal fogunk kihasznalni. Maga a d,, viszont nem
reguléaris, hanem un. szingularis disztribucio.

Ha {|p,) € L* (R)} TONR, a |[¢) &llapot spektralis eléallitésa,

=" lea)ali) (274)

illetve

= 3o @) uld) = T () / o) o (@) dof (275)
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amibol

Z on (2) % (2) = 6 (z — ) (276)

kovetkezik. Ez fejezi ki a o, fiiggvények teljességét az L? (R) Hilbert-téren. Az ortonorméltsdg
kifejezése,

/00 or (x) om () dz = dpm, - (277)

[e.o]

A koordinata operator altalanositott sajatfiiggvényeire a fentieket a kovetkezoképpen terjeszt-
hetjiik ki:

¥ (z) = /_ Z §(x—a") ¥ (2") da" = /_ Z 5 (x — 2" /_ Z §(z' — ") () de' da” (278)

amibdl

/OO d(x—a")d (2 —a")dx" =6 (x — ) (279)

[e.e]

kovetkezik, amely szinonim a (276) Osszefiiggéssel, de felfoghatjuk a (277) ortonormaltsdgi
feltétel kiterjesztésének azzal, hogy Kronecker-delta helyett a Dirac-delta fiiggvényre normalunk.

A diszkrét reprezentdciok mintéjara bevezethetjiik a 1 € L? (R) koordindta reprezentdcidjét,

(0z|t) = ¥ (2) (280)

vagy egyszeriibben
(z]¢) =¥ (2), (281)

ami tehat nem mas, mint a ¢ fiiggvény x helyen felvett értéke. Nyilvan most a

v = [ " e {al) da (282)

—00

atirds formdlis, mert a |z) € L? (R) nem létezik, de ezt helyettesithetjiik a

w = [ " (o) (] da (283)

kifejtéssel, ahol (¥, (x| € L*(R)" és (z|v)* = ¥* (z). A (| reguldris disztribicié hatédsa a
Riesz reprezentacios tételnek megfeleléen a skalarszorzat,

o) = [ talor o= [ o @ew de voe2®. (80

Egy O : L* (R) — L? (R) linedris operatort az

(wl00) = [~ w10 o) o (285)
illetve a .
= /_OO O (z, 2" (') d2’ (286)
Osszefiiggéssel abrazolunk. Az & operator abrazolasa:
@) @) = [ e el i = o @) (287)
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azaz
(2, 2"y =26 (2 — ") . (288)

Ebbdl kovetkezik, hogy barmely f multiplikativ operator abrazolasa,

fx,2")=f(x)0(x—1') . (289)
A p operator dbrazolasa:
° h d
)@ = [ ) di =T @), (200)
tehat b d
p(z,2") =6 (x— 1) e (291)

és igy a kinetikus energia operatort a

Im de'

K (z,2') =6 (x — o) (— s ) (292)

kifejezés abrazolja. Lathaté, hogy mindegyik operator koordinata abrazoldsa diagondlis (nem-
lokalis potencidlokkal most nem foglalkozunk), igy az absztrakt Schrodinger-egyenlet,

ihoy ¢ (t)) = H (t) [¢ (2)) (293)
koordinata reprezentaciéban ekvivalens a hulliammechanika

R & (2,1)

lhaﬂ/} (.75, t) == — om de

+ V (z,t) ¢ (z,t) (294)
differencidlegyenletével. A fentiek 4ltaldnositdsa L> (Rd) Hilbert-térre trivialis, mivel

S(F—7)=08(x —2)) 0 (za —ah)...0 (xg— ) . (295)

6.8. Az impulzus operator spektruma, impulzus reprezentacié

Az impulzus operator sajatérték egyenlete koordinata reprezentaciéban,

A hdepy ()
() (2) = 2 222 = pi, (3) (296)
melynek minden p € R esetén van megoldésa,
0, (r) = Ae'i® . (297)

Mint kordbban megéllapitottuk, ¢, ¢ L?(R), hiszen (@,|¢,) nem véges. gy a p, figgvényt
ismételten disztribucioként értelmezziik,

o

(pl) = A° / ek (2) da (208)

— 00

Az A konstans rogzitéséhez felhasznaljuk, hogy a
~ 1 o0 .
l{; = — e—ZkCE xXr dZL' 299
B == [ et (299)

20



Fourier transzformécié unitér (Parseval-Plancherel tétel),

)
(Gl = / 3t (k) (k) dk = / U (2) e () dr = (o) (300)

Ezek alapjan A = F = % tehat

1
pp (T) = ﬁe

)

Bl

v (301)

A delta-disztribiciéhoz hasonléan a ¢, disztribicidt is kifejezhetjiik regularis (négyzetesen in-
tegralhatd) fiiggvények sorozatanak hatarértekeként:

: 1 i2x—22/4n?
2o (2) = lim xo (2)  Xa(2) = Zmehm e/ (302)

Nyilvanval6an fennall, hogy

lim fxn (2) = lim ( - 7—?£> Yo (&) = p I X (2) (303)

n—00 n—00 1 277,2

A ¢, dltaldnositott sajatfiiggvények teljességét kifejezd Osszefiiggés,

oo* / loogxx zxx
/‘wAﬂwﬂpr:£/ e'hl )P——j/ Vdk =6 (z —2') . (304)

A p és x koordinatak szerepének felcserélésével,

oo 1 oo 1 [e.9] , 1
= — ib _ :L‘(k’ _k) — — _ L
/_ oy () opr () dz h/_ e =57 e’ dx h§(k‘ k") (305)

=0(p—p),

ami a ¢, fliggvények Dirac-delta normalasat jelenti.

A hulldmfiiggvényt tehat reprezentalhatjuk a ¢, fliggvények szerint,

D0 = lopli) = = [ e (o) da (306)

amit impulzus reprezentdcionak neveziink.

Nézziik meg a nevezetes operatorok hatasat impulzus reprezentacioban! A p operator hatésa,

(49) ) = terlpw) = o [ w20 g,
‘;gif[z " (o >}2—%§ () g ) da

—pf/ z) dz =i (p) (307)

A p operator impulzus reprezentacioban tehat tigy hat, mint az & operdtor koordinata repre-
zentaciéban. Innen a kinetikus energia operatoranak hatasa is egyszertien kifejezheto,

(£0) ) = Lb ). (308)
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Az & operator hatasa,

1 o0
(#0) 0) = tarliv) = == | s v as
:lhd—dpe ‘R”
1 d —ifx o d'[; (p)
\/_d / e 'nC Y (z) de = ih b (309)

ami ellentétes eldjellel szinonim kfejezés a p operator hatasaval koordinata reprezentacioban.
Vizsgaljuk meg a p és & operatorok csererelacidjat:

i a0 d(p (p) _
5,810 ) = imp ™2 h% — i (p) (310)
tehat impulzus reprezentacidéban is teljesiil a
. h
[p, 2] = ~ (311)

csererelacio.
Ha a potenciélis energia analitikus fiiggvény z-ben, V (z) = " c,a™, akkor

(V) @) = (O ™) (@) (312)

n

és impulzus reprezentacioban
- N d -
(V) ) = Y eatin )"0 () = V(ih )0 (p) (313)

Mivel minden operdtorunk diagonélis (lokalis) az impulzus reprezentécidban is, az id6fiiggd
Schrodinger-egyenlet

2

B0 (p.1) = 50 (p, ) + <h— £ (p, 1) | (314)

az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet pedig

25 ) + V(in)g (p) = B (p) (315)

alaku lesz.

Tanulsdgos megvizsgalni impulzus reprezentaciéban a linearis harmonikus oszcillator Schrodinger-
egyenletét,

%1& (p) + %mﬁ(m)?dszgp ) _ EY (p) , (316)
amit tovabb alakitva Y )
zhm : Zli)( g angwglﬁ (p) = %@ (P) (317)
€S a X ) .
Ot T R (318)



valtozok bevezetésével a

12 d*) 1 ; 20
o T S ) = B )

egyenlethez jutunk. Ez formailag azonos a harmonikus oszcillator koordinédtatérbeli Schrodinger-
egyenletével, bar az w nem frekvencia és az F nem energia dimenzidji mennyiségek. Az egyenlet
megoldéasa az E valtozora,

-~ 1
E, = ho <n + 5) (319)
amibdl az energiara az ismert
1
E, = hw <n + 5) (320)

osszefliggés adodik.
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7. Méréselmélet

Helymérés: Ha a részecske 1 dllapotban van, annak valészintisége, hogy a részecskét a [z, 4]
intervallumban talaljuk,
x2
wiaas) = [ @), (321)
1

amibdl a megtalalasi valdszintiségsiirtiség,

w(z,z+dx) = p(z)de (322)

\
p(z)=v (@) . (323)

A helyoperator altalanositott sajatfiiggvényével,
/:E\|(5$0> :x0|5$0> — <(5$0|/.T\:Z)30 <5330| ) (324>
(Oao|¥0) = ¥ (20) , (325)

a megtalalasi valészinliségstirtiség kifejezheto a

pla) =1(0¥) " (326)

alakban, a helymérés atlaga pedig

(x>:/Ooxw(x,x+dx):/Ooxp(x)dx:/ooﬂ(&xw)) dz . (327)

[e.e] —00 [e.e]

Hasonlo6 Osszefliggéseket irhatunk az impulzus mérésére is. Az elsé Ehrenfest tétel alapjan az
impulzus mérési kozépértéke a 1 allapotban:

)= [ dev @) i), (328)

oo 1 dx

amit atirhatunk a 1
T) = — dp e*P? q) 329

Osszefiiggés alapjan:

W=7 [ ol apeimiiE [ aer i)

= i [ i et o)l el )
= / : / Z dp dp/ [% / Z dz'eF PP )" (p) 4 (1)
P
—/_Z aop |3 ()| - (330)

Nyilvanval6 tehat, hogy az impulzustérbeli megtalalasi valdszintiségsiirtiség kifejezése analog a
valds térbeli megtalaldsi valoszintiségstirtiséggel,

p(p) =10 (p) (331)
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{2
(p) = / T ppw)dp = / o) P, (332)

o0 —0o0

és annak valdsziniisége, hogy a részecske impulzusa [p, po| intervallumba esik,

w (prps) = / S b )P = / Pl el I (333)

P1 p1

7.1. A fizikai mérés alapelvei
A fentieket a kovetkez6képpen altalanosithatjuk diszkrét spektrumi operatorokra (a tovabbiak-
ban az operatorokrél elhagyjuk a 'kalap’ jel6lést):

1) Az O dinamikai mennyiséget méré kvantummechanikai méréeszkoz (szeparator) a ¢ hullam-
fiiggvényt az O operator sajatéllapotais szerint vélogatja szét (hulldmfiggvény redukcic). A
mérési eredmény ezért mindig az O operator valamely sajatértéke lesz.

2) Egy dinamikai mennyiség operatoranak sajatallapotdban (tiszta dllapot) a mérési eredmény
az operator megfelel¢ sajatértéke

Olp) = olp) = (0), =0 (334)

©

3) Ha a rendszer az O operator sajatallapotainak szuperpozicidja (szuperpondlt dllapot),

) = ln) (335)

n

ahol O |p,) = o, |¢n) és

Cn = (Palt)) (336)
akkor annak valészintisége, hogy a mérés o, értéket ad
P = leal” = {pult)) (Wlen) - (337)

Nyilvanvald, hogy a teljes mérési valdszintiiség

D opn =l = (o) (nlth) = (@) = 1. (338)

n n

4) Kovetkezmény: Az o megfigyelhet6 fizikai mennyiség mérésének dtlaga a |¢) szuperpondlt
allapotban:

<O>w = anon = Z ‘Cn‘2 On = Z (Ylen) (nlt) 0n (339)

n

= (¢ (Z on | on) w) [¥) = (¥ O]¢) (340)

azaz a kvantummechanikai dtlagérték megeqyezik a mérési datlaggal.
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7.2. A mérési eredmény idofiiggése

Derivaljuk az id6 szerint a
(0) = (0 (DO 1)) (341)

kvantummechanikai atlagot:

a(0)

S = (0 (0] Ol () + (0 (1] Ol (1)

1 1
=~ (HO (|09 (1) + — (5 (1) O |Hy (1)
1
=7 (W) 0HY (1)) - (¥ (1) [HOY (1))
1 1
=2 WO (OH -HO)y (1)) = — (¥ () [0, H]¢ (1)) (342)
ahol az O operétor esetleges explicit idoéfiiggésétdl eltekintettiink. Bevezetve az O operator
kvantummechanikai idoderivaltyat,

do 1

=—|0,H 343
= 0. (343)
a kvantummechanikai (mérési) atlag id6 szerinti derivéltjira a
d(0)
) e & o) (344)

osszefiiggést kapjuk. Ennek jelentésége az, hogy a mérési atlag idéderivaltjanak kiszdmitasahoz
nem kell kiszamitanunk a hullamfiiggvény idoderivaltjat.

Kovetkezmények:
(1) Az O fizikai mennyiség mozgdsdllandd, ha [O, H| = 0.

(2) Ehrenfest tételek:

p2

H=—+V (345)
dz; 1 1 1
CZ = h[ zaH] 2%ihm [ lapﬂ = %2k ([xwpz]pi + Di [xzapzD
1 i
= 52y, = % (346)
dp; 1 1 1 [h L
b b= V] = |Ta,v| = -ov = R (347)
7.3. Hatarozatlansagi relaciok
A mérési eredmény szérdsa (standard eltérés):
(A0)* =07 = (0 = (0))) = D _pn (00— (0))’ (348)
=D leal® (00 = (0))* = > (Wlpn) (00 = (0))* {pul®)) (349)
= (¥ (Z (00 = (0))* ln) (%I) [0) = (W[ (0 = (0))"[v) . (350)
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Megjegyzés:

(A0)* = (| O* |¢) — (¥] O]w)” . (351)
1) Sajatallapotban a szérds zérus, azaz a mérés determinisztikus:
(0),, = on (352)
(0%), = (¢l O*ln) = 0} (353)
(A0);, = (0% —(0);, =0 (354)

2) Szuperponalt allapotban a szdéras véges: (AO)i >0
Példa:
) = e1lp1) + 2 |pa) (355)

O 1) =o1]p1), Olpa) = o01|p2), (p1|e2) =0
e, #0, |’ + e =1

4
(0) = (Y| O ) = |es|* o1 + |caf* 03 (356)
01 = (0) = |es” (01 — 02) (357)
03 = (0) = |es|* (03 — 01) (358)
(A0);, = [er]* (01 = (0))* + [ea]* (02 — (0))” (359)
= (ler* Jeal" + lea[*[ea]*) (01 = 0)? (360)
= |e1]* |eal* (01 — 02)" (361)

Vildgos, hogy (AO)i csak abban az esetben zérus, ha o = 09, azaz 1 és py egy degenerdlt
sajatértékhez tartozo sajatallapotok.

7.3.1. Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié

Legyen A és B két megfigyelhetd fizikai mennyiség operatora és C' = [A, B] # 0. Ekkor a
rendszer barmely allapotaban:

AAAB > % c)| (362)

Megjegyzés: A tétel szerint, amennyiben méréssorozatot végziink ugyanazon v éllapotban (pre-
paralt allapot) az A és B megfigyelhet6 mennyiségekre, akkor ezen mérések mindegyike nem
végezhetd el tetsz6leges pontossaggal, illetve csak abban az esetben, ha (¢| [A, B] [¢)) = 0.

Mivel [p,, 2] = 2 = Ap, Az > L, azaz egy részecske valamely helykoordindtédja és ezen irdnyu
impulzusa semmilyen allapotban sem mérheto ’egyszerre’ tetszoleges pontossaggal.

Bizonyitds: Legyen A’ = A— (A) és B’ = B— (B), valamint |f) = A" |[¢)) és |g) = B [¢)). Ekkor
(AA) = (fIf), (AB)* = (g9) (363)
¢
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(AA)* (AB)* = (fIf) (9lg) = |{fl9)* = [(L| A'B' |v)[*
‘<w’ % (A/B/ _ B/A/) + % (A/B/_,_B/A/) |¢>

2

2 2

~|wi 3 r -y

ol E B

LG (AB — BAYY (0] (AB + BAY )
g (AB — BAY W) (9] 5 (A'B + BA) g’ (364)
Mivel A’B’ + B'A’ hermitikus,
(Wl (B + BA) |g) = (] 5 (AB' + B'A) g)° (365)
és (A'B' — BIA))T = — (B — B'AY)
(Wl 5 (B~ BA) ) = — (] 5 (AB ~ BA) )", (366)

az utolsé két tag kiejti egymast. Tovabba

(9l 5 (B + BAY ) P >0 (367)
ezért .
(AAP (AB)” = [(¢] 5 (A'B' = B'A) [u) [*. (368)
Végezetiil
A'B'—BA =[A—-(A),B—(B)]=[A,B]=C (369)

igy ezzel a tételt bizonyitottuk.

7.3.2. A hely-impulzus hatarozatlansag hullamcsomag esetén

A helyoperator sajatallapotaban Az = 0. Ez az allapot impulzus reprezentacidoban,

5p) = /OO 28 (5 — mg)etoe = (370)
= — xd(xr—x9)e =
SRV Y. ’ Vi
melyben az impulzus varhatoértéke,
[ Lpxo, —Lipxo L[
(p) = o [ dper?™pemnt® = - [ dpp =0, (371)
viszont az impulzus mérése
2 2 L[ Loz, 2 —ipx L[ 2
(Ap) :<p>:— dp enP™p e hpo:ﬁ dpp” = o0 (372)
miatt teljesen hatarozatlan.
Belathato, hogy a
1>
v == [ i) e (373)



~ 6_(17_170)2/40'2

V(p)=—F—7 (374)
o2 (2m)4
hulldmcsomag allapotban,
(p) = / dpp* (p) = po (375)
és -
(Ap)* = / dpp*¢* (p) = o° . (376)
Ugyanis
(p) = 1 - dppe~(P—P0)*/20°
oV2r J_s
1 © 2 2 o0 2 2
= E(po/ dpe~(P=p0)"/20 +/ dp (p — po) e~ (P=po) /20)
" ~ _
Po —p2 2 42
= dep/Q": \/_O'/ dte™"
27 b ovV?2
1
/ dte™" —2/ dte " = / dy—eyzf‘(§):ﬁ
<p> a\/—UV = Po
és . . PR
o
((0=m)") = —— / dp (p — po)’ e” W2t = = / dt e
0’(27‘(’)2 —o0 T2 J_co
= > > 2 > 3 1. /1 VT
dtt2t22/ dttQt:/ d v_T(2)=r(=) ="
/—oo ‘ 0 ‘ 0 yVye 2 2 2 2
\

((p—p)*) =0

A hullamcsomag allapotfiiggvény koordinata reprezentaciéban,

v () = %/ dpe=Ppo)* /4% v
hz

o2 (2#)% —00
i.pom o .
= % / dpe—PQ/ﬁngeﬁpx . (377)
02 (2m)1 h2 J-oo

Felhasznélva, hogy
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a hullamfiiggvényre a

o2 (2#)% hz
1
_ (201)2 e%PW*IhZ |
(27)7 h2

A helymérés atlaga,

és szorasa

2343 (27)2 K T 2252
\
Axr = E :
20
Innen kovetkezik, hogy a hullamcsomagra

h

AxAp = =

TAp =3

(378)

(379)

(380)

(381)

(382)

(383)

azaz a hely és impulzus mérés szorasanak szorzata a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio

alsé hatdran van.
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8. Impulzusmomentum operatorok

8.1. Definiciok és felcserélési relacidk

A témegpont impulzusmomentuménak (perdiiletének) definicéja a klasszikus mechanikaban:

L=r xp (384)

vagy
L; = €ijk T Pk (i7j7 k=uxuy, Z) . (385>

A kvantummechanikaban a fenti definiciét megtartva, a megfelelé operatorokat helyettesitjiik
be. (Az 6rdn targyaltuk a perdiiletoperator bevezetését a térbeli forgatdsokon keresztiil.)
Vizsgéaljuk meg az egyes komponensek felcserélési relacioit:

[Lz‘, Lj] = Eikl Ejnm [xk b1, Tn pm]

Kihasznélva az
[AB,C| = A[B,C|+[A,C| B

operator azonossagot,

[Tk D1y T D] = Tk [P1 s T D] + [Tky T D] D1 = Xk (P15 T0) D+ T [k, D] D1
h

= ; (5nz Lk Pm — Omk Tn Pz)

4

[LiaLj] = < Eikl €jnm (5711 T Pm — 5mk Tn pl)

(5ikn 8jnm Tk Pm — Eiml 8jnm T pl)

|
[ St = S| D |

(5ilm Ejnm Tn Pl — Eikn Ejmn Tk pm)

= — ([04 6nt — Sin 6] Tn D1 — [0 Okem — Oim Ojk) Tk D)

(IS

= (6ij Tn D0 — @ Dj — 04j Tk D + T D)

~

A fiiggetlen felcserélési relaciokat explicit kiirva:

Ly, Ly =ih (xpy, —yp.) =ihL, (387)
[Ly,L.] =ih (zp, —yp,) =ihL, (388)
[L.,L,] =ih (zp, —x p,) =ihL, (389)

A fenti eredményeket masképpen is osszefoglalhatjuk:
(L;, Lj] = iheyr Ly, (390)

hiszen
Eijk Lk = E€ijk Eklm T1 Pm = TiPj — Tj Di

61



Kovetkezésképpen

€kij |Li, Lj] = ih €gij €ijm Lim = th (Opk 85 — Omi Oi) L,
— il (3Ly — Ly) = 2ih Ly . (391)

A fenti relaciét a (386) egyenletbdl kiindulva egyszertibben is megkaphatjuk, mivel
erij [Lis Lj] = th ey (zipj — x5 p;) = 2ih Ly

Innen azonnal kovetkezik, hogy

LxL=ihL . (392)
A (390) vagy (392) reldcidkat kielégit6é vektoroperatorok tn. Lee-algebrdt alkotnak.
Kovetkezmény: Az L; operatorok kozos ¢ sajatfiiggvényeire fenndll, hogy L; ¢ = 0.
Bizonyitas: Tételezziik fel pl., hogy v L, és L, kozos sajatfiiggvénye,
Lyv=av , Lyp=0by  (v#0)
Ekkor (387) egyenletbdl kovetkezik, hogy

1
sz:E(LxLyd}_LyLwd}):O

Viszont akkor (388) alapjan

1
wa:E(Lysz_LzLy¢):0 5

és ugyanigy, (389) alapjan L, =0, tehat a = b = 0.

Megjegyzés: Késébb latni fogjuk, hogy ezek a 1 (r) alakd, radidlis (gdmbszimmetrikus)
fiiggvények.

Az L? operdtort az
LP=LLi=L2+L2+ L2 (393)

kifejezés definidlja.

Allitss: Az L? operdtor kommutdl Li-vel (i = z,y, 2).

Bizonyitas:
[L?, Li] = [LxLg, Ls] = Ly|Ly, Li] + [Ly, L;] L
Kovetkezmény: Az L? és barmely L; operatornak létezik kozos sajatfiiggvény rendszere.
8.2. Az L? és L. operatorok sajatérték problémaja a felcserélési relacidk
alapjan

Vezessuk be az
L,=1L,+ilL, (395)
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operatorokat, melyekre teljestilnek az alabbi felcserélési relaciok:

[L.,L.] = [L., Ly) £i[L., L,] = ihL, & i(—ihLy) = ihL, + hL, = £h(L, +iL,)

= +hLy, (396)
[L.,L]=|L,+iL,, L, —iL,] = —i[L,, L, +i[L,, L] =2hL,, (397)

és
[L? Li] = [L* L,) +4[L* L,) =0. (398)

Ezenkiviil nyilvanvaléan fennall, hogy
(Ly)" =Ls (399)
tehat az L operatorok nem hermitikusak. Fejezziik ki az L? operdtort az Ly és L, operdtorokkal:

LiL_ = (L,+ilL,) (L, —iL,) = Li+L§+i\(Lny —LxLy)/: Li—i—Li—i—hLz

—ihL,
=L*—L*+hL, (400)

L_L, = (L, —iLy) (L, +iL,) = L; + Ly — i(L, L, — L,L,) = L} + L — hL.

L.
=L*—L*—hL, (401)
\
LiL_+L_Ly=2(L}+L2)
U
1
L2+ L2 = 3 (LyL_+L_L.) (402)
és 1
L? = 3 (LyL_+L_ L)+ L* . (403)
Jeloljiik L? és L, kozos sajatfiiggvényeit |A, u)-vel,
LA, ) = PN |A ) (404)
LA ) = By A ) (405)
valamint
<A7 M’Alv M/> = 6/\1\’ 5##' : (406>

Megjegyzés: Mivel az L, és L, operdtorok is felcserélheték L2-tel, viszont L,-vel nem, vala-
mely rogzitett A mellett, azok sajatfiiggvényeit ki kell tudnunk keverni a |A, ) fliggvényekbél.
Kovetkezésképpen L? rogzitett A-hoz tartozé sajataltere az L, sajatértékei (hu) szerint elfajult.
(A kordbban beldtott tétel szerint, ez aldl csak a zérus sajatértékhez, u = 0, tartozé altér lehet
kivétel.)

Mivel L? pozitiv szemidefinit, A > 0. Tovabb4,

(Nl L3+ LA, ) = (A pl L2 = L2[A ) = h* (A= p®) 20— p? <A . (407)
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Vizsgaljuk meg az L. operatorok hatdsat a |A,p) sajatfiiggvényekre! A (396) csererelaci6
alapjan:

LZL:E |A7 :U’> = [L27 L:I:] |A7 :u> + L:I:Lz |A7/~L> - Zl:hL:t |A7M> + h’,u L:I: |A7 /’L>

azaz Ly |A,u) L,-nek sajatfiggvénye h(u £ 1) sajatértékkel. Ezért L -t felfelé, L_-t pedig
lefelé léptetd operdtornak nevezziik. Mivel azonban Ly kommutal L-tel, Ly |A, ) véltozatlan
(h2A) sajatértékkel L? operator sajatfiiggvénye:

Li ‘A> /L> = Q/j{,u ’A, K + 1> ’ (409)
ahol Qi ., normaldsi faktorok, melyek kézott fenndll a kovetkezd osszetiiggés:

Qi = (M + 1Ly |A ) = (A pl Lo [A i+ 1) = (QF )" (410)

ill. Qiu—kat valosnak valasztva,

QA,,LL = QX# = Ql_\,u-l-l . (411)
Most hatdrozzuk meg Qy -t !
LoLylAp) = Quu Lo Ao+ 1) = (@) [A) (412)
Lol [A ) = Qapor L [N p— 1) = (Qap1)” [N, 1) (413)
Felhaszndlva a (400) és (401) azonossagokat:
(Quap)’ =P (A=p*—p) >0 (414)
ill.
(@apr) =0 (A= P +p) >0, (415)
a kovetkez6 egyenlotlenségeknek kell teljesiilniiik:
A= p(p+1)
— A= p[(lel+1) (416)
A>p(p—1)

és
Qap=hvA—p(p+1) . (417)

Mivel az L, operator egymasutani hattatasaval egyre novekvé p sajatértékii allapotba jutunk,
nyilvanvaléan létezik olyan fimax > 0, hogy p2.. < A < (fmax +1)°. A (407) feltétel miatt
azonban ilyen pi,.c + 1 sajatérték nem létezhet, igy sziikségszertien

Ly |A> ,umaX> = | >0 ) (418)

ahol | )o a Hilbert tér nulleleme. A (401) egyenletbél rogton kovetkezik, hogy

A — fimax (fmax +1) =0 . (419)

Hasonlé meggondoléssal 16tezik olyan iy, < 0, hogy p2. < A < (fmin — 1)2. Ekkor
L 1A, fiin) = 1o (120)
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és a (400) egyenletet alkalmazva

A — fimin (fmin — 1) =A- |Mmin‘ (‘Umin‘ +1)=0, (421)

kovetkezik. A (419) és (421) feltételek Gsszevetésével:

Hmax (Nmax + 1) - ‘Mmin‘ (lUmin| + 1) = (,Umax - ‘Umin‘) (,Umax + ’,Umin’ + 1) =0 (422)
N8
Hmax = ’ﬂmin’ :] 5 (423>
és
A=j(G+1) . (424)

A szokvanyos terminoldgia alapjan a |A, u) sajatallapotokat | 7, u)-vel jeloljilk. Mivel a | 7, —7)
allapotbdl a |, j) allapotba L, -t hattatva egész szamu lépésben jutunk el

i=0,1,2,...
2j=0,1,2,... —» . (425)
i=3%

N
Nt

3 PR

f)sszefoglalva tehat, az L? és L, impulzusmomentum operdtorok kozos sajatfiiggvényrendszere:

L2j,py=h5(G+1) |4, m

Lo|j,pu) =hulj,m : (426)

Liljopy=hj(G+1)— puEl)|jputl)

ahol

j=0,1,2,... vagy j=41,32 . (427)

és
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8.3. L, sajatértékei és sajatfiggvényei

frjuk fel a perdiilet operator z-komponensét:

h
L. =apy —ype = — (20, —y0:) (429)
vagy gombi polarkoordinatakkal,

r=rsindcosy , y=rsinvsinp , z=rcos? ,

h
L.=-0, . (430)

Bizonyitas:
_ Ox dy 0z,
ago = %&E —+ %81/ + %8,2 = yam -+ Iay

Az L, operator hermiticitdsanak a

Wit =2 [Tverosw =tewro@i+ [ (b)) o)

i
= (LY |¢) + [ (2m)" ¢ (2m) =¥ (0)" 0 (0)] (431)
Osszefiiggés alapjan az a feltétele, hogy barmely ¢ és ® fliggvényre
v (sGm)’
¥ (0) \ ¢(0)

igy tetszbleges @ € R szdmhoz definidlhaté egy £2 [0,27] = {¢ : ¢ (27) = €y (0)} fiiggvény-
halmaz, melyek mindegyikén L. hermitikus. A hullamfiiggvény egyértékiiségére vonatkozo
axiéma miatt a fizikai allapotokat az L2 [0, 27] = {¢ : ¢ (27) = ¢ (0)} halmazon keressiik.

L, sajatérték egyenlete,
h
Ly () =204 (9) =Ky (p) (432)

mely normalt megoldasa

Y (p) = —m=ei™? (433)
Az egyértékiiség kovetkeztében

V(p)=v(p+2r) — %:m — K=hm (m=041,42..)) . (434)

Azt kaptuk tehat, hogy a perdiilet z iranyid komponense kvantalt: h egész szamszorosat veheti

fol. Természetesen az x és y komponensekre is ezt mondhatjuk el, csupan a sajatfiggvények
lesznek kiilonbozoek.

8.4. A p? és az L? operatorok kapcsolata

Az L? operdtor sajatérték probléméjanak megolddsa elétt vizsgaljunk meg néhany alapvetd
osszefliggést, mely a késObbiekben, nevezetesen a centralis potencial Schrodinger egyenletének
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targyalasakor, is segitségilinkre lesz.
L? = L;L; = €ijk €ilm Lj Pk Ll Pm = (5jl Okm — 5jm (5kl) Zj Pk Tl Pm
h h
= T;PrTi Pk — TjPrTpP; = T | Tjpr + 25@ Pk — Tj Pr | Pj Tk — 55@'

h h f
=rip’+ 2}“_9_ T pipr Tk =10 p0 + Q?KB_ Ti PjTk Pk — 32% bi

:r2p2—(£g)2—érp : (435)

A klasszikus mechanikaban a fenti kifejezés utolso tagja nem jelenik meg: az kizardlag az = és
p operatorok felcserélési tulajdonsdgainak kovetkezménye. Az (435) egyenlet dtalakitdséhoz a
kovetkez6 cserelacidkat kell felhasznalnunk:

[Li, k] = Eitm [T1 Pims Tk) = Eitim Tt [P, T) = theim (436)
[L;, o] = €itm [T1 P> Pk] = €itm (21, D) P = iR Eikim P, (437)

melyekbol
[L,;,rﬂ = [L;, vpxy] = @y [Li, 2] + [Li, 2] 2 = 2the vpry = 2ih (rxr), =0, (438)

és teljesen hasonléan

kovetkezik. Felhasznalva, hogy
[A,B7' ] =-B7'[A BB,

adddik, hogy

1
[LQ 7“2} =0 . (440)
Ezért értelmes az (435) egyenletet az aldbbi médon atalakitani,
1 o h L?
2 __
P= {(ZQ) + ;tg} +5 (441)
Definiadljuk a radidlis impulzus operatorat
1 hl
pr=-rp+ -, (442)
rY= ar
melynek négyzete
1\ ni Rl 1 R
i = (—£p> + oGPt o g (443)
ro= ir ir =r oor
Segédtételek:
ho. T 1 h T
[pr, f (r)] = ;f (r) - {Pka;] =73 (444)
h i TrT; Z; h xkxz
e f el =7 (F0hat £ ) D] =8 (Lo )
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A fenti Osszefliggések felhasznédlasaval

2
1 T T TrTi zprh (1 Tpl;
—rp) = —pe—pi=—5 i+ ——< | 0k — i

roor r rio\r

ro= r3
x h h1 1 2 hl
— Tk i ) pi— S p = — e 44
. (:L'@pk + 5m> i = 5Tp = - (rp) PRI (446)
:1;1:1'1
valamint " " -2
1 1 1
TP =grpt g (447)
irTer  dr
adddik, amit behelyettesitve az (443) egyenletbe a
1 2 h
P= [(Z}g) + ;m_?} (448)

kifejezést nyerjik. A fenti kifejezéshez eljuthatunk tgy is, ha kihasznaljuk a p, operdtort gombi
polérkoordinatas reprezentaciojat,

h 1 h1
pr=- (&« + —> == . (449)
i r ir
Ekkor ugyanis
2 2 (1 ’ 2 (1. o1
p,=—-h-0.r)| =—-h*|-0:r)=—-h"-0,[r0, + 1] (450)
r r r
2
———2[1”8Tr8r—|—7”(9r] ) (451)

ami valéban az (448) operator (polar)koordindta reprezentacidja .Az (441) egyenlet alapjan
rogton latjuk, hogy
L2
Popit (452)

ami a klasszikus 6sszefiiggés analogonja azzal a kulonbseggel hogy a cserelaciok kovetkeztében
a radialis impulzus kifejezésében megjelenik a —l tag. Mivel az L; operator kommutél az L2,
p? és r? operdtorokkal, lathaté, hogy

[Li,p] =0 . (453)
A p? operator poldrkoordinatds alakjabdl
p? = —h*A
- { Pr+ (aﬂ +cot ¥ 0y + - 62)} (454)

most mér kénnyen le tudjuk vélasztani az L? operdtor kifejezését,

L* = —R? (a; 19 ) : (455)

Mivel az L? operétor csak a poldr és azimutdlis szogkoordindték szerinti derivalasokat ill. azok
szoggfiiggvényeit tartalmazza, igy természetes, hogy felcserélheto az r és a p, operatorokkal.
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8.5. L? sajatértékei és sajatfiiggvényei

Legyen Y (9, @) az L? operdtor sajatfiiggvénye h?A sajatértékkel,

1
— <a§ + cot ¥ Oy + 703> Y (0,0) =AY (0,0) . (456)
sin” ¥
Egyszerti algebrai atalakitasok utéan a
sin® ) (0F + cot ¥ 9y + A) Y (9, 0) = —=02Y (9, ¢) , (457)

egyenlethez jutunk,amibol latjuk, hogy a differencidlegyenlet megoldésa szeparalhatd 9 és ¢
szerint. Keressiik tehat Y (19, p)-t szorzatfiiggvény alakban,

Y (0,0) = FW)G(p) - (458)
Behelyettesités és tovabbi atalakitdsok utan nyerjiik

sin?d , _, p _ _G" ()
F @) (F" (9) 4+ cotd F' () + A F (V) = G0

Nyilvanvald, hogy az egyenloséget csak tigy biztosithatjuk, ha az egyenlet mindkét oldala ugyan-
azon konstanssal egyezik meg. Jeloljiik ezt a konstanst a-val. Ekkor

(459)

G" () +aG (p) =0, (460)
mely trividlis normalt megoldasa
1 .
G(p) = —=e™VoP . 461
()= = (461)

Az egyértékiiség miatt /o =m (m =0,£1,%2,...), tehdt az elvardsnak megfeleléen Y (9, )
egyben L, sajatfliggvénye is,

1 )
Y (9,0) = —F (3) e™ . 462
(0.9) = —=F (9) (462
Az F figgvényt meghatarozé differencidlegyenlet
m2
F"(ﬁ)+cot19F'(19)+<A— _ 2?9) F@)=0 . (463)
sin

Térjiink at az v = cosd véltozdral (Mivel ¥ € [0, 7], ezen a tartomanyon cosv szigortan
monoton fiiggvény és x € [—1,1]). Legyen F' (z) = F (¥). Ekkor

dF (9) dF (z)dz . dF(x) dF (9)  dF (x)
W g g SwUTg Treottegm = e
valamint
EF () d dF (z)\ dzx *F (z)  dF (x)
2N 2 1 = g2 (1= g2 —
a9  dz ( P s ) e
tehat _ _
d*F () dF () m? \ =
— 2 _ —_— =
(1-—27) = 2e—r =+ (A - a:?) F(x)=0 |, (464)



vagy
d m

- {(1 —2?) %] F(x)+ (A— : _;) F(z)=0 . (465)

A Sommerfeld polinom mddszerben megismert eljards szerint keressiik az ’aszimptotikus’ meg-
olddst 2 — 1 esetben,

2

%{(1-#)%} Fa)= = F@)=0 . (466)

Prébalkozzunk az F, (z) = (1 — 2?)” fiiggvényalakkal:

dF, (z) _ _2ys—l 2 dF, (z) - Y
e 2sz (1— 2% —  (1—-2%) e 2sz(1—2%)" —
c% [(1 —x2) %} ﬁ’a (r) = —-2s (1 —ZE2)8+482$2 (1 _xg)s—l

= (1 — w2)s_1 (—2 s (1 — x2) + 4521'2) — 44> (1 - x2)s_1

r2—1

Visszahelyettesités utan kapjuk:

48 —m* =0 —> s:@ : (467)
azaz a keresett aszimptotikus megoldas
o _ 2\Im|/2
F,(z)=(1-2%) : (468)

Ezek utén a (465) egyenlet megoldasat

F(z)=(1- x2)|m|/2 P(x)

alakban vessziik fol. Elvégezve a sziikséges miiveleteket:

dl;iflf) _ (1 - x2)|m|/2 P'(z) — |m|z (1 B x2)|m|/271 P(a)
U
% |:(1 — 1‘2) %] ﬁ(l‘) = % [(1 _ {L‘2)|m|/2+1 P'(x) . |m| x (1 . x2)|m|/2 P(:L‘)]

— (1=2*)"2[(1 = 2) P"(x) — (Im| +2) 2P'(x) — |m| 2P’ (z)

ﬂmww+mafﬂP@
=(1- Ig)lml/z {(1 — %) P"(z) — 2(|m| + 1) 2P'(z) — |m| (|m| + 1) P(z) + ] TZQ P(m)} :
és behelyettesitve (465)-ba a kovetkezo differencidlegyenletet kapjuk P-re:
(1) P/() = 2 (jm| + 1) aP(x) + (A = |m]| (jm] + 1)) P() =0 . (469)
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P hatvanysorat,

3
=2 (|m|+1) xP'(z) = Z [—2(|m| + 1) re,] 2"

(1—2%) P'(z) = Z (r+1)(r+2)c 22" — Zr (r—1)c.a”

beirva a fenti egyenletbe és az x" hatvanytagok egyititthatoéit vizsgalva kapjuk:
r+1)(r+2)co—(r(r—=104+2(m|+1)r+|m|(lm+1)—A)ec. =0 , (470)
azaz

r(r—1)+2(\m|—|—1)r+]m\(\m|—i—l)—AC
(r+1)(r+2) "

Cry2 =

_(rHm]) (r 4+ |m[+1) - A
_ TNIES) o (471)

Lathat6, hogy a megoldasok (a harmonikus oszcillaitoréhoz hasonléan) csak paros vagy csak
paratlan x hatvdnyokat tartalmaznak. Ez ismételten azzal van osszefiiggésben, hogy L? kom-
mutal a paritas operatorral:

Pir—-—-r — Y9—-m—9 — cost—cos(m—1)=—cost |,

igy a paros megoldasok paritdsa 1, mig a paratlanoké -1. Az egyiitthatok hanyadosa r — oo
esetben ¢, o/c, — 1, tehédt a megoldds kozelithetd

F(z)~ (1 _ $2)|m|/2 (A(x) + Bg™ Z xr) _ (1 _ xz)\mw A(x) + Ba™ (1 _ x2)\m\/2—1
r=0,2,4,...

(472)
alakban, ahol az rq fokszdm, A(x) véges polinom és a B konstans a kozelités pontossiagahoz
allithaté. Lathatd, hogy a fenti fiiggvény, legalabbis |m| < 1 esetén, x = +1-re divergdl. A
megoldas fiiggvények értelmezési tartomanyaba viszont beletartoznak a ¢ = 0 és 7 értékek,
igy ezt a divergenciat ki kell kiiszobdlniink. Ezt gy tudjuk elérni, hogy valamely r = t
kiiszobindexre, melyre ¢; # 0, biztositjuk, hogy c¢;1o = 0, azaz

A=+ m])(t+|ml+1) . (473)
Nevezziik el a t + |m| értékét f-nek, mely tehat tetszoleges nemnegativ egész szam lehet:

A=0(f+1), €=0,1,2,... (474)
Ugyanakkor viszont egy rogzitett f-re a lehetséges m értékek:

m=—l,—0+1,...0—1,0 . (475)
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Az L? és L, operatorok kozos sajatfiiggvény rendszere és sajatértékei tehat teljes 6sszhangban
vannak az dltaldnos (reprezentacié fiiggetlen) levezetés eredményeivel azzal a kitétellel, hogy a
7 értékei itt csak egész szamok lehetnek.

A P(z) polinomokat, melyek értelemszertien £—|m|-ed foktak asszocidlt Legendre polinomoknak
nevezzik és Pg‘m‘(x)—el jeloljik. A sajatfliggvények az. tn. gombharmonikusok

Y™ (0, 0) = A sinl™l (9) P (cos ) e (476)

ahol az Ay, normalasi egyiitthatok

m I 2041 [(€—|m|)!
Al = — . 4
CotnV 4\ (0 Im))! (477)

Szokas kiilonbozo faziskonvencidkat is bevezetni. Pl. az tin. Condon-Shortly konvenciéban:

Y (@,e)" = (=1)"Y" (0, ¢) . (478)

Az els6 néhany gombharmonikus:

¢t m YW, )

0 0 =

1 0 % cos v

1 +1 qt\/gzﬂsinﬁexp(iiw)

2 0 \/ 7= (3cos? ¥ — 1)

2 1 Fy/22sindcosvexp(ip)

2 +2 \/ 35= sin” ¥ exp(£2igp)

()sszefoglalés:
L. Y"(0, ¢) = hmY™ (0, ¢) (479)
LY (0, ¢) = RU(L+ 1)Y" (0, ) (480)
—<m</l,(=0,1,2, ... (481)
Ortonormaltsag:
[ Y00V 0.0 = S (152)
Teljesség:

60 =00 (p—¢)
sin 9

0o V4
Yo VW) YW, ¢) = (483)

O0<d<m ,0<p<2r ,dQ =sinddddy)



8.5.1. Kétatomos molekuldk rotaciés spektruma (vazlat)

L2
H = 484
56 (484)
h2
Ey=Fs+—(({+1 4
Al AT 20 (C+1) (485)
Epy = Ep + h—Qﬁ’ (' +1) (486)
R T
h2 / /
hVBg/HAg:EB—EA—i—%(g (f +1) —€(£—|— 1)) (487)
Kivalasztasi szabaly (1. id6fligg6 perturbacidszamitas)— ¢ = ¢ £ 1
h2
hvpy1ysae = Ep — Ea + 20 (C+1)(+2)—L(L+1))
h2
:EB—EA+§(€+1) , £=0,1,2,... (488)
h2
hVB(E—l)—nM =Ep—Ea+ 20 (L—=1)0—1L(L+1))
h2
:EB—EA—gé , 1=1,2,3,... (489)

Kovetkezmény: a null-vonal hidnya, azaz a h*/© egyenkozli spektrumban van egy 2k%/©
meértéki vonalkoz.

Bohr-modell:

h2
Erot = —=1* (=1,2,3,... 4
rot 2@ ) ) a37 (90)
hVB(ZJrl)HAé:EB_EA‘i‘%((g‘i‘l) — )
h? 1
:EB_EA‘i‘@ £+§ y 620,1,2,... (491)

h2
hi@-1)—ae = Ep — Ea+ — (¢ — 1) — %)

20
2
:EB—EA—%(K—%) , (=1,2,3,... (492)

Tehat az egyenkozii spektrumszerkezetben itt nem jelenne meg egy dupla méretii vonalkoz!

73



9. A hidrogénatom spektruma

9.1. A radialis Schrodinger-egyenlet

Centralis potencidl

Vie)=V(r),

esetén a

2m  2mr?
idofliggetlen Schrodinger egyenlet megoldasat kereshetjiik a
P (r) =P ()Y (0, )
alakban. Behelyettesités utan, (480) felhasznalasaval a P (r) fliggvényre a

2 R2A(04+1
[&+ ((+1)

2m 2mr?

{ﬁ"FL2+v@ﬂw@=Ew@

+V (7")} P(r)=FEP(r)

differencidlegyenletet kapjuk. Hasznéljuk az ismert

Py =’ (133 7“>
T

R(r)=rP(r)

Osszefliggést és vezessiik be az

radidlis hullamfiiggvényt. Ekkor a (496) egyenletet atirhatjuk a

h? d? h2€(€—|—1)
—%w + W + V(T)] R(T) =FER (7‘)

alakba, amit radidlis Schrodinger egyenletnek hivunk.

9.2. A hidrogénatom kotott allapotai

Tekintstink egy Z rendszamu atomot! Ekkor egy elektronra

kZe?

Vi) = -

(493)

(494)

(495)

(496)

(497)

(498)

(499)

(500)

vonzd potencial hat. Mivel a potencidl r — oo-ben 0-hoz tart alilrél, a kétott allapotok negativ

energiajuak,
E=—-|E|.
A (499) egyenletet ezért a kovetkezéképpen alakithatjuk &t,

2m dr? 2mr?

R d> R+ 1 Zke?
R | PGS

U
[52 2 Wo(0+1)  Zke® 1

Sm|E[d?  8m|E| 2 ar|E| 4
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Bevezetve a

JImIElr 2
m|Elr _ 2r (504)

N
valtozot, ahol
h h?
o= p = 505
o= V= g (509
s az Zke? ke? ke? h?
e e mke o
- = " g — g2 = 506
© 2|E|rg T02|E|r§ "0 g2 a7 mker’ (506)
paramétereket, ahol ag = 0.529 x 1071 m a Bohr sugir, a
d’R 1 e ((+1
O 1 G | P (507)

dg? 4 ¢ &

differencidlegyenlethez jutunk. (A valtozdcsere utdn a némiképp pongyola, R (£) = R (r (§))
jelolést hasznaljuk.) A fenti egyenlet megolddsait konnyen megtalaljuk az értelmezési tar-
tomény, £ € (0, 00), aszimptotikus pontjaiban:

& — o0 ,
d*R 1 ,
TSQ—ZR(GIO = R(§ e 2, (508)
E—0 ,
PR(E) ((0+1
dgg ) (62 >R(€)=0 = R(§) x ™. (509)

A (507) egyenlet megoldasat, a Sommerfeld polinom mdédszer szellemében, keressiik a

R(&) = e #u(g) (510)
alakban:
RO~ e Ju©+u©) 1)
dé 2 ’
. Zgg) = Eu () —u' () +u” (f)] : (512)

melyet behelyettesitve a (507) egyenletbe az

e L(l+1)
GETIGRY P
¢ @
egyenlethez jutunk. A megoldédst polinom alakban keressiik. Ez nyilvanvaléan nem tartalmaz-
hat konstans tagot, mert akkor & — 0 limeszben a (513) egyenlet elsé két tagja zérushoz tart,
a harmadik tag pedig divergal. Célszerii ezért a megoldast

} w(€) =0 (513)

[e.9]

w(@) =Y &t (514)

=0
alakban felvenni, ahol s-et inicidlis indexnek nevezik (s > 1). A sziikséges derivalasokat

o0

u'(§) = Z (i+s)c™ = Z (i+s—1)¢i 6772, (515)

=0 i=1
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W= (i) (its -1, (516)
i=0
és behelyettesitést

[E_W§—+l] chz i+s—1 Z€£+1Cl i+s—2 __ chz 1£z+s2 Zgg_'_lcz i+s5—2

(517)

elvégezve a kovetkezo egyenletrendszert nyerjiik:

[s(s—1) = L(t+ D] o€+ {lli+s)(i+s—1) =L+ D]e;—[(i+5—1) =i} &7

i=1

(518)
mely tetszbleges &-re akkor teljesiil, ha mindegyik hatvanytag egyiitthatéja eltiinik. A legkisebb
kitevéjii hatvanytag egytitthatdjat vizsgalva (co # 0),

(+1

S (519)

s(s=1)—((l+1)=0 = S:{

amibdl nyilvanvaléan csak az s = ¢ + 1 vélasztas szolgaltat az origéban regularis megoldast. A
tobbi hatvanytag egyiitthatéjabol a
14+l —¢ 14+l —¢
Ci1l = —F 7~
(i+0G+0+1)—C(+1) " ii+20+1)
(1=1,2,...)

Ci—1, (520)

C; =

rekurzios Osszefliggés adodik. Mivel a ¢;/¢;_1 hdnyados nagy i-re 1/i-hez tart, nagy &-re u (§)
e¢, kovetkezésképpen R (€) o e2¢, ami nyilvdnvaléan divergens ¢ — oo esetén. Reguldris
megoldast tehat csak ugy kapunk, ha u (£) véges polinom, azaz létezik olyan i, = 1,2,...,
hogy ¢;,..—1 # 0, viszont ¢; . = 0. Ekkor

S (521)

Vezessiuk be az
N = max + (522)

jelolést, amit fokvantumszdmnak neveziink. Nyilvanvaldan,

n=123,...és(=0,1,...,n—1, (523)
na
ro = 70 : (524)
valamint a sajatenergia,
h? nz? 1 kZe?)? 1 kZe? 1
E,=-— 2:——2—:—M—:— < (525)
— 2mrg 2mag n? 2R n? 2a9 n?
A hullamfiiggvény:
1
Unem (1) = —Lne (r/2r0) €Y (9, ), (526)

ahol L,, az un. Laguerre polinomokat jeloli. A fentiekbdl kovetkezik, hogy az L,, polinom az
(+1-ik hatvéannyal kezdddik és a legmagasabb hatvanykitevo (imax — 1)+ (0 + 1) = ipax+£ = n.
Ezért a polinom n — ¢ (egymést kévetd) hatvanytagot tartalmaz, igy zérushelyeinek szama
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n —{ — 1. Ezek a hullamfliggvény csomofeliiletei. Fontos tény, hogy a sajatenergia csak az
n fokvantumszamtdl figg, az ¢ mellékkvantumszdmtol és az m mdgneses kvantumszdmtol nem
(bar ez utébbit nem is vartuk, mivel a radidlis Schrodinger egyenletben az nem is szerepelt).
Az energiaszintek degeneraltsaga konnyen kiszamithato:

—_

Y (2£+1):2@+n:n2. (527)

12

Il
=)

Megjegyezziik, hogy centralis, de nem 1/r alaki potencidlra a sajatenergidk mar (-tél is fiiggnek.

A hidrogénatom alapallapoti energidja 1 = —13.6 eV, a gerjesztett allapotok energidja E, =
Ei/n* (Ey = Ei/4, E3 = E;/9, stb.). Ez megnyugtatéan magyardzza a (durva) vonalas
szinképet, melyben egymdstdl elkiiloniilo sorozatokat figyeltek meg. A legnagyobb frekvencia az
alapallapot ionizacids energiajahoz tartozik: —FE; = 13.6 eV. Ettol lefelé egy stirli vonalsorozat
indul, mely a gerjesztett allapotok és az alapallapot kozotti atmenetnek felel meg,

1 1
hvy = E, — E; = —E) (1 — ﬁ) =13.6 (1 — E) eV (n>2). (528)
Ezen sorozat, az Gn. Lymann sorozat legalacsonyabb frekvencidja, hre = 13.6-3/4 eV=10.2
eV. A Balmer sorozat az els6 gerjesztett allapotra torténé atmenetekkel értelmezheto:

11 4
Wy = B, — By = — B} (Z_ﬁ> =34 (1—ﬁ> eV (n>3). (529)

A legnagyobb és legkisebb frekvencia ebben a sorozatban: hv,e = 3.4 €V és hrgs = 1.89 eV. A
Paschen sorozatnél a masodik gerjesztett allapotra "ugrik’ vissza az elektron:

1 1 9
hvps = E, — E3 = —F; (§ - ﬁ) = 1.51 (1 - ﬁ) eV (n>4), (530)

a frekvencia tartomany, hi,s € [0.66 eV, 1.51 V).

A hidrogénatom kotott allapoti hullamfiiggvényei ortonormaltak,

/ iy (1) U (1) = St et (531)

de nem alkotnak teljes rendszert. A Hamilton operatornak ugyanis van folytonos spektruma
(E > 0), és a teljességi Osszefiiggés ezek figyelembevételével irhaté fel,

S i (1) i () 4 3 [ B G (Bs) 03 (Bi2) =5 =) . (532)
m 0

ném

Erdemes megvizsgalni a hidrogénatom elektronjanak megtalaldsi valoszintiségstiriiségét a sajatallapotokbar
Ezt a

Ontm (f) = ’wnfm (£)|2 = Pr%ﬁ (,r) D/@m (197 @)’2 (533>

fiiggvény irja le, ahol a P, (1) = %Lng (r/2ry) e~/ radiélis hullamfiiggvény fiiggvény r¢ szerint
indul az origéban. Ebbdl kévetkezik, hogy az ¢ = 0 mellékkvantumszami allapotokban (s
allapotok) az elektron tartézkodasi valészintiségsiirtisége a mag helyén kiilonbozik zérustdl, sot,
az alapéllapotban (n = 0, ¢ = 0) itt a legnagyobb az elektron tartézkodési valsziniiségsiiriisége.
Ez azért nem jelent értelmezési problémat, mert az elektron tartézkodasi valdszintiségét egy
adott térfogatelemben kell tekinteni,

Ontm (1) d*r = (bee (r) err) (\Yem (0, g0)|2 d (cos ) dgp) ) (534)
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A R, (r) = P%(r)r? = L2,(r/2ry) e 2/™ fiiggvény viselkedése az origd kozelében r2¢+2,

ami mar tetszoleges f-re zérust ad r = 0 esetén. A mag kornyezetében felvett infinitezimélis
térfogatelemben a megtaldlasi valdszintiség tehdat zérushoz tart.

Célszerii megkérdezni, hogy az elektron milyen valészintiséggel tartézkodik egy (r, r + dr) gémb-
héjban. A gémbharmonikusok normaltsaga miatt:

/d (cos 1) /dgo Onem () T2dr = R2, (1) dr = wy (r) dr (535)

ahol wy, (r) = R2,(r) mennyiséget radidlis megtaldldsi valdsziniiségnek nevezziikk. Mint mér
megallapitottuk, a radialis hullamfiiggvény n — ¢ — 1 zérushellyel rendelkezik: ezen sugaru
gombfeliileteken az elektron megtaldlasi valdszintisége zérus, ezért ezeket csomogomboknek
hivjuk. Nyilvanval6, hogy az (n,¢ = n — 1) allapotok esetében nincsenek csomégéombok. Azt a
gombhéjat, ahol az elektron a legnagyobb valészintiséggel tartézkodik, a Bohr elmélet szerinti
péalyasugérként (r,,) definidlhatjuk. A

AW, (1) dR,,; ()
— =2R, ——= =0 536
dr e (r) dr (536)
Osszefiiggés alapjan, a maximumok helyét a
dR,
dRu(r) _ (537)

dr
feltétel szabja ki (a minimumok a zérushelyek). Konnyt kiszdmolni az (n, ¢ = n — 1) éllapotok

péalyasugarat, ugyanis ebben az esetben R, (r) = Ar™exp —%), amibol

dr nag nao

4

a
Tnn—-1 = 712?0 (538>
kovetkezik.

Ertelmezhetjiik viszont a palyasugarat a radidlis koordinata kvantummechanikai atlagan ke-
resztiil. A Laguerre-polinomok rekurzids osszefiiggéseinek iigyes hasznalataval kiszamolhato,
hogy ennek értéke,

b= [ i @) s ) = [ drr R ) = [ e

0
=-—(Bn*—((t+1)) . (539)
Specialisan,
1 ap
M =n(n+3) % (540
Ez kozvetlen szamoléssal is igazolhato:
fooo dr r"*exp (—i—ig) ~ nag fOOO dp 227+ o=

Jo~ drr?exp <—@> 27 [y dvame®

nag

2 1 1
:m:n<n+_>@

(r) =

27 2) 7

ahol felhasznaltuk, hogy [[°dzz" e ™ = (n+1) [~ doa"e ". Lathato tehdt, hogy a kétfajta
értelmezés nem ugyanazt az értéket eredményezi a palyasugarra: a kvantummechanikai atlagérték
kisebb, mint a maximalis tartézkodasi valdszintiségli gombhéj sugara.
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10. Idofiiggetlen (Rayleigh-Schrodinger)
perturbacidészamitas

Tegytik fel, hogy ismerjik a H, Hamilton-operator € sajatértékeit és 1)) sajatvektorait:
Ho, = eyt - (541)

A

H=Hy+W (542)
perturbalt Hamilton-operator sajatérték problémajanak egzakt megoldasa helyett perturbativ
kozelitést alkalmazunk. Bevezetve a A € [0, 1] paramétert, a

egyenlet kozelité megoldésat keressiik. Nyilvanvald, hogy A = 0 esetén a perturbalatlan H
operator, A\ = 1 esetén pedig a perturbalt Hy + W operator sajatérték problémajat kapjuk
vissza.

Ha H, n-ik sajatértéke nemelfajult (nemdegenerélt), irjuk fel a perturbélt sajatvektort a

Un = A (Y + 00y) (544)

alakban, ahol A € C a perturbalt sajatvektor normaélasara szolgdlé konstans. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy du,-nek a {12} TONR szerinti kifejtésében 10 nem sze-
repel, azaz

(V] 61p) = 0. (545)

Fejtsiik sorba az €,, sajatértéket és a sajatvektor d1), korrekcidjat A = 0 kortil,
En = €0 + Z AF () (546)

k=1
és, mivel 0, — 0,
A—0
St = Y A ) (547)
k=1

Az =) ¢s wﬁf“) (k = 1,2,...) mennyiségeket a sajatértékek és a sajatvektorok k-adrendii per-
turbacids korrekcidinak nevezziik. A (545) tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy

fj M nlet) = 0= (plel) =0, (548)
k=1

azaz a sajatvektor perturbativ korrekciéi ortogondlisak a ¢? perturbélatlan sajatvektorra.

Az (543) egyenletet felhasznélva,

(Unl Hotn) + A (Ul Wbn) = €0 (Unltn) (549)
4
En = €n + AUl (¥ + 0¥n)) | (550)

79



majd az (546) és (547) sorfejtéseket behelyettesitve,
DN = M (URIWul) + NI p ). (551)
k=1 k=1

A fenti egyenletben a A\—val aranyos jarulékok egyenléségébél adddik az elsérendil sajatérték
korrekcio:
en) = (WalW [vn) - (552)

A tobbi jarulékra az
ZA‘“ W = (W EY)) =0,
egyenlet all fenn, amibdl az
= (W) (k=2) (553)

Osszefiiggés kovetkezik, ami persze k = 1-re is igaz, ha nulladrendben a nyilvanvalo wflo) =0
definiciot hasznaljuk.

Elsorendi degenerdlt perturbdcioszamitds
Ha Hy n-ik sajatértéke m-szeresen elfajult (degeneralt), azaz
Hoyh y =ty o (a=1,2,...,m)

< 2,a|w2,,3> = 50‘5 )

akkor a perturbalt sajatvektort elsérendben tovabbra is a
Yo = AWY + 200 (554)
(U altrl)) =0

alakban irhatjuk, viszont a nulladrendii sajatvektorra az altalanossag megszoritasa nélkiil a

O = "e (555)
a=1
kifejtést kell feltenniink. A sajatérték elsérendii alakjat az (543) egyenletbe helyettesitve,
(Ho + AW) b, = (2 + XeM) 9y, (556)
a A-ban linearis tagokbdl a
Hogp) + W) = engn? + &0y (557)

egyenletet kapjuk, melyet a w%a sajatvektorokkal skaldrszorozva a

W0 W [y = Pl ) (558)
Il

D Wh W [0 5) s = ePeq (559)

B=1
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vagy a
m

D (W0 alW ¥y 5) — 8as] c5 =0 (560)
p=1
egyenletek adédnak. Bevezetve a perturbalé operator matrixat a Hy operator m-dimenziés

degeneralt alterén,
W = {Was}  Was = () W |4y 5), (561)

az elsorendii sajatérték korrekcidokat a

det (W —cVI) =0 (562)

szekuldris egyenlet megoldasaval kapjuk.

Masodrendi sajatérték korrekcio nemelfajult esetben

El6szor a sajatvektor korrekcidinak szamitasara vezetiink le Osszefiiggést. A sajatértékek és
sajatvektorok A szerinti sorfejtését behelyettesitve az (543) egyenletbe kapjuk, hogy

(Ho + \W) (Z AR gk ) — (i AF 555)) (i \k %k))
i (fo ) (563)

k=0

ahol a jobboldalon a végtelen sorok Cauchy-szorzatét alkalmaztuk. A A¥ hatvéannyal ardnyos
tagok egyenl6ségéhol,

k
Hogll! + Wl =3 el (=12, (564)
¢
(Ho — &) v = —W -1 +Zs” =D (565)

=1

adddik. Felhasznalva a H, operator spektralfelbontasat,

k
D () =) ) (WP | v = =Wl 4y " eDyh (566)
i(#n) =1
érdemes definidlni a ‘¢0> <w0}
Qn = j#zn) " (567)

operatort, hiszen

00 (] | vl = Z ) (7| | wP

= (1= [wn) (wnl) ¥i = o (568)
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ahol felhasznaltuk, hogy wﬁlk) (k # 0) ortogondlis a 10 sajatvektorra. A sajatvektor k-ik kor-
rekcidja az alabbi médon kifejezhetd az alacsonyabb rendii sajatérték és sajatvektor korrekciok
ismeretében,

k—1
P = QW+ eyl (569)
=1

A fenti egyenlet jobboldaldnak mésodik tagjaban az | = k tagot elhagytuk, hiszen Q,¢° = 0
Innen kapjuk a sajatvektor elsérendii korrekcidjat,

O T [0
u = —Quw g = - 3 Wl (570)
it#n) 0T
és az (553) egyenletbdl a sajatérték masodrendd korrekcidjat,
e = (LnWl) (571)
0 W 0

Eqgy eqyszeri példa

Vegyiik a Hy Hamilton-operator két diszkrét allapotat £\ és € sajatenergidval és a legyen a W
perturbacio olyan, hogy csak ezen két allapot kozott van zérustol kiilonbozo matrixeleme, azaz

Wim = W 81002 + W 82,01, - (573)

Amennyiben £ < £, a két energiaszint elsérendii pertubéciés korrekcidja nyilvdnvaléan zérus.
A masodrendii korrekciok:

w? w?
552) = (|) | 5 <0 és 552) = (|) | = —8&2) >0, (574)

o

azaz a szintek kozotti energiakiilonbség né (szint-taszitas).

A perturbacio specialis alakja miatt egzaktan is megkaphatjuk a sajatenergiakat. Ehhez a

0
e W
(ot %) o7
matrixot kell diagonalizalni. A
() —e) (S —e) = WP == (e} +e3) e +eled — [W[P=0 (576)

egyenlet megoldasai

e) + &9 €9 + £9)?
N

2 4
0 0 0 _ ~0\2
:81;8%\/(51 452) + W2 (577)
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Fejtsiik sorba a megolddsokat a perturbaci6 |W| eréssége szerint masodrendig:

4|W1|2
612:€1+€2:I:|€12 |\/1+—< | ’

2
2 & <))
Na+£ik$wao_ mm2)
~ 5 ] -
2 2 (6] — €9)
azaz
o WP P
G EE R
és )
52:€0+ |W| .
SEEE

(578)

(579)

(580)

Az eredmény tehat megegyezik azzal, amit a masodrendii perturbaciészamitassal kaptunk. A

feladat jol példdzza, hogy a perturbaciészamitds akkor alkalmazhatd, ha |[W| < g9 — &9

a W perturbaciéo matrixeleme joval kisebb a diszkrét energiaszintek kiilonbségénél.

Elsorendi Stark-effektus

|, azaz

A hidrogénatom elfajult nivéoinak felhasadasa homogén elektromos tér jelenlétében. Példaként

tekintsiik a négyszeresen elfajult n = 2 nivgjat. A nulladrendd hullamfiiggvények:

2 T __r
vns) = g (1 5y 000
2 r __r
= Y™
¢21m(£) \@(2@0)3/2 2&06 1 ( 7(20) y

ahol

3 , 3 ,
-1 — I —ip 1 — G ip
(0.¢) = | = sin(@)e ™ Y/ (0,¢) = =/ sin(0)e

A perturbacié operatora z irdanyu elektromos tér esetén:

V(r) = _q??> =ercost = 4/ 437?657"5/10 (7, )

A perturbacié matrixelemeiben vizsgaljuk a térszog szerinti integralokat:

27
(ool V [00) = [ sim 9 / do YO0, 0)" Y2 (9, 0) YO, )

\/7/ sin Ydi cos ¥ = \/7/ xzdx =0

i 27
<¢200’V|¢21m> :>/ sinﬁdﬁ/ d@%o(ﬁ>90)*}/10 (79, 90) Y1m(79a SD)

o 1
\/_/ smﬁdﬁ/ de YL (9, 0) Y™V, @) = Edmo
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(582)

(583)

(584)

(585)

(586)

(587)

(588)
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a gombharmonikusok ortonorméltsdga miatt. A maradék matrixelemeiben elGszor a p-szerinti
integralt vizsgalva:

T 21
(Gt V]tba1m) — / sin 09 / Ao Y™ (0, ) Y2 (9, 0) Y (9, ) (590)
0 0
27
%/ dpel™ =P — 95, (591)
0

igy csak a (Vo1m|V|1h21m) matrixelemeket kell kiszamitani:

™ 1
(¥210|V |[¥210) %/ cos® ¥ sin ¥dd) :/ ?dr =0 (592)
—1

0

T 1
(o11|V |tha11) =~ / sin? ¥ cos ¥ sin ¥d = / (1 — x2) xdx =0 (593)
~1

0

hiszen mindkét esetben paratlan fiiggvényt integraltunk a [—1, 1] tatoméanyon.

Az egyetlen zérustdl kiilonbozé matrixelem tehét:

4 & r r o
V=V =——¢& dr[1— — ) — 3¢ @
200,210 3(2%)36 /0 r < 2a0) 2a0T e 9

= §a065/ drz* (1 —z)e
3 0
8 24 120
= §CLO€5 (i — 6_4> = —3a0€5 (594)
ugyanis
A szekularis matrix (a hulldmfiiggvényeket (200), (21 —1),(210),(211) sorrendben irva:
A0 =V O
0O A 0 O
V0 X 0 ’ (596)
0O 0 0 A

melynek sajatértékei {A\, V + A\ X — V} . Kovetkezésképpen az elsérendii energiakorrekcidk:

—V = 3ape€
Ao ={ LI5S aBd = AR, ~0 (597)

azaz a perturbdcidszamitds elsd rendjében az eredetileg négyszeresen elfajult nivé eqy (vdltozatlan
energidji) kétszeresen elfajult nivora és két szimmetrikusan elhelyezkedd, egyszeresen elfajult
nivora hasad fel.
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11. Pauli-egyenlet

Spin-operdtorok matrixabrazolasa: j = %

S, € L(C?,C?)

h
Si = 50’1'

(01 (0 =i (1 0
==\ 1 0 D=\ o %=\ 0 -1

[0i7 Uj] = 2Z€ij0'k — [Sla S]] = ZhgwkSk

Pauli métrixok

A spin-operatorok hatdsa a spinortéren:

Six = a1Six1 + c2Six2 = ( 5:210 + 522,
A
-(& ) (2)
Hullamfiggvények a tenzorszorzat Hilbert-téren
Y€ L2 (]R?’) ®C*=H
_>
=y _ [ (7 )
=)
Skalérszorzat

(Wlg) = / Frp (7)o (7) = / Fr iy (7). o1 (7) + / Pr iy (7)o (7)

Operatorok kiterjesztése:
Ac L(C?(R), 2 (RY))

4
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(598)

(599)

(600)

(601)

(602)

(603)

(604)

(605)

(606)

(607)

(608)

(609)

(610)

(611)

(612)



A®1e2 € L (L% (R?), L7 (R?)) (613)
(A®1c2) (V1 ® X1+ 12 ® X2) = Ay @ X1 + Ay @ X2 (614)
illetve szokasos matrixalakban:
A0 Y1\ _ [ Aty
(o) (n)-(5n). o
valamint
legs ®S; € L (L% (RY) ®C* L% (R*) ® C?)
SPSE () _ (S spe
(152(1@3) ®Si)¢ = ( Si21 Sz'22 ) ( ¢; ) = ( 512177/’1 +S?2¢z . (616)
Kovetkezmény: A ® 1¢2 és 1,23y ® S; operatorok feleserélhetéek
A0\ (SIS () _ ( ASH 4 AS20, -
0 A Sz g2 vy )\ ASH Y + ASP),
o SHAY + SPAY, \  ( SHS)P Ay (618)
O\ SH AP + SP2AY, )\ S 82 Ay
St glz A 0
(5 &) (080 @9
Hamilton operator
H = Hy® 1o + 1paps) ® —E? (620)
ahol a spin giroméagneses faktora:
g=2. (621)
Matrixalakban:
Ho + ,U/B§7ll /JJBB?H
H = § o1 § - (622)
usBo Ho+ pp 7
Tomor frasméd (a fentiek tudataban!):
2
_r L7
H= 24V (7 )+uB§h(L+g?) (623)
Pauli-egyenlet
ihop (7, t) = Hyp (7,1) (624)
g
ath ( r 7t)
A E+v @)+ BL 4 s B B9t ( o (7, 1) )
/133?21 217_m + V ( M_B§ L —|— ,l,LBB?ZZ 2 (?7 t)
(625)
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z irdnyu (homogén) méagneses tér esetén:

a Sziigé% ))-
+V

— (?) H?BBLZ + HJBB 0 < 101 (?,t)
B 0 2 LV (7)+“2BL, — upB U (T, 1)
N8
00 (70 = (3 +V (P) 4 BEBL 4 B ) 01 (P20
1hOys (7 t) = (2}?; +V (7)) + %BLZ — LLBB) o (7, t)

Valoszintiségsiiriiség

P (7)7t) = l/fT (?70 ,(/) (?aﬂ = ‘wl <?7t)|2 + |¢2 (77t)’2

A spin id6fejlédése

ds; 9kB

dt  ih [SZ’H} ih? [5i> 551 B
g/;LBSUkB Sk = (? X MS)i
EN
dt
ahol
= _QMB—ﬁ
A palyamomentum idofejlédése
drL; 1 1
—t — — L, H] = = [, V] + 22 L, L] B,
[7 X 6 V] + %5ijB]Lk = [r X <—€V> + (ML X ?ﬂ
%:?X< ?V)—{—MLX?
ahol
W, o a7
h
Teljes impulzusmomentum
J=T+7%
T o (FV) 4B
M =1, + Mg

(626)

(627)

(628)

(629)

(630)

(631)

(632)

(633)

(634)

(635)

(636)

(637)

(638)
(639)

(640)



12. Ido6fiiggd perturbacidészamitas

Hamilton operator idofiiggd perturbacioval:

H(t) = Hy+ W (t)

A perturbalatlan Hamilton operator sajatfiiggvényei

HO()On = EnPn
on () = 75" oy

A perturbalt rendszer idéfiiggd Schrodinger egyenlete

ihop (t) = (Ho + W () 9 (t)

Hatarfeltétel

t—0

Kifejtés a Hy sajatallapotai szerint:

és a hatarfeltétel

A kifejtést behelyettesitve az id6éfiiggé Schrodinger egyenletbe

> (encn (t) +ihin (1) €775 oy =3 (g0 + W (1)) ¢ (1) €35,

n n

4

Z ihéy, (t) e nenlp, = Z Cn (1) e ren (t) pn

n n

majd kihaszndlva a perturbalatlan stacionarius sajatfiiggvények ortonormaltsagat

ihé (1) €7 =" Wi, () ¢ () 750

illetve .
ihég () =Y Wi (£) ¢ (£) €45
ahol
és
w _ Ek — En
kn h
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(642)
(643)

(644)

(645)

(646)

(647)

(648)

(649)

(650)

(651)

(652)

(653)



A differencidlegyenletet kiintegralva

e (8) = o (0) — %Z /0 Win (7) cn (7) 47 dr (654)

t
CWWF£WP52/WMWWWWWM<HQMWJ (655)
0

A (1) = e (0) = Gy == PO () = pi (1) = i (656)
Elsérendii megoldés
ot
o () =bu— 1 /0 Wi () €47 dr (657)

Atmeneti valoszintiség k # @

2 2 1 ' Wi T ’
P () = [Gols® @) = |4 0] =5z | [ W e ar (658)
Idoben periodikusan véltozé potencidl, pl. elektromos tér
W (7P.t)=eE 7 coswt = W (7) (et +e?) (659)
Vil
w(7) =2 (660)
Wi (t) = Wi (€F + e77) (661)
e E e E
Wii = (el Wlpi) = == {@nl 7 i) = — (7 ) (662)
/ W].m (7_) Wk T (I — sz/ (el[wkier]T + ez[wkifw]-r) dr (663)
0 0
ei[wki+w]t -1 ei[w;ﬂ'fw]t -1
=Wk | = + — 664
(Tra =) (050
— Wi (ez‘[wmwltm sin (Wi + @)UY | -y S (Wi = @) t/Q]) (665)
(Wi +w) /2 (wpi —w) /2
2 : . 2
PO (1) = WAL | rtepin [+ U2 epsinllaa =)t oo
h? (Wri +w) /2 (Wi —w) /2
Ha t > 1/w, Pl(i))k (t) két éles maximumot mutat wy; = Fw értékeknél:
(Wi [ sin? [(wgi +w)t/2]  sin? [(wp — w) /2]
P () ~ 5 ot : (667)
[(wii +w) /2] [(wii — w) /2]
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A maximumok és a legkozelebbi csiicsok tavolsaga:

Awyi t
il ST ARt~ 3k (668)

i = Awg; —
Wk Fw + Awg 5 5

azaz a kiindulo és végdllapot energiakiilonbségének bizonytalansdaga, AEy; = B, — E; £ hw,
és a perturbacio idétartama (mérési idd) kozétt a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reldcionak
megfeleld kapcsolat dll fonn.

Mi a helyzet t — oo kozelitésben?

> sin® (at) > sin?y . sin? (at)
/_OO —a do o /_OO ) dy=m— tliglo = () (669)
U
(Wia|® [ sin? [(wrs +w) /2] sin® [(wrs — w) t/2]
P () =~ =3 ; )t (670)
[(wri +w) /2]t [(wri —w) /2172
Wil 1 1
h2 T |0 ﬁ[gk—fi‘f‘hud +5 %[sk—sz—hw] t (671)
2
- %Wkiﬁ [6 (e — & + hw) + 6 (e — &1 — hw)] ¢ (672)
£ & €; + hw — abszorpcié (673)
er ~ ; — hw — indukdlt emisszid (674)
Fermi-féle aranyszabdly
Pi(—>1)k (t) = wisgt (675)
ahol az idoegységre jutd atmeneti valdszinliség
2
Wi = 7 [Wial® (3 (e — &0+ ) 46 (e — & = w)) (676)

A t = 0 id8pillanatban bekapcsolt konstans perturbacié esetén, W (7,t) = W (7) O (), a
fenti levezetés leegyszertisodik:

L kit — ] : i ) t/2
sz/ ki T ([ — Wkie _ Wkiezwkit/Q s [(wkz) / ] (677)
0

iwki wkl/2

4
N |Wii|® sin? [wit /2]

PO ()~ 678
i—k ( ) h2 [sz/2]2 ( )
U
27 2

azaz elsérendben csak azonos energiaju allapotok koézott torténik atmenet.
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Annak valészinliségét, hogy a rendszer az i-ik allapotbdl valamely masik &dllapotba jut, a
végallapotokra valé 6szegzéssel kapjuk meg:

Z PY (1) ~ wit, (680)

ahol w; az i-ik allapot teljes atmeneti rataja:

=) Wik (681)

Siird (folytonos) spektrum, pl. szérési dllapotok vagy szilardtestek sévjai esetén az i-ik allapot
teljes atmeneti rataja:

Z Wiy = / Z d (e —ex) Wiy de (682)
k (#£1)

Azzal a kozelitéssel élve, hogy w;_,; helyettesitheto az ¢, energiaju allapotokon vett dtlaggal:

Wi (er)l* (0 (er — &1 + hw) + 6 (e, — & — hw))
<wi—>k> = w; (516) = (683)
27” ’W1’2 O (ex —€i)

w; = /wi () Z d(e—ep) de = /wi (e) D (e) de (684)

ahol bevezettiik a folytonos spektrum allapotstiriiségét:

= 5(c—ep) (685)
k

Osszefoglalva:

w; = (686)
S Wil* D (&)

Dipélatmenetek kivalasztasi szabalyai H-atomra

x = rsindcos p = g sind (e’ + %) (687)
y =rsindsinp = 21 sind (e — e7*%) (688)
i
2z =rcos? (689)
1 ,
Ontm = =Ly (21 /10) e/ AT Py, (cos 9) €% (690)
r

ahol L, (z) az asszocidlt Laguerre-polinomokat, Py, () = sin™ (19) PlJm|(cos 9) pedig az asszo-
cidlt Legendre fliggvényeket jeloli.

(n''m'| z; Infm) o / Lo (21 /70) Le (21 /10) rdr (691)
0
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a fenti integralok zérustdl kiilonbozéek — a fokvantumszamra nincs kivalasztasi szabaly
T oy N 1
(n''m/| x |nfm) o / [e’(m_m e 4 gilm=—m _1)“"} do = > (Smmr—1 + O 11) = m/ =m + 1
0 T -
(692)

2w
. , . / 1
(n''m/| y |nfm) o / [e’(m_m e _ gilm=—m _1)“"} do = > (Ommr—1 + Omr1) > m =m=+1
0

(693)
2 ) , 1
(n''m/| z |nfm) o / el M=) = 2—5m_m/ —m' =m (694)
0 s
Ezek a mégneses kvantumszamra vonatkozo kivalasztasi szabalyok.
Vizsgéljuk meg z irdnyu elektromos tér esetén a ¢ valtozo szerinti integralt:
1
(n''m'| z Infm) o / Py (c089) Py, (cos ) cos 9 d (cos ) (695)
-1
1
-1
Fennall a kovetkezo rekurzios osszefiiggés:
{—m+1 {+m
Py () = ————— m ——PFPi1m 697
2P () 21 L ($)+2£+151, (z) (697)
ezért m' = m miatt az .
/ PE’m ({L‘) Pf:l:l,m (.ZU) dx o« 5(’,[%1 (698)
—1

integralok fordulnak elé, igy leolvashaté az ¢/ = £ 4 1 kivalasztési szabdaly. Ugyanez all fenn az
x és y matrixelemeire is.
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13. Azonos részecskékbol allo rendszerek

13.1. Azonos részecskék rendszerének hullamfiiggvénye

Egyrészecske hullamfiiggvény spin-koordinata reprezentaciéban

Y € L2 (RP) @ C*H = Ui (71) Xsmi = Y1 (71,m3) = (1)

N azonos részecske hullamfiiggvénye:

¢N€HN:}[1®H1®...H1®H1/ — YN (1,2,...,N)

N —szeres tenzorszorzat tér

Két részecske felcserélése:

Pl N oy ) =8 oy

P(i,j) =1
P(i,j)v =k = k=1

Azonossag elve

A megtalalasi valoszinliség invarians két azonos részecske felcserélésére:

(Unln) = (P (i, 3) n | P (i, 5) ¥n)

ill. barmely mérési eredmény is az:

(On[A[YN) = (P (i, 5) On|ALP (i, 5) ¥n)

(699)

(700)

(701)

(702)
(703)

(704)

(705)

ahol A tetsz6leges hermitikus tobbrészecske operdtor. Legyen A = |¢) (¢| , ahol ¢ € H . Ekkor

(Unlo) (Dlvn) = (P (1, 5) ¥nlo) (1P (i,5) ¥n)

amit frhatunk igy is:
(Pliow) (nld) = (AP (i, 3) ) (P (i, 5) ¥nl9) -

Annak, hogy a fenti egyenlOség teszoleges ¢-re teljestiljon, elégséges feltétel:

[¥n) (On] = P (i, 5) ¥n) (P (4, ) dnl

amibodl kovetkezik, hogy
(P (i,5) ¥nln)
(Ynlyw)

azaz )y sajatfliggvénye a P (i, j) felcserélési operatornak:

P (i,7) [¥n) =k |vbn)

) = P(i,5) [¢¥n)

ahol k = (¢Yn|n) /(P (i,7) ¥n|ton). El6bb bizonyitottuk, hogy k lehetséges értékei +1.
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Osztalyozas:
VN bozonok (s =0,1,...)

—ny  fermionok (s = %, %, .. )

Hamilton operator és Schrodinger egyenlet
thoyn = Hy YN (712)

ihOP (i, ) vn = P (i,7) Hyn = P (i, j) HvP (i, 5) P (i, ) ¥ (713)

Ugyanakkor a ¢y, = P (i,7) ¥y = £y hulldmfiiggvény is megolddsa a Schrodinger egyenlet-
nek:

ihOy = Hy ¥y = iho, P (i, j) Yn = Hy P (i, ) ¥ (714)
I

[Hy — P (i,j) HNP (i, )] ¥n =0 (715)
I

Hy =P(i,j) HvP (i,j) < [P (i,j),Hn] =0 (716)

Mit jelent a P (i,7) HyP (i, 7) operator?

azaz,
P (i,5) Hy (i,§) P (i, ) = Hy (4,1) (718)
\
Hy (i, ) = Hy (§,9) (719)
tehdat az azonos részecskék Hamilton operdtora sziikségszeriien invarians két részecske felcserélésére.

Kovetkezmény: a hullamfiiggvény permutaciés szimmetriaja mozgasallando:

& owIP i) low) = = (ol [P G 3), Hil lgw) =0 (720)

Pauli elv: Az elektronok fermionok, azaz egy tobbelektronos hullamfiiggvény antiszimmetrikus
a részecskék felcserélésére nézve.

Antiszimmetrikus hulldmfiiggvény konstrukcidja: ., pp € Hi = L2 (R3) @ C?

Tenzorszorzat hullamfiiggvények:

0o (1) © ©a (2), 05 (1) @ 95 (2), a (1) @ 01 (2) , 05 (1) ® @a (2) (721)
egyszerisitett irdasmoddal:
Pa (1) Pa (2> ) Pb (1) ¥b (2) )y Pa (1) ¥b (2) » b (1) Pa (2) (722>

Altaldnos hullamfiiggvény:

Y (1,2) = Caa Pa (1) a (2) 4 con 01 (1) @6 (2) + Cap ©a (1) 03 (2) + cha 5 (1) 00 (2) (723)
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Két részecske feleserélése:

Y (2,1) = Caa Pa (2) @a (1) 4 cop 06 (2) @5 (1) + Cab a (2) @5 (1) + cha 1 (2) 0a (1) (724)
= Caa Pa (1) Pa (2) + o o1 (1) 05 (2) + cap 05 (1) Pa (2) + cba pa (1) 5 (2) (725)

ugyanakkor
¢ (27 1) = —@D (17 2) = — Caa Pa (1) Pa (2) — Cob P (1) ©b (2>
— CabPa (1) 91 (2) — cba o (1) 0 (2) (726)
U

Caa = —Caa =0 (727)

Cpp = —Cpp = 0 (728)

Cab = —Cha (729)

¥ (1,2) = V2 (00 (1) 95 (2) — 1 (1) ¥a (2)) (730)

2
ahol ¢ (1,2)-t 1-re norméltuk. Ezt formadlisan irhatjuk az aldbbi determindns alakban:

V2| o, (1) (1
a2 o) o)

Altaldnosités: Pars Pags - - - Pay € H1 ortonormalt fiiggvények

WA N = —— S (ST PN gy (1) (V) (732)

.....

ahol P(1,...,N) az (1,...,N) természetes szamok tetszéleges permutdcidja, melyben a fel-
cserélések szama P.

Slater determinans:

Par (1) oy (1) Pay (1)
A 1., .. N) _ 1 Pay (2) Pag (2) Pay (2) (733)

VNI
Pay (N) Pay (N) Pay (N)

Pauli-féle kizdrdsi elv: Az egyrészecske hullamfiigvények tenzorszorzat terén konstrualt N-
fermion hullamfliggvényben mindegyik egyrészecske hullamfiiggvény csak egyszer fordul el
(két fermion nem lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban).

Altaldnos hulldmfiiggvény: {¢a € H1, « € N} TONR

YL N) = > cCorasnan Vi g an (Lo N) (734)

.....
ay,az,...,an €N

(a1 #ar)

Bozonrendszer hullimfiggvénye
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Nyilvanvalo, hogy az alabbi kétrészecske hullamfiiggvények szimmetrikusak a két részecske
felcserélésére:

@a (1) a (2), (1) (2) és g (¢a (1) 6 (2) + 05 (1) pa (2)) (735)

Kovetkezésképpen a bozonokra nem vonatkozik a Pauli kizarasi elv, azaz az Osszes részecske
lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban (1. Bose kondenzacié a statisztikus fizikdban).

Altaldnos konstrukcio:
N'N
Uy (L N) = Z P (1,...,N) ¢a, (1) ... Qa, (N) (736)

ahol az azonos egyrészecske allapotok kozotti permutacidkat nem vessziik figyelembe, hiszen
azzal nem kapunk 1j N-részecske hullamfiiggvényt. Az Ny, Ny ... szamok éppen azt adjak meg,
hogy az azonos egyrészecske allapotok hanyszor fordulnak el a tenszorszorzatban. Az altaldnos
N-bozon allapot a szimmetrizalt hullamfiiggvények linear-kombinacidja:

w (]'7 cee 7N) = Z Cal,a27~-~,aN \Ijgl,az,...,aN (]‘7 ttt N) (737>

at,a2,...,any €N

Betoltési szam reprezentdcio

N szamu azonos részecske, az egyrészecske hullamfiiggvények egy teljes rendszerének tenzor-
szorzat terén (Fock-tér) a hullamfiiggvények antiszimmetrizélt, illetve szimmetrizalt bazisat
egyértelmiien megadhatjuk gy, hogy megmondjuk, hany részecske talalhaté valamely egyrészecske
allapotban:

\IJél SO, LN (al 7é ak)

= |n1,n9, ..., Nay - - (738)
217027---701\7
ahol a betoltési szamok:
Fermionok  n,, =N, = ... =Nay =1 egyébként n, =0
(739)
Bozonok Ng = Zkzle daay, € No

és természetesen teljesiil, hogy a részecskék szama N :

> na=N. (740)

aeN

Amennyiben az egyrészecske hullamfiiggvények az egyrészecske Hamilton operator sajatfiiggvényei:
Hy po = €a Pa (741)
akkor |[ny,ng, ..., Ng,...) a
Hy(1,...,N)=H,(1)+ H,(2)...+ H; (N) (742)

fliggetlen N-részecske Hamilton-operdator sajatfiiggvénye,

Ey =) cama (743)

aeN
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sajatértékkel. Ez nyilvanvaléan kovetkezik abbdl, hogy

(H1 (1) + Hy (2)...+ Hi (N)) [pa, (1) @ ... @ @ay (N)]

=Hi (1) @0, (1)@ ... @ pay (N)+ ¢a, (1) @ Hy (2) o, (2) @ ... @ pay (N)+
i Py (1)@ ... ® Hy (N) Pay (N)

= (€ay T Eag -+ €ay) [Pay (1) @ ... ® pay (V)]
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