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Példak: Laplace egyenlet, valtozdszeparacio

I. POTENCIAL FOLDELT FEMLAPOK
KOZOTT (A TIPUSU)

Két végtelen hosszu foldelt fémlap egymaéssal
parhuzamosan, az egyik y = 0-ndal, a masik y = a-
nal, helyezkedik el. A bal végiiket, x = 0-nél,
lezérja egy végtelen hosszi szalag, amely a két
fémlaptdl elszigetelt, és amelynek a potencidlja V
konstans. Szamolja ki a potencidlt a harom feltilet
altal kozrezart térfogaton. (Javaslat: eldszor raj-
zolja le a rendszert.)

. Egy végtelen hosszi téglalap-alapi fémcs§ (a

téglalap oldalai a és b) egyik végén (z = 0) egy
kis téglalap alaku szigeteld a potencidlt Vy(y, 2)
értéken tartja. Az a hosszisigi oldal a z-tengelyen,
a b-hosszisagu pedig az y tengelyen helyezkedik
el. Szamolja ki a potencidlt a harom feliilet altal
kozrezért térfogaton ha Vo(y,z) = V, Aallandd.
(Javaslat: el6szor rajzolja le a rendszert.)

. Egy kocka, melynek élei a hosszisaguak, o6t oldala

foldelt fémbol van. Az 6t oldal Gssze van forrasztva.
A hatodik oldal, (a teteje) nincs Ossszeforrasztva a
tobbivel (egy vékony réteg szigeteld vélasztaja el a
vele érintkez6 négy oldaltdl), és Vy a potencidlja.
Szamolja ki a potencialt a kocka belsejében!

II. POTENCIAL FOLDELT FEMLAPOK
KOzZOTT (B TiPUSU)

Két végtelen hosszu foldelt fémlap egymaéssal
parhuzamosan, az egyik y = 0-ndal, a masik y = a-
nal, helyezkedik el. Tovéabbi két végtelen hosszu
fémlap egymdssal parhuzamosan, az egyik x = —b-
nél, a masik z = b-nél, helyezkedik el. Ezen
fémlapok potencialja V. Szamolja ki a potencialt a
négy fémlap altal kozrezart térfogatban. (Javaslat:
el8szor rajzolja le a rendszert.)

. Az el6z6 feladat esetében szamolja ki az © = —b

szalagon 1évG toltéssirtiséget, ha a potencial Vy
allandé!

III. LAPLACE-EGYENLET

GOMBKOORDINATAKBAN (B TiPUSU)

Gombkoordinatakban a Laplace egyenlet forméja
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Azimutélis szimmetria esetén nincs ¢-fiiggés. Ebben az
esetben a megoldas felirhato

®(r,0) = R(r)©(0) (2)
alakban.

e Mutassa meg, hogy az
B
R(r)=Art+ — (3)
T

a radidlis rész altalanos megoldasa.

A O-fliggd rész altaldnos megolddsai a Legendre poli-
nomok, O(0) = Pi(cos®). Az elsé néhany Legendre poli-
nom:

Py(x) =1 (4)
Pi(x) == (5)
Py(x) = (32° = 1)/2 (6)
Py(x) = (52° — 3x)/2 (7)

A Legendre polinomokra igaz, hogy

1
2
/;1 B(x)_Pl/(,fC)dl' = méll/. (8)

1. Adott egy R sugaru géombhéj, amelynek a feliiletén
a potencidl ®(6). Hatdrozza meg a potencidlt a
gbmbon belil!

2. Adott egy R sugaru gébmbhéj, amelynek a feliiletén
a potencidl ®(6). Hatdrozza meg a potencidlt a
gémbon kivil!

3. Adott egy semleges R sugaru fémgoémb, ame-
lyet E = Epz (homogén) kiilsé elektromos térbe
helyeziink. Hatarozza meg a potencialt a gombon
kiviill (Segitség: csak a Py(x) és a Py(x) Legendre
polinomokra van sziikség.)

Tovabbi gyakorlasra

IV. LAPLACE-EGYENLET MEGOLDASA
KONFORM LEKEPEZES MODSZERREL

A. Bevezetés: A konform leképezés fogalma

Adott a komplex sik, ahol z = z +iy. A
2 =wu(z,y) +iv(z,y) (9)

egy transzformécié. Ha 2’ valamilyen D régiéban
analitikus, akkor az ilyen transzformécidkat konform



leképezésnek nevezziik. Egy komplex leképezés az ere-
deti z,y (vagy z) komplex sikrdl az u,v (vagy z’) kom-
plex sikra képez pontokat. A D régién beliil minden
egyes To,Yyo pontnak van egy ug,vg megfeleléje. Min-
den egyes x,y sikon felvett gbrbének is van egy megfeleld
gorbéje az u, v-sikon. Ha két x, y-sikon felvett gérbe met-
szi egymast, akkor a konform leképezett gorbék az u, v-
sikon is metszeni fogjdk egymast.
A transzformacio

7 == (10)

egy konform leképezés a komplex sikon, kivéve a z = 0
ponton. Konkrétan ezt a transzforméciét inverziénak
nevezik. Ez a leképezés egy x, y-sikon felvett kort az u, v-
sikon vagy korre, vagy egy egyenes vonalra képez.

e Bizonyitsa be ezt az allitast! Mutassa meg, hogy a
z-sikon definidlt

e—al=r, (11)

kifejezés, ahol a = a, + iay, r egy valds szam,
megfelelGje a 2’ sikon a |a| # r esetre

|z — Al = R, (12)
ahol
a
A== (13)
T

e Bizonyitsa, hogy az |a] = r esetben a |z —a| = r
megfelel8je a 2’ sikon a

2Re(az’) — 1 =0. (15)

A konform leképezés sokszor segithet a két-dimenzids
Laplace-egyenlet megolddsdban. Adott egy geometria,
amely elsO latasra nehéznek tiinik, de gyakran egy kon-
form leképezés a probléméat egy sokkal egyszertibb ge-
ometriava alakitja at.

Miel6tt ratériink a konform leképezés alkalmazdsara,
néhany &ltaldnos megjegyzés a kétdimenziés Laplace-
egyenlettel kapcsolatban.

Adott egy potencidl U(x,y), amelybdl levezethetd az
elektromos tér E(x,y) = —VU(z,y). A Laplace egyenlet
ebben az esetben,

Ur,y) | 9*U(.y)

= S = (16)

A  konform leképezés csak analitikus fliggvényekre
alkalmazhaté, azaz olyan fiiggvényekre, amelyekre
érvényesek a Cauchy-Riemann feltételek. Ezért
érdemes az U (z,y) fiiggvényhez hozzarendelni egy mdsik
V(z,y) figgvényt, amelyek kielégitik a Cauchy-Riemann
feltételeket, azaz

OV(ey)  U(xy)

or oy (17)
8Véﬂ;, Y) _ 3Uéa;, y) (18)

A teljes komplex potencial formaja
F(z)=U(z,y) +iV(z,y). (19)

e Szamolja ki az elektromos teret a V(z,y)

fliggvényében.

B. Alkalmazas: Két szomszédos (nem
koncentrikus) henger

Adott két r-sugard henger. A két henger koézéppontja
a(c,0)ésa (fé, 0) pontokban vannak és ¢ > r. A (¢, 0)
kozéppontt henger feliiletén a potencidl Uy (konstans), a
(—é,()) kozéppontién pedig U, (konstans).

e Mutassa meg, hogy a
2 == (20)

transzformécio utdn a két henger koncentrikus lesz!
Hatérozza meg a két henger sugardt!

e Vegye fel a potencidlt F(z’) = Aln 2’ + B alakban.
Hatérozza meg az A és B paramétereket! (Segitség:
Az F(Z') valés része a két henger sugardn Uy illetve

Us.)

e irja fel a potencialt az eredeti z-sikban is.



