Sugarzas és szoras

I. SZORASOK
A. Széras dielektromos gombon

1. Szamoljuk ki a szérdsi hatdskeresztmetszetet egy
€, relativ dielektromos 4&llandéju gomb esetén,
amennyiben a gomb R sugara jéval kisebb mint a be-
es6 fény hullamhossza! Jelolje e, a bejovo, mig e a
kimend polarizaci6 iranyat megado egységvektort.

2. Polarizalatlan beesé fény esetén a bejové polariza-
ciéra atlagolni kell. Ha a kimeneti polarizdciét nem
detektdljuk, akkor arra pedig fel kell Osszegezni.
Végezziik el ezeket a miiveleteket!

3. Szamolja ki a teljes polarizalatlan hatdskeresztmet-
szetet!

B. Thomson szdras

1. Hatdrozzuk meg a pontszer( toltésen torténd szords
differencidlis hataskeresztmetszetét dipdlus (Larmor)
kozelitésben! Jelolje e, a bejovo, mig e a kimend po-
larizacié iranyat megado egységvektort.

2. Szamoljuk ki egy elektronon torténé szoras hatdske-
resztmetszetét! Irjuk fel ezt az
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finomszerkezeti dllandéval, és az elektron
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Compton hulldmhosszaval kifejezve!

Megjegyzés: A Thomson-szérds formulaja abban az esetben
érvényes, amikor a beesé fény hulldmhossza jéval nagyobb,
mint a Compton hulldmhossz (A > A.); ha ez nem teljesiil,
a folyamatot a kvantumelektrodinamika eszkozeivel kell le-
irni: ez a Compton-szoras.

II. ELEKTROMAGNESES SUGARZAS

Az el6adason tanultak alapjan egy w korfrekvenciaval
rezgd

J(x, t) = J(x)e "
arameloszlas esetén a tavoli zondban a sugarzasi teret leird

vektorpotencial alakja

ikr—iwt
Mo €'
Asug(t’ X) = 4_71:

a(k,%),

ahol az amplitadoéfiiggvény
a(k,x) = /dgx' J(x')e

nem mds, mint az w = ck frekvencidji gombhul-
lam amplitiddja a 6,¢ szogekkel parametérezett X =
(sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cos ) irdnyban, és

1
Ho(t,X) = —ikX X Agq(t, %)
Mo

Esug(t: x) = ZOHsug(t’x) XX,
ahol
Zy = o€ ~ 120t Ohm

a vakuum impedancidja, valamint

2 4

S = Egg X Hyyg = Z {Hsug X,

és az id6atlaga Poynting vektorra
a_ 2o 2,
S= ? |Hsug| X

adédik, ahonnan a térszog szerint differencialis sugarzasi
teljesitmény

AP _ger2 = Lo’

dQ = Jamaz AR X A

Vagyis a teljes kisugarzott teljesitmény

V4 2
p=_20® /dQIa(k,fc)xfdz.
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Elektromos dipdlkozelités akkor alkalmazhatd, ha a forras
d mérete kicsi a hullamhosszhoz képest, azaz

kd<1.

Ekkor

a(k,x) = /d3x’ J(x)e R /d3x' JX)=—iwp,

A. Hertz dipdlus

Vegylink két egymastdl d tavolsagra 1évé egyenes huzal-
lal 6sszekotott kisméreti gombot, amiken +Q(t) toltés van,
ahol Q(t) = Qysin wt. Adjuk meg a teljesitmény szogelosz-
lasat és a teljes teljesitményt dipolkozelitésben!
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1. dbra. Kozépen taplalt egyenes antenna. A sugarzas
irdnyat n jeloli.

B. K6zépen taplalt egyenes antenna sugarzasa

Az antenna egy realisztikus modellje a kozépen taplalt
egyenes antenna (1. abra), aminek nagy gyakorlati jelent6-
sége van.

1. Tegyiik fel, hogy az drameloszlas a d hosszusagu an-
tenna mentén linedris (a végpontokban a toltésmeg-
maraddas miatt elt(inik):

I(t,z) = Iye 't (1 - %) .

Adjuk meg a kisugarzott teljesitményt dipélkozelités-
ben! Mennyi az antenndt mint fogyasztét jellemz6
un. sugdrzasi ellenallas?

2. A dipdlkozelités csak akkor igaz, ha a forrds mérete
joval kisebb, mint a hulldimhossz, azaz

d< lazazkd < 1.

Mi torténik, ha az antenna mérete 6sszemérhetd a
hullamhosszal? Ehhez vegyiink egy fizikailag realis
aram eloszlast:

I(t,2) = Iye ™tsink (% - |z|) ,

ez térben pont a megfelel6 hulldimszam szerinti peri-
odicitast mutat, és a végeken eltlinik. Szamoljuk ki a
kisugarzott teljesitmény térszog szerinti eloszlasat!

3. A fentiek alapjan szdmitsa ki a teljes kisugarzott tel-
jesitmény! Ezt érdemes numerikusan elvégezni és az
eredményt a
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2. dbra. Az egyenes antenna sugarzasi ellenalldsa a
t =d/A fiiggvényében. Az dbran a gorbe felsé és alsd
aszimptotikus burkoldja is lathatd, amelyek alakja
numerikusan 1.76606 + 1.47981 log 7t illetve

0.81716 4+ 0.51423log rtt. Ezek lassu, logaritmikus
novekedése azt mutatja, hogy az antenndt nem érdemes a
hulldamhosszndl sokkal hosszabbra tervezni, mert ez nem

javitja jelent6sen a hatékonysagot.

alakba irva, a

= d kd
A 2n

valtozé fliggvényében abrazolni. A leghatékonyabb
a sugarzas, ha az antenna hossza kb. a hulldimszam
egész szamu tobbszorose (ld. 2 dbra), félegészek ko-
zelében minimuma van:

£(1/2)=1.21883...
f(1)=3.31813...
£(3/2) =1.75824...
f(2)=4.32724...

Abrazolja a teljesitmény szog szerinti eloszlasat is (3. és 4.
abra)!

Megjegyzés: Az antennakat altaldban fél hullimhossz
dip6lokbdl épitik, az ennek tobbszordsét kitevs hossziisagu
antennak sugarzdsi tere a félhullam dipdl antenna terének
szuperpozicidjaval kaphatd. Fontos, hogy a mezdéket kell
szuperponalni, nem a teljesitményt, ezért figyelembe
kell venni a faziskiilonbségekb6l ad6do erésitéseket és
kioltasokat!

Amikor az antenna vevéként funkcional, akkor ugyanezek
az Osszefiiggések irjak le a bejové jelre vald érzékenysé-
gének iranyfiiggését. A vételt el lehet képzelni a sugarzas
folyamatanak idében vett megforditasaként, a Maxwell
egyenletek pedig invariansak a t — —t idétiikrozésre,
amennyiben ennek soran a magneses mez$ és az aramst-
riiség elbjelét is megforditjuk.



(@yd=21/2

(b) d =31/2

3. dbra. Az egyenes antenna teljesitményének szogfiiggése
félhullamnak megfelel6 hossz esetén. Az antenna a
vizszintes tengelyen helyezkedik el.

Az elemeket megfelelGen elhelyezve sokféle irdnykarak-
terisztikaval rendelkezé antenna készithet6, az antenndk
tervezésének komoly szakirodalma van.

C. Magneses dipolsugarzas I

Az elektromos és magneses dipdlusok sztatikaban megfe-
leltethet6k egymdsnak, mégpedig
1 3(px)x—p

_ @B(mﬁ)f(—m
¢ 4me, r3 B

" 4n r3

>

ahonnan

1 m
B, = —Ee(p—> —) .
c c
Ezen egyszer(i analdgia alapjan sejtse meg a mdagneses di-
polus sugarzasi terét az elektromos dipolusbdl kiindulva!
Megoldas:
Zow4m%
12mc4

0

dp,, Zoco“mZ
dQ ~ 32m2c4

sin?0 és P, =

Ezt 6sszevetve az elektromos dipdlus eredményével

dPe Zow4p(2) 2
=———sin“0 és
dQ)  32m2c2

lathatd, hogy a magneses eset a

Zoco“p(z)

127c2

P, =

m

p——
C

helyettesitéssel all el6 az elektromosbdl. Ezt a ITE alatti
részletes szamolas is megerositi.

@d=x

(b)yd=22

4. dbra. Az egyenes antenna teljesitményének szogfiiggése
egész hullimnak megfelel6 hossz esetén. Az antenna a
vizszintes tengelyen helyezkedik el.

D. Magnetar lassuldsa

A magnetar forgd neutroncsillag magneses mezével, amit
egy z tengely koriil Q szogsebességgel forgd, a tengellyel a
szoget bezaré m nagysagu magneses dipolusként modellez-
hetiink. Mivel a forgds két, x és y mentén n/2 faziselté-
réssel rezgé msin a dip6lus szuperpoziciéjanak felel meg, a
kisugarzott elektromos és magneses mez6 a két komponens
osszege

Ege=E; +E,
H,, =H,+H,.

sug

A teljes Poynting vektor

S=E; xH;+E,xH,+E; xH, +E, xH;,



és az ebben szerepl6 vegyes tagok iddatlaga a faziskiilonb-
ség miatt zérus. Tehdt a kisugarzott energia egyszertien
kétszerese egy Q korfrekvenciaval rezgé msin a nagysagu
dipdlusénak:

b Zo*m?sina  poQ*m?sin’a
" 6met 6mc3

1. Az SGR1806-20 rontgen pulzar periddusideje T =
7.5 s és lassulési rdtaja T = 8- 107!, Feltéve, hogy
a neutroncsillag tomege és sugara a standard M =
1.4Mg = 2.8 -10% kg és R = 10 km értékd, becsiilje
meg a magneses nyomatékot a forgasi energia vesz-
teségét a kisugdrzott teljesitménnyel azonositva!

Megoldas:
6MR2c3 3MR2C3 .
m= S It =83-10% Am?.
SHof2 STt g

2. A fentiek alapjan becsiilje meg a csillag felszinén a
maximalis magneses indukciot!

Megoldas: a dip6lus méagneses terébdl

_ Mo 2m

_ Capll
max = > g = L7101 T.

3. Mekkora a maximdlis mdgneses indukciéhoz tartozé
energiastirtiség?

Megoldas:

1
w=—B?>=1.1-10%%J/m>.
210

Megjegyzések:

1. Az energiastir(iségre kapott érték oridsi, az ehhez tar-

tozo tomegsliriség

Y —1.2-10" kg/m®.

c2
Ez mintegy 7 nagysdgrenddel nagyobb minden ismert
szilard anyag stir(iségénél (pl. 6lom 1.13-10* kg/m°,
arany 1.93-10* kg/m?), de még igy is 6 nagysagrend-
del kisebb a neutroncsillagot alkoté anyag str{iségé-
nél, ami a maganyag slriiségével vethetb 6ssze. Azaz
a neutroncsillag koriil ,,szinte vagni lehet” a magneses
mez6t: a csillagtédl mintegy 1000 km-es tavolsagban
lesz a a hozzatartozo tomegstlirliség a szilard anyago-
kéhoz hasonlé.

2. B értéke majdnem 40-szer nagyobb, mint az un.
kritikus magneses mez4:

By =4.4-10°T.

Amennyiben a vikuumban a magneses indukcié ezt
az értéket meghaladja, spontdn elektron-pozitron
parkeltés indul be. Ugyanakkor a neutroncsillagot ko-
riilvevé magnetoszférat alkoté relativisztikus plazma
ezt az effektust el tudja nyomni (Un. ,force-free el-
ectrodynamics”).

5. dbra. Oszcilldl6 kordram paraméterezése

E. Magneses dipdlsugarzas IT

Tegylik fel, hogy egy hurokban egy valtakoz6 aram kering
I(t)=1Iycoswt.

Az egyszerliség kedvéért vegyiik a hurkot egy kis méret( b
sugaru kornek, ami legyen az origéban és a tengelye legyen
z irdnyd. Szamolja ki a kisugarzott teljesitményt feltéve,
hogy a kdraram mérete joval kisebb, mint az w korfrekven-
cidhoz tartozé hulldmhossz!

A sziikséges kozelitések:

1. kozelités (tdvolzéna): b<r
2. kozelités (dipolus): b < c/w
3. kozelités (tdvolzéna): r > c/w
Megoldas: a retardélt vektorpotencial
Wolo 7§ cos w(t — z/c)ds,‘
4n 2

A korpalyét a ¢’ kozponti széggel paraméterezve (5. abra)
az integral a kovetkez6 alakba irhato

uOIObA§£cosw(t—z/c)
4m y 2

A(r,t) =

A(r,t)= cos¢p’de’,

ha az x tengelyt tigy vessziik fel, hogy az x pont az xz sikba
esik. Ekkor
r=%rsin0 +2rcos @, b==%bcos ¢’ + ybsin¢’

és

¢2=|r—b|= \/r2+b2—2rbsin9cosq5’.

1. kozelités (tavolzéna): b < r, ekkor
b
xS r(l——sin@cosd)’)
r
1 b
AN - (1 + —sinf CosqSI)
r r

1
2
2z r wb . /
cosw(t——)wcos w(t——)+—51n9cos¢ .
c c c



2. kozelités (dipdlus): b < ¢/ w kihasznéldsaval

z r
COSCO(C——) NCOS(,O(IT——)
C C

wb . . r
——sm@cosq&’smw(t——) .
c c

Ezzel fel lehet irni az integralt (eldobva a masodrendi
tagot):

Iyb
A(r,t)zH: 9 §/§I§d¢’cos¢’{cosw(t—£)
¢

nr

+ bsin@cosdﬂ[lcosw(t— E)
r ¢

)

és elvégezve az integralokat:

27 2n

d¢’cos¢p’ =0 , d¢p’cos’ ¢’ =m

0

kapjuk, hogy

in6 |1
A(r, t):—,uomosm 9[—cosw(t—£)
4nr r c

w . r
——smw(t——)},
[4 c

ahol m, = I,mb2. Ha az r nem az xz sikban van, ak-
kor ¥ helyébe a gombi e, bézisvektort (a ,szélességi
korok érint6jét”) kell irni.

. kozelités (tdvolzona): r > c/w felhasznélasaval az
elsé tag elhanyagolhato, tehat

mye sin 0 r
A=—e¢uo—0—sinw(t——) R
4mc r c

ahol m, = I,mb? a rezgé mdgneses dipSlus amplitd-
déja, azaz gombi komponensekben

Ar =A9 :O:

Mmyw sin 0 r
PURSTTLICLLUNN (o
4mc r c

A magneses mez6 a tavolzénaban
B=rot A

1 [0 . A,
_rsine(ae(A¢51n9) 8¢)er

JA
1( 1 r—i(rA(ﬁ))e@
r\sinf d¢ Ir
(L - 2)e
r\ar 0" 50 )%
2 .
:_eew_owwcosw(t_z),
4mc? r c

ahol a gombi rotacié formuldjat hasznaltuk és eldob-
tuk az 1/r? tagokat, az elektromos mez6 pedig

2 .
myew® sin 60 r
‘uo—o—cosw(t——) .
c

E=—dA=e, 4mc r

Ebbdl kiindulva mar felirhaté a sugarzasi zénaban a Poynt-
ing vektor

1 mgw? sin 6 T
S=—ExB=e¢e.Z, cosw(t——)
o 4mc2 r c

a feliiletegységen kiaramlé energia idéatlaga pedig

2 4 .
Zomgw” sin® 6

32m2c4  r2

S=

>

ahonnan
dp  Zymiw*
o~ 32m2ch
Megjegyzés: Az elektromos dipdélsugarzasra vonatkozo

sin® 6 .

dpP Zow4p(2) . 2
dQ 32122
eredménnyel 6sszevetve azt latjuk, hogy a magneses dipdl-
sugarzas teljesitménye megkaphat6 az
my

Po— —
c

helyettesitéssel. A kett6 ardanya
Pm _ ( mg, )2

Pe PoC€

Vegylink egy ugyanakkora méret(i elektromos és magneses

dipdlust. Ekkor
Po = Qod my = Ihmb?,

ugyanakkor az elektromos dipdlra jellemzé aram I, = wQ,
és a méretek egyezésébol d ~ mb. Ebbdl pedig

P, (wb)z
P, c )

De a dipdlkozelités szerint b < ¢/w = wb/c K 1, tehét
tipikusan az elektromos dipdlus tag domindl, kivéve ha va-
lamiért éppen eltlinik, pl. mint az itt targyalt oszcillalé kor-

aram esetén:
/dBX/J(X/) = I%ds’ =0.



