
1. gyakorlat
Vektor kalkulus – ismétlés

1. gradiens: (gradφ)i = ∂φ
∂xi

= ∂iφ = (∇φ)i

Számı́tsa ki az alábbi függvények gradiensét (r = |r| =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3)!
a. sinx1 cosx2e

x3

b. ∂ir
c. ∂if(r)
d. ∂i(r

n)
e. ∂i(a · r)
f. ∂i(r

n(a · r)m)

2. divergencia: divv = ∂ivi = ∇ · v
Számı́tsa ki az alábbi függvények divergenciáját (r = |r| =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3)!
a. (−ωx2, ωx1, 0)
b. (3x2

1, 3x
2
2, 3x

2
3)

c. r
d. f(r)r
e. (a× r)× r a=áll.

3. Kronecker delta, Levi-Civita szimbólum:
Bizonýıtsa be az alábbi összefüggéseket!
a. εijkεlmk = δilδjm − δimδjl
b. εijkεljk = 2δil
c. εijkεijk = 6
d. (a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

4. rotáció: (rotv)i = (∇× v)i = εijk∂jvk
Számı́tsa ki az alábbi függvények rotációját (r = |r| =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3)!
a. (−ωx2, ωx1, 0)
b. (x2x3, x3x1, x1x2)
c. f(r)r
d. (a× r)× r a=áll.
e. u× v
f. m×r

r3

5. differenciál azonosságok:
Bizonýıtsa be, hogy
a. rotrotv = graddivv −∆v
b. grad(u · v) = (ugrad)v + (vgrad)u+ u× rotv + v × rotu
c. rotgradφ = 0
d. divrotv = 0
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6. vonalintegrál:
Számı́tsa ki az alábbi vonalintegrálokat!
a.

∫
C
x2

1x3ds, ahol C a (0, 6,−1) és a (4, 1, 5) pontot összekötő
szakasz.
b.

∫
C
r · ds, ahol C a 0-ból a P pontba mutató szakasz.

c.
∫
C
r × ds, ahol C egy zárt görbe.

Mekkora munkát végez
d. az F = (ex2 , x1e

x2 + sinx3, x2 cosx3) erő a (0, 0, 0) és a
(1,−1, 3) pontot összekötő szakasz mentén való elmozd́ıtás során?
e. az F = (x2

2, x
2
2, x1x3) erő az r(t) = (cos t, sin t, t) pályán mozgó

testen, az (1, 0, 0) pontból az (−1, 0, π) pontba való elmozd́ıtása
során?

7. felületi integrál:
Számı́tsa ki
a. az

∫∫
S

x2
1x2x3dS felületi integrált, ahol S az x3 = 1 + 2x1 + 3x2

śık 0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 2 része!
b. az F = (x1, 2x2, 3x3) vektortér fluxusát a (±1,±1,±1) csúcsokkal
rendelkező kocka felületére!
c. mekkora munkát végez az F = (x2x3, x1x3, x1x2) erő egy testet
az (x1 − x2) śık felett, az x2

1 + x2
2 = 1 henger és az x2

1 + x2
2 + x2

3 =
4 gömb metszésvonalán mozgatva? (Útmutatás: Használja a
Stokes-tételt!)

8. térfogati integrál:
a. Számı́tsa ki az x2

1 + x2
2 + x3

3 = 4, x3 ≥ 0 állandó sűrűségű
(ρ =áll.) félgömb tömegét!
b. Számı́tsa ki az x2

1 + x2
2 + x3

3 = 1, x3 ≥ 0, ρ = x2
1 + x2

2 sűrűségű
félgömb tömegközéppontját!
c. A Gauss törvény felhasználásával számı́tsa ki a

∫∫
S

FdS felületi

integrált, ahol F = (x1x
2
2, x2x

2
3, x

2
1x3) és S az origó középpontú, 3

sugarú gömb felülete!
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