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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben az elektrodinamika kialakuldsanak f6 fejezeteit tekintjiik at, els6sorban Simonyi Karoly
konyvére tamaszkodva [3]. A tovdbbi részletekhez az olvasét ezen konyv olvasaséra buzditjuk.

1.1. Rovid torténeti attekintés

Bar sok tudomanyos diszciplina kezddédik ugy, hogy ,,mar az Okori gérogok is...”, az elektrodinamikéra ez

nem igazan igaz. Az dSkorban ismertek bizonyos elektromos és mégneses alapjelenségeket, azonban ezek
elszigetelt ismeretek maradtak. Ami ebbdl fennmaradt, az elsésorban a mai nevekben &lt testet. Az elektron
a borostyan gorog megfeleljébol szarmazik, és arra utal, hogy a borostyan dorzsoléses elektromossagat a
gbrogok is ismerték. A mégnességrol a természetben fellelhetd ,,magnetic litosz”, azaz méagneskd révén volt
tudomasuk.

1.1.1. Elektrosztatika

Az elektrodinamika igazi kvalitativ megismerése csak a kézépkorban kezd6dott el. Egyik elsé képviseldje volt
P. Peregrinus, aki 1269-ben kisérleteket végzett a magnesek tulajdonsagainak felderitésére, példaul 6 volt az,
aki a méagnes erdvonalait feltérképezte. Tevékenykedése ugyanakkor nem volt nagy hatasa kortarsaira, és az
elektroméagneses jelenségek kutatdsa lényegében harom évszizadig 1jbdl sziinetelt.

A kovetkezd 1épést W. Gilbert tette, aki 1600 tdjan a Fold magnessége irant tanisitott érdeklédést, és
irdnytiit szerkesztett. O mutatta meg a természetes magnesek tanulmanyozasaval, hogy nincs magneses
monopolus, a pozitiv és negativ pélusok nem valaszthatdk szét, egy félbeviagott magnesben ugyanigy megje-
lennek. Megmutatta azt is, hogy a dorzsoléses elektromossag nem csupan a borostyanban alakul ki, hanem
példaul iiveghen és viaszban is.

A tudomaény torténetében szamtalanszor fordult el6, hogy egy ligyesen megszerkesztett taldlmény nagy
lendiiletet ad a fejlédésnek. Az elektrodinamikaban az O. Guericke altal 1672-ben szerkesztett dorzselektro-
mos gép ilyen uttord jelentéségii volt. Ezzel a szerkezettel konnyen lehetett a dorzsoléses elektromossaggal
feltolthet6 anyagokat elektromos toltéssel ellatni. Emiatt a XVIII. szdzad els6 felében az elektromos jelenségek
bekeriilnek az tri szalonokba, kedvelt tarsasigi szorakozas lesz a kiilonb6z6 jelenségek bemutatdsa. S bar az
elektromos kistilések, a toltések vonzasa és taszitasa latvanyossdgnak sem utolsd, a tudomanyos megismerés is
haladt elére. S. Grey 1729 koriil felismerte, hogy bizonyos anyagokkal a toltés nagy tavolsdgokra szallithatd,
mas anyagok szigetel6ként miikodnek. Példaul a szobaban feltoltott borostyan toltését a kertben is lehe-
tett ilyen médon hasznositani. C. Dufay 1733-ban felismerte, hogy az iliveg és a gyanta ,elektromossiga”
kiilonboz6.

A tovabblépést ismét egy eszkdz, a von Kleist és Musschenbroek altal kozel egy idében megalkotott,



de az utébbi miikddési helyérol leideni palacknak elnevezett eszkoz jelentette. A abran lathaté szer-
kezet a tOltések Osszegyiijtésére volt alkalmas, a mai kondenzator 6se. A dorzselektromos szerkezet altal

1.1. dbra. Leideni palack, forras , http://en.wikipedia.org/wiki/Leyden_jar”.

szolgaltatott toltést a palack belsejében levo elektrolitba vezetik, a toltés semlegesitésérol a palack kiilsején
lev6 fémboritdasnak a palackot fogé emberen keresztiili foldelése gondoskodott. A szerkezet a XX. szdzadban
mint van der Graaf generator sziiletett 1jd, a modern valtozat valéban nagy, akar 25 millié voltos fesziiltségre
is feltolthet. Ugyan a XVIIL. szézadi valtozat nem volt ennyire hatékony, de a forrdsok tantisiga szerint [3]
akar 180 gardista ,,megugrasztasara” is alkalmas volt.

A fizika egyik els6 amerikai képviselGje volt B. Franklin. Legismertebb munkai a légkori elektromossaggal
kapcsolatosak, példdul felismerte 1750 koriil, hogy 1égkori elektromossaggal feltolthetd a leideni palack. Az 6
nevéhez flizédik a csicshatas felismerése és a villamharité feltaldlasa. Bevezette az elektromos toltés fogalmat:
a két egyenértékii lehetdség koziil 6 igy gondolta, hogy az tivegben halmozdédik fel toltéstobblet (nem a bo-
rostydnban), ezt kés6bb Euler nevezte el pozitiv toltésnek. Franklin felismerte a toltésmegmaradés torvényét
is.

Az 1700-as évek végére elegend§ fizikai és matematikai ismeret halmozédott fel ahhoz, hogy a kvantitativ
torvényeket is fel lehetett allitani. Az elektromos ponttdltés 1/72-es tavolsagfiiggését tobb tudds nagyjaban egy
idében is felismerte. J. Priestley 1767-ben abbdl a ténybdl, hogy a toltések a tapasztalat szerint a feliileten
gyllnek 6ssze, és tlireg belsejében nincs erOhatas elméleti titon vezette le ezt a torvényt. Tole fiiggetleniil
Cavendish ugyanezzel a gondolatmenettel talalta ki az er6torvényt, sét ki is mérte torziés mérleggel. Munkait
azonban nem publikélta, tevékenységérdl Kelvin révén van tudomasunk, aki 1879-ben publikalta Cavendish
elfelejtett munkait. Ezen feliill Cavendish foglalkozott kiillonb6z6 targyak kapacitdsanak mérésével, vizsgalt
dielektrikumokat, tanulményozta a vezetéképességet. C. Coulomb, akinek a nevéhez kotjik az er6torvényt,
hadmérnok volt, igen pontos torziés ingakat készitett. O mérte ki 1784-ben az 1 /r%-es Coulomb térvényt. Az
erotorvény ismeretében Poisson 1811-ben képes volt arra, hogy egy tetszéleges toltéseloszlas altal létrehozott
er6tér matematikai egyenleteit megalkossa.

1.1.2. Aram és magnesség

Mig a fenti vizsgalatok a sztatikus elektromossag tulajdonsigainak felderitésére iranyultak, az darammal és a
magnességgel kapcsolatos jelenségekhez hidnyzott egy olyan eszkoz, amely allandé fesziiltségforrasként iize-
melt. Ez irdnyban az els6 1épés L. Galvani nevéhez fliz6dik (Wikipedia), aki maga az anatémia és a biolégia
professzora volt Bolognaban. Eszrevette békak preparalasa kozben, hogy ha vasracsra rézkampén rogzitette a
békapreparatumokat, akkor azok a vasrdcshoz hozzaérve 6sszerandulnak. Ezt 6 az dllati elektromossag jelének
hitte, és megfigyeléseit 1791-ben ilyen médon tette kozzé. Késébb A. Volta mutatott ra, hogy itt valéjaban
nem a béka, hanem az eltéré fémek okozzdk az effektust. Erre alapozva egymastdl nedves kartonlapokkal
elkiilonitett cink és rézlapokbdl allandé fesziiltségforrast épitett 1800-ban (Volta-oszlop), amelyet Galvani
irdnti tiszteletbol galvan-elemnek nevezett el.

Hiaba volt azonban meg az dramforras, az a gondolat, hogy az aram magneses teret kelt maga kortl,
annyira kiilonds volt, hogy nagyjabdl 20 évet kellett varni, mig C. Oersted véletleniil észrevette ezt. Ezt


http://hu.wikipedia.org/wiki/Luigi_Galvani

kovetéen azonban igen gyorsan megsziiletett a kvantitativ magnetosztatika: J-B. Biot és F. Savart mar
1820-ban kimérték az aramjarta vezet6 koril kialakulé magneses teret a magnestii elfordulasaval, és lefrasara
egyenletrendszert dolgoztak ki az elektrosztatika mintajara. A.M. Ampeére felirta a mégneses térre vonatkozo
integrélis torvényét, és megmutatta, hogy aramkor magneses hatdsa egy lapos magnessel egyenértékii.

Erdekes, hogy mig az dram hohatdsa mar igen koran nyilvanvalé volt, az ellenallds fogalma milyen lassan
alakult ki. Csupan 1826-ban irta fel G.S. Ohm a réla elnevezett torvényt. Az aramkordk viselkedésének
torvényeire pedig csak 1845-ben G. Kirchhoff munkassiga alapjan deriilt fény.

1.1.3. Elektromagnesség

A fentiek alapjén lathattuk, hogy az 1820-as évek kozepétdl ismertek voltak az elektrosztatika és magnetoszta-
tika torvényei. A két latszélag ondllé diszciplina Osszekapcsolasa M. Faraday nevéhez flizodik, aki 1831-ben
észrevette azt, hogy aramkorok ki- illetve bekapcsolasakor egy masik vezeté hurokban fesziiltség keletkezik.
Korabban koézhiedelem volt az, hogy szemben az elektrosztatikaval, ahol toltott test toltésmegosztast képes
létrehozni egy masik testben, az dram nem képes dramot inditani egy masik vezeté hurokban. Faraday azt
vette észre, hogy az dram megvaltozasa képes erre. Faradaynek mellesleg szamos elektromossiggal kapcsolatos
felfedezést és konstrukeiét tulajdonithatunk (elektromotor, az elektrolizis, a dielektrikumok vizsgalata, a fény
polarizdciéjdnak méagneses térben valé elforduldséat megfogalmazé Faraday-effektus). Mégis, az elektromossag
és magnesség leirdsdra vonatkozd egyik legfontosabb Gtlete az volt, hogy ezeket ez effektusokat egy mez6
bevezetésével lehet legjobban megkozeliteni.

Ezt az otletet fejlesztette tovabb J.C. Mazwell, aki hosszas munkaval 1855-1873 kozotti idészakban meg-
fogalmazta az elektromagnesség matematikai leirasat, a Maxwell-egyenleteket. A kezdeti mechanisztikus mo-
dellektdl egészen a kizardlag az absztrakt elektromos és magneses tereket tartalmazo leirasig iveld gondolatsor
nagy tudomdanyos vivmany volt, érvényessége a mai napig valtozatlanul fenndall. Maxwell nevéhez flizédik a
vektorpotencidl bevezetése is.

Lényegében a Maxwell-egyenletek felirdsdval befejez0dott az elektrodinamika térvényeinek felderitése. Az
egyenletek mai formajanak megalkotasiban H. Hertz szerzett érdemeket, aki masrészt 1886-ban kisérletileg
is kimutatta az elektromégneses hullamokat, ezzel igazolva a Maxwell-egyenletek jéslatait. O mutatta meg
azt is, hogy a fény elektromdgneses hulldim. H.A. Lorentz 1875-ben pedig felirta a Maxwell-egyenletek anyag
jelenlétében érvényes formajat. 1891-ben allt el6 az elektron-elméletével, megfogalmazta a Lorentz-erét. Az
6 nevéhez flizédik a Lorentz-transzformaciok felirasa, amely a specialis relativitdselméletben donto szerepet
kapott.

Béar az elektrodinamikai alapkutatasok a XIX. szdzad végére lezarultak, a kiilonb6z6 alkalmazédsok a mai
napig életiinket alapvetéen meghatarozzak. Az elmélet fejlédésére késébb, a kvantummechanika felfedezésével
keriilt sor, amikor is a kvantumelektrodinamika megfogalmazédott P. Dirac, W. Pauli és nem utolsésorban
Wigner Jend munkassaga alapjan.



2. fejezet

Elektrosztatika

2.1. Elektrosztatika alaptorvényei

2.1.1. Coulomb torvény, szuperpozicio

Az elektromosan aktiv anyag a toltésén keresztiil képes mds toltott anyagra er6hatast gyakorolni. A toltés
mértékegysége SI-ben a Coulomb. Ezt nem az elektrosztatikdban definialjak, hanem az dram mértékegységébol,
az Amperbél, mint 1C = 1As azaz 1 Amper dram altal 1 masodperc alatt széllitott toltés. Ehhez persze kell
az aram definiciéja, ez az aram magneses hatasabdl adhaté meg, 1. késObb.

A tapasztalatok szerint egy makroszkopikus test altal kifejtett eréhatas leirhaté igy, mint az anyag egyes
darabkdi altal kifejtett er6hatds Gsszege (szuperpozicié elve). Emiatt elegendd, ha végteleniil kicsiny anyag-
darab altal kifejtett er6hatast irjuk fel. Az anyag végtelen finomitdsaval jon létre a ponttoltés fogalma,
amely egyetlen fizikai pontra koncentrdlédo toltés. Ez egyrészt absztrakcid, azonban a valédi anyag toltése
ténylegesen az atom alkotdrészein (proton és elektron), azaz igen kis helyen koncentralédé toltések Osszessége,
melyek nagysiga az elemi toltés (1.602 - 10719 C) egész szdmszorosa.

Ha a toltés mértékegységét mar rogzitettiik, megmérhetjiik, hogy mekkora erével hat egymasra két
ponttoltés. Coulomb mérései alapjan az x; helyen levé ¢ ponttoltés altal az xo helyen lev6 go ponttoltésre
haté er6

F— km (2.1)
|x2 = x1[?
Itt q1 és go Coulomb-ban mérendd, a k faktor értéke k = 1/(4mep), ahol g9 = 8.854 - 1072 Vmm/C, a vdkuum
permittivitésaﬂ Mivel g¢ igen kicsi, ezért ez az er6hatéas rendkiviil nagy, két 1 C-os ponttoltés egymasra kb.
9-10° N erdvel hat: ez tobb, mint 100000 elefantbika egyiittes silya.

Faraday és Maxwell 1j fogalmat vezettek be a fizikdba: a mez6 vagy tér fogalmat. Eszerint a ponttoltés
nem kozvetleniil a masik toltésre hat, hanem valdjaban 1étrehoz a tér minden pontjdban egy elektromos mezot,
és ezt a mezot érzékeli a masik test:

forrds — mez6 — er6hatés (2.2)

Ezen kép segitségével a fenti erChatast két részre bontjuk: a g; toltést ponttoltés elészor 1étrehoz maga koriil
egy elektromos mezét

q1(x —x1)
E(x)=kF-———=. 2.3
00 =K (23
Ebbe az elektromos mezobe helyezett go ponttoltés erchatdst érez, melynek nagysaga
F2 = QQE(XQ). (24)

1Megjegyzés: CGS rendszerben kcags = 1.



Természetesen a két képlet Gsszeolvasva visszaadja képletet. A fenti felbontasnak ilyen mddon elvi je-
lentGsége van, lehetévé teszi, hogy er6hatdsok helyett az elektromos térrol beszéljiink, amely csak egy toltéstol
fiige, mig az eré mindkett6tél. Késobb a mez6k hasznos fogalomnak fognak bizonyulni a tavolhatasok és re-
tardalas leirasdban (1. kés6bb).

2.1.2. Elektromos mez6, Maxwell 1. egyenlete

Matematikailag az elektromos tér egy vektor-mezd, vagyis egy E : M — R? leképzés, ahol M jelenti a hdrom
dimenziés fizikai teriinket, vagyis egy adott koordinatarendszerben azonosithaté R3-nel. A jobb oldalon
szereplé R? pedig azt jelenti, hogy a tér minden egyes pontjaban az elektromos térnek harom komponense
van. Konkrétan a mez0 esetén a harom komponens Descartes-koordinatakban

q(xr —x1) a1y —y1) q(z — 21)
E =k——, FE =k—— =k—,
CE(X) y(X) |X—X1|3 Z(X) |X—X1‘3
ahol x = (x,y, z) és x1 = (z1, 91, 21). A hdrom komponenst méskor E = (Ey, Fs, E3) médon is jelolni fogjuk,
ekkor Gsszefoglald jeloléssel
q1(z; — (21)s)
Ei(x)=k———
Z( ) |X —xq |3
A mez6kkel kapcsolatos matematikai miiveletek irdnt érdeklédé olvasét a Fiiggelék [A] fejezetének attekintésére
biztatjuk.
A szuperpozicié az elektromos tér szintjén azt jelenti, hogy tobb toltés egyiittes tere az egyes toltések dltal
létrehozott terek Osszege. Ha egy ponttoltés-rendszeriink van, amelyben q1, ..., g, toltések x1,...,x, helyen
talalhatdk, akkor a létrehozott elektromos tér:

E(x) = —— Y gt (2.5)
=1

Egy makroszkopikus anyag toltése helyrol helyre valtozhat. Vegyilink egy AV = AzxAyAz térfogatelemet
;:;i‘?) mennyiség csak kicsit véltozik. Ha ebben a térfogatban ¢; = o(x;)AV
toltés talalhatd, akkor az el6z6 képletet atirhatjuk, mint

1 Z o(x;)AV

- 47
€0

az x; pont koriil, amelyben a

X —X;

E(x) (2.6)

|x — x;[3°

Ha van értelme a folytonos hatdresetnek, azaz ha AV — 0 esetén a o(x) fliggvény értelmes marad, akkor a
fenti 0sszegzésbdl integrdalba mehetiink at:

1 x—x
E(X) = 47T€0 /d3$/ Q(X/)m (27)

Descartes-komponensekben kifejezett alakja pedig

B = o [ @<x'>‘“‘x?‘ (2.8)

~ dmeg x —x/3

A kozelités logikajabdl latszik, hogy ponttoltések kozvetlen kozelében nem lesz j6 a folytonos toltéseloszlds-
kép, ott az egyes toltéseket kiilon kell figyelembe venni. Ugyanakkor matematikailag a ponttoltés megfogal-
mazhaté mint egy specidlis toltéseloszlas:

ponttoltés xo helyen — p(x) = ¢d(x — xo), (2.9)



amivel a ponttoltés rendszer toltéseloszlasa

n

o(x) = Z 0 (x — x;). (2.10)

=1

Itt §(x) a 3D Dirac-delta disztribicio, amely olyan fiiggvény, amely az origd kivételével mindenhol nulla, a
teljes térre vett integralja mégis 1. Matematikailag megfogalmazhaté tulajdonsagai

5(x) = 8(2)3(y)3(2), (a #0) =0, / dz f(x) 8(x) = (0). (2.11)

A Dirac-deltara gondolhatunk tgy, mint a d.(x) = W fliggvény sorozat eredményére ha ¢ — 0: egy

egyre vékonyodo, de egyre magasodo csuicsra. Késobb hasznélni fogjuk, hogy valtozohelyettesités hatdsdra

()= 3 ‘5,(;,(; ,”;’f. (2.12)
Fei)=0 Z

A ponttoltés terének van egy kiilonleges tulajdonsdga. Integraljuk ki egy zart feliiletre, 1. abran. A
szamitas soran felhasznaljuk, hogy a kis da feliiletelemnek a ponttoltés helyébol hizott helyvektorra meréleges
vetiiletére fennall da cos ¢ = r2d(Q, és az elektromos tér és a feliilet normalisanak szorzata En = E cos (. fgy
végillis azt kapjuk, hogy

da

dQ

2.1. abra. Zart feltletre integraljuk a ponttoltés elektromos terét.

r? q Ccosp q q/eo hageV
df E= [ danE = [ df) = dQ) = 2.13
j{ / a / cos 4mey 12 4meg / {O haqgV (2.13)

Vagyis a fenti integrédl csak akkor nem nulla, ha a t6ltés benne van a feliilet altal bezart térfogatban! A
szuperpoziciéo miatt ponttoltés rendszernél az adott térfogaton beliil levd toltések Osszegét fogjuk kapni. Ez
konnyen &ltalanosithaté toltéseloszlésra is

1
7{de = 8/d3x o(x) Gauss-torvény, (2.14)
oV v




hiszen a jobb oldalon a V térfogaton beliili 0ssztoltést szamoltuk Gssze. A feliileti integralt at lehet irni a

Gauss-tétel segitségével
1
j{de = /d3x divE = = /d?’x o(x). (2.15)
0
\%4

ov Vv

Mivel ez igaz minden térfogatra, ezért levonhatjuk a kovetkeztetést:

divE(x) = Q(EX) Maxwell I, (2.16)
0

Ez mar lokdlis torvény, Maxwell 1. egyenlete, amely differencidlegyenletet ad az elektromos tér és a toltéssiiriiség
kapcsolatara.

2.1.3. Potencial-fiiggvény, Maxwell 2. egyenlete

A ponttoltés tere mést is tud:
x—x
= —grad (2.17)

x —x'|? x —x'|’

Ennek bizonyitdsahoz egy dltaldnos centralis fiiggvény gradiensét hatdrozzuk meg, vagyis ahol f(x) — f(r)

és r = |x|. Mivel 2 = ix%, igy
9. _8(T2) df o Aldf_xi/ Y
[grad f(r)]; = i f(r) = Bz; d(r?) = 235255 = 7f (r) =xf(r). (2.18)

Ha f(r) = 1/r, akkor f'(r) = —1/r?; figyelembe véve még egy xi-gyel vald eltoldst is, a fenti Gsszefiiggést
bizonyitottuk.
Eszerint (2.7) egyenletet atalakitva kapjuk:

| Bi(x) = — grad &(x), | (2.19)

ahol

B(x) = — / g 2 (2.20)

e |x —x/|

® neve skalarpotencial vagy egyszertien potencidl. A potencidlnak nincs koézvetlen fizikai jelentése, beldle nem
szarmazik er6hatds, csupan egy segédmennyiség. Mivel csak a gradiense, azaz derivaltja mérheto, ezért egy
konstanssal eltolhaté. Specidlisan megadhatjuk egy x’-be helyezett ¢ nagysdgi ponttoltés potencidljat:

q

@ =
() dregr’

r=|x-—x|. (2.21)

Tovabbi példakat késébb néziink meg.
A potencial létének, valamint a rot grad = 0 azonossag kévetkezménye, hogy

rot E(x) =0 Maxwell II (sztatika). (2.22)

Ez Maxwell 2. egyenlete, amely az elektrosztatikaban érvényes.
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2.1.4. Poisson-egyenlet

A potencidl és a toltéseloszlas kapcsolatara is levezethetiink egyenletet. (2.16]) egyenlet divergencidjat véve
kapjuk

divE(x) = —-Ad = @ = |AD = —@. (2.23)
€0 €0

Az ilyen tipusu egyenletet Poisson-egyenletnek nevezziik. Alkalmazva a ponttoltés (2.21) potencidljara,
lathatjuk, hogy

A% — _4ro(x). (2.24)

Ezt az Osszefliggést kés6bb még hasznalni fogjuk.
Ha a térerdsséget ismerjiik, abbdl is kiszamithat6 a potencidl. Legyen E(x) a térerésség, és integraljuk ki

egy tetszoleges x1-bol xo-be vezetd gérbe mentén:
b T 0 7 du 00
€L

dsE(s) = — [ dsi—| =— [ dr =— [ dr— =P(x1)—P(x = O(x1) — P(x2) = [ dsE(s

Jaspe) = - [asg?) = [ari 2R 5y = x1)-B(x) = Bxi) - (xa) = [ dsE()
X1 X1 T T1 X1

(2.25)

Ezzel az x1-beli és xo-beli potencialok kiilonbségét kapjuk. Természetesen nem hatarozhaté meg a potencial

abszolit értéke, hiszen az egy konstans erejéig hatarozatlan. Amit megtehetiink, hogy valasztunk egy referen-

cia pontot, xo-t és ebben a pontban lerogzitjik ®(xg) értékét. Egy célszerii valasztas lehet példaul a xg = oo

és ®(x0) = 0, azonban ez csak akkor tehet meg, ha az Gsszes toltésiink egy véges térrészben taldlhaté. Ekkor

X2

T
0P

o

d(x) = /dsE(s) (2.26)
X
Ha lerogzitjiikk ®(x2)-t, és més gorbe mentén érjik el x;-et, akkor elvileg kaphatndnk mdas eredményt a
térerésség integraljara, ekkor ®(x;) értéke fiiggene a valasztott uttél. Azonban Maxwell II torvényét és a
Stokes tételt hasznédlva frhatjuk a kétféleképpen szamolt ®(x;)-ek kiilonbségére

5B (x) = x/ dSE(s) — X/ dS'B(s)) = f dSE(s) = F/ df ot E = 0. (2.27)

Vagyis a sztatikdban érvényes II. Maxwell torvény kovetkeztében a potencidl egyértelmii. Az ilyen eseteket
nevezziik konzervativ mezonek.

2.1.5. Toltésrendszer energijja
Elektromos mezében mozgo toltésre haté eré6 F = gE. Ha fel akarunk épiteni egy toltésrendszert, ez ellen az
er0 ellen kell dolgoznunk, vagyis —F er6t kell kifejtentink. dx elmozdulés esetén az altalunk végzett munka:
X2
dW = —Fdx = —¢Edx = Wy, x, = —q/ds E(s) = ¢(®(x2) — ®(x1)). (2.28)
X1

(2.27)) képlet alapjan az x; — x2 mozgasndl végzett munka fiiggetlen a pélyatél. Ha x; = oo, és ®(oc0) =0
(ez véges toltésrendszernél mindig megtehetd), akkor Weo_,x = qP(x).

Az altalunk végzett munka — az energiamegmaradds miatt — a toltésrendszer energiajaban tarolodik. Ezért
a fenti képletet a kovetkez&képpen értelmezziik: ha van egy toltésrendszeriink, amely mér létrehozott egy E(x)
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térerésséget, s ehhez hozzdadunk egy dq toltést a végtelenbdl xg helyre, akkor a toltésrendszer energidjanak
valtozasa

OW = 0q®P(xp). (2.29)

Teljes toltésrendszer felépitésénél egyesével tessziik be a toltéseket, az Gjjonnan betett toltések a régiek terét
érzik:
n

n
1 1 Qin 1
W = qi —_— = _— (2.30)
Z = 471'50 |x; — XJ| 2 Z,le;#j Ameg |x; — X
Itt ki kell hagyni az ¢ = j esetet, mert ekkor végtelent kapnank.
Folytonos esetre is konnyen atfogalmazhatdk a fenti gondolatok: ekkor egy do toltéseloszlassal médositjuk
a mar meglevé toltésrendszeriinket, ekkor

(5W:/d3xég(x)®(x). (2.31)

A teljes toltéseloszlds energidjahoz felhasznaljuk (2.20) egyenletet:

hiszen a kis valtozds (amely a derivéldssal analég fogalom) vagy az els6, vagy a mésodik tagra hat, de
mindkettd jaruléka egyforma. Igy kapjuk

W:l/d3 gy 2O 1/d3xg( )B(x). (2.33)

8meo |x — x/| 2

Felhasznélva a Maxwell egyenletet (2.16]), valamint az E = — grad ® képletet

W= /d3 POE; = /d3 H(PE:) - /d3 (0,P)E; = ?/dzxichi—i—zo/d?’xEQ. (2.34)

o0

Az els6 tag nulla, mert a végtelenben ® = 0, igy marad
W= %0 /d3xE2. (2.35)

Ez az elektrosztatikus energia kifejezése a térerdsségekkel kifejezve. Eszrevehetjiik, hogy az energia egy lokalis
mennyiség térintegraljaként all els, W = [ d*x w(x). Emiatt beszélhetiink az energia stirtiségérél, amelynek
kifejezése

€0

w = 5EQ. (2.36)

Létszolag kifejezésbol kozvetleniil nyerhet6, mégis, mig az utobbi pozitiv eredményt ad, az
els6 lehet negativ is — példaul abban az egyszerii esetben, mikor két, egymassal ellentétes ponttoltésiink van.
Az ellentmondas feloldasara vegyiik észre, hogy az elsé esetben kizartuk az i = j esetet, a folytonos leirdsban
erre nem volt méd. fng fogalmazhatunk, hogy a folytonos eset tartalmazza a ,sajatenergiat” is. Példaul ha
egy ponttoltésre kiszamitjuk a integralt, végtelent kapunk, mig természetesen nullat adna. Ha
valahogyan regularizéljuk az integrélt (pl. hipotetikus ,elektronsugar” bevezetésével), akkor véges eredményt
kapunk a sajatenergidra. Ha pedig kivonjuk a két ponttoltés képlet alapjan szdmolt teljes energidjabdl
a két kiilonallé ponttoltés sajatenergidjat, akkor mar a eredménnyel konzisztens végeredményt kapunk.
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2.1.6. Er6vonalkép

Vektormezk abrazolasara kiillonboz6 mddszerek vannak. Lehet a tér kivalasztott pontjaiban kis nyilacskakkal
érzékeltetni a vektormez6 nagysagat és irdnyat. Potencidlos vektormezd esetén (vagyis ha a rotécidja nulla)
megrajzolhatjuk a ®(x) = ®( konstans potenciali (ekvipotencialis) feliileteket. Mivel a vektormezo a potenciél
gradiense, igy mer6leges az ekvipotencidlis feliiletekre. A vektormezd nagysdga pedig — egyenletes 1épésekkel
valtoztatott ®( feliiletsereg megrajzolasa esetén — az ekvipotencidlis feltiletek stirtiségével lesz aranyos.

Ugyanakkor lehetséges er6vonalakkal is szemléltetni a vektormez6t. Ennek definidldsdhoz vegyiik E vek-
tormez6t, és definidljunk egy olyan v : R — R3 gérbét melyek érintéje éppen E

dy

—=E . 2.37

T —E((7) (27)
Ezek a gorbék az erévonalak, melybdl a térerosség iranyat kaphatjuk meg. Mivel E = — grad ®, az er6vonalak

az ekvipotencialis feliiletre merdlegesek.

A térerGsség nagysiagara a gorbék érzéketlenek, hiszen csupdn a paraméterezést valtoztatja meg. A
térerGsség nagysaga ezért az erévonalak siriiségével adhatdé meg: egy E-re merdleges adott feliileten atmend
erOvonalak szama legyen forditottan ardnyos E nagysagaval.

Ha az erGvonalak strliségét egy adott feliileten definidlhatjuk, és a vonalakat a egyenletnek meg-
feleléen folytatjuk, akkor egy mésik feliileten kiszamithatjuk a sliriiségiiket. Ez nem feltétleniil esik egybe
a slirliség térerdség nagysidgabdl torténd kiszamitasdval. Mikor konzisztens tehat az erévonal kép? Vegylink
egy olyan infinitezimdlis térfogatot, amely egyik sarok pontja x, az alaplap meréleges E(x)-re, az oldalélek
pedig a sarokpontokban érvényes térerésségekkel parhuzamosak (1. abra). E térfogatra integralva E-t,

bl

E

X dA

2.2. dbra. Er6vonalak konzisztencidja: az erévonalak kozotti tavolsdg az er6vonalak széttartdsdval (divergen-
cidjaval) kell Gsszefiiggésben legyen.

az oldallapok nem adnak jarulékot, hiszen ott a normadlis meréleges a térerdsségekre. Az alaplapokon n||E,
vagyis

f dfE = dA'E' — dAE. (2.38)

Mivel az erévonalak stirtisége, feltételezésiink szerint, mindenhol ardnyos a térerdsséggel, azaz EdA = konstans,
igy ennek az integralnak nulldnak kell lennie.

Ugyanakkor a Gauss tétel szerint az integral megegyezik divE térfogati integraljaval. Mivel a térfogat
infinitezimalis, itt a div E konstansnak vehet6. A fenti Osszefliggés miatt tehat

divE = 0. (2.39)

Az erévonal-kép tehéat akkor konzisztens, ha a vektormez6 divergenciamentes. Divergencia esetén (pl. ha
toltést helyeziink a térbe), 1j erévonalakat kell inditani a divergencia forrdsabdl.
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2.2. Potencialelmélet

2.2.1. Specialis toltéseloszlasok tere

Nézziink meg néhany példat toltéseloszlasok altal létrehozott potencidlokra. Az altaldnos képlet természetesen
(2.20), de olykor integrélds nélkiil is boldogulunk.

Dipdlus tere: két ellentétes, de egyenld abszolut értékii potencialt egymas mellé rakva kapjuk a dipélus
potencialjat. Tegyiik a —q toltést —a/2 helyre, a +q toltést a a/2 helyre, ekkor a-hoz képest nagy tévolsagra
a potencidl, felhasznalva (2.21]) képletet

q 1 1 1 qax 1 px
d(x) = — ~ = |
(x) drey | |x —a/2|  |x+a/2| 4reg |x[3 (x)

: (2.40)

- 471'50@

ahol bevezettiik a p = ga dipdlusersséget. Ha a — 0, mikozben p véges marad, akkor a fenti képlet minden
x # 0 helyen érvényes lesz.
A térerGsségre a kovetkezét kapjuk:

Dj xj 1 3x;px — pix> 1 3x(px) — px?
Ei(x) = -0;P(x) = — i = E(x) = 2.41
i(x) () dreg X3 4dmeg %[5 ’ (x) d7eg |x|? (241)
ahol felhasznaltuk, hogy
s
81'.753' = 5ij és 8Z|X| = ﬁ (2.42)
b'e

Egyenletesen toltott végtelen siklap tere: vegyilink most egy végtelen sik feliiletet, és toltsiik fel egyen-
letes o feliileti toltéssliriiséggel. Ez azt jelenti, hogy a feliilet egy dA darabjan elhelyezked6 tOltés nagysdga
odA. A hatarozottsag kedvéért a feliilet legyen az x-y sikban, vagyis a toltéssiiriiség o(z,y, z) = 0d(2).

A térerdsség illetve potencial kozvetlen szamitasa helyett hasznaljuk ki a toltéselrendezés szimmetridjdt.
Mivel az nem fiigg x,y-t0l, hiszen az x-y sikban eltolds-invarians a megadott eloszlas, ezért feltehetd, hogy a
potencial sem fog x,y-t6l fliggeni. Ha viszont ®(z), akkor a térerdsség nem nulla komponense csak F,(z) lesz.
Legyen z < O-ra a potencidl ®¥(2), a térerdsség £ (2).

Vegylink most egy olyan T téglalapot, amely meroGleges a feliiletre, és integraljuk E-t a feliiletére. Mivel
a téglalap oldalain En = 0, csak a tetején és az aljdn kapunk jarulékot, ennek nagysiga dA(ES (2) — E; (2)),
ahol dA az alapteriilet. A Gauss-torvény miatt ez ardnyos a téglalap belsejében levd toltéssel, ami dAo. Innen

Ef(z) - E; (2) = -~ (2.43)
0
Lathaté modon csak annyi megkotést kapunk, hogy a térerésség feliiletre merdleges komponensének ugrasa
o/ep. Ahhoz, hogy magukat a térerdsségeket is meg tudjuk adni, a végtelenben érvényes hatéarfeltételeket kell
megadni.
Ha 2z és —z egymadssal egyenértékii, akkor

o oz

Ef(z)=-E.(2)= — P(z) = . 2.44
O o L DR (2.49)

Ha az egyik oldalon (z < 0) a térer6sség nulla (pl. fém belseje), akkor
Erz)=2, otz =-22 (2.45)

€0 €0

Megfigyelhetjiik, hogy a potencidl végtelenhez tart, ha z — oco. Ahogyan korabban emlitettiik, csupan
véges toltéseloszlasok esetén biztositott, hagy a potencidl nulldnak valaszthaté a végtelenben. A végtelen
siklap tere ellenpélda abban az esetben, ha végtelen toltéseloszlasunk van.

Egy triviélis eset: ha o = 0, akkor Ef (z) — E; (z), azaz a térerésség normélis komponense folytonos.
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Egyenletesen toltott vonaltoltés tere: most egy végtelen egyenes toltéseloszlast vegyiink, amelynek
vonal menti toltéssliriisége legyen 1 — azaz a toltés minden df szakaszon ndf. Ha az egyenest a z tengelynek
vélasztjuk, akkor a toltéssiirliség képlete o(x,y, z) = nd(z)d(y).

Az el6z8 esethez hasonldéan itt a szimmetria azt diktalja, hogy nem fiigghet semmi z-t6l és @-t6l. A
potencial tehat konstans kell legyen az egyenest korbevevs hengerpaldston, és emiatt a térerdsségnek csak
a hengerpalastra meroleges komponensei lehetnek. Vegyiik most korbe az egyenest egy olyan hengerrel,
amelynek sugara r, magassaga h, és integraljuk ki a térerGsséget ennek feliiletére. A fentiek miatt csak a
paldston kapunk jarulékot, értéke 2nrhE. Ez ardanyos a bezart toltéssel, vagyis

n n r

1
2mrdlE = —dln = E = , O =— In —. (2.46)
€0 2meqr 2meg 10

A potencidl itt is végtelenhez tart, ahogyan r — 0 vagy r — oo, ezért kellett bevezetniink egy koztes rg
referencia pontot.

2.2.2. Poisson-egyenlet hatarfeltételekkel

Eddig azt tanulmanyoztuk, hogy milyen potencidl illetve térerdsség alakul ki, ha ismerjiik a toltéseloszlast.
Azonban altaldban nem tudjuk rogziteni a toltéseket, pl. azért, mert az anyagban elmozdulé toltéshordozok
vannak, igy magatdl toltéstobblet illetve hidany alakulhat ki. Ekkor nem tudjuk a térerGsséget sem kiszamolni
kozvetleniil.

Lattuk —ban, hogy a potencidl egy Poisson-egyenletnek tesz eleget. Az anyagi kozegek jelenléte
hatarfeltételeket szab a megoldasnak. Tipikus hatarfeltételek:

o fém feliilete (tokéletes vezetd): ha a fém belsejében a toltések a legkisebb térerésség hatdsira is
elmozdulnak, akkor olyan toltéseloszlas alakul ki, amely teljesen lenullazza a bels6 térerdsséget. Ezért
fém belsejében nem lehet E, a felilleten pedig E||n a feliilet normélisdval. Emiatt a fém feliiletén
6® = [dxE =0, a fém feliilete ekvipotencidlis.

o feliileti toltéssiiriiség: ha a feliileten valamilyen toltésstiriiség adott, a feliilet tiiloldalan E = 0, akkor
E =no/ep (1. (2.45))

Ennek altalanositdsaként a megoldandé feladat:

A =2

P
o ®(xy) = adott vagy ngrad ®(xy) = oe _ adott, (2.47)
0

on

ahol x; € feliilet. A feliilet lehet nem Osszefiiggé (azaz tobb feliilet), és lehet a végtelenben is. Az els6 fajta
hatarfeltételt Dirichlet, a masodik fajtat Neumann hatarfeltételnek hivjuk.
El6szor bebizonyitjuk, hogy a Poisson-egyenlet megoldasa egyértelmi, adott hatarfeltételek esetén:

Tétel: Legyen AP = Ady = —p/eg, ugyanazokkal a hatarfeltételekkel. Ekkor ®; — ®9 = konstans.

Bizonyitas.: Legyen K = ®; — &y, erre igaz, hogy AK = 0, és a hatdron K = 0 vagy ngrad K = 0 (a
konkrét hatérfeltételtdl figgden). Alkalmazzuk a Gauss-tételt (A.8) a K grad K vektormezére:

L/fx&WKgde%:/d&ﬂgmﬂﬂ2+KAK1::/fx@def:i%ﬁﬁgdezo.(2%)
\%

Mivel a teljes térre integrélva egy pozitiv fliggvényt 0-t kapunk, ezért a fliggvény maga nulla kell legyen:
grad K = 0, azaz K = konstans.
QED.
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2.2.3. Green-fiiggvény moddszer, Green tétele

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy ha meg tudjuk oldani a feladatot egyetlen ponttoltésre valamilyen jol
vélasztott hatarfeltételek mellett, akkor meg tudjuk oldani tetszéleges toltéseloszlasra is. Keressiink tehat egy
olyan G(x,y) fliggvényt, amely kielégiti a

£aGx,y) =~ B(x ) (2.49)

egyenletet, kés6bb megadott hatarfeltételekkel. G neve Green-figguény, fizikailag egy y-ba helyezett egységnyi
ponttoltés potencidlja. Mivel az egyenlet szimmetrikus az x és y cseréjére, ezért G(x,y) is szimmetrikus
fliggvénye lesz a két argumentumanak. Ha a végtelenben vett hatarfeltételeket néziink, ahol nulla potencidlt
hatarozunk meg, akkor a megoldas a szokasos q = 1 valasztassal.

Fontos megjegyezni, hogy a ponttoltésen kiviili térrészre a Laplace-egyenletet adja:

AXG(X7 y) =0, xX#Yy, (250)

azaz G(x,y) barmely F(x,y) fiiggvénnyel eltolhaté, amire teljesiil AF(x,y) = 0. Azonban végetlen térre a
Laplace-egyenlet korlatos megoldasa csak konstans lehet, igy F' = 0 és a Green-fiiggvény egyértelmi lesz.
Most bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:

Tétel: G. Green, 1824: legyen ¢ és 1 két skaldrmezo, V egy térfogatelem, S = OV a feliilete. Ekkor

[ (p080x) ~ v(0200)) = § dt (p(0Vlx) ~ bEOV(). (2.51)
|4 S
Bizonyitas.: Hasznéljuk a Gauss-tételt Uy = oV és Uy = )V vektormezokre.
divUy = (Vo) (V) + Ay, divUs = (Vo) (V) + 1 Ap. (2.52)
Ezért
/ dx (divU; — divUs) = / dBx (e — P Ap) = }[ df (U, — Uy) = f df (pVip — V).  (2.53)
\% \%4 S S
QED.

Alkalmazzuk a Green-tételt 1)(x) = G(x,y) és p(x) = ®(x) esetre. Haszndlva (2.47) és (2.49) egyenleteket

S a(y)+ - [PxGly.x)00) = f it (@G0VLGxY) - Glxy)Tab (). (2.54)
=0 =0 \4 S
atrendezve
O(y) = /d3x G(y,x)o(x) — sojtl{dfx (P(x)VxG(x,y) — G(x,y)VxP(x)). (2.55)
\% S

Mivel df ~ n, a gradiensbdl csak a normalis iranyu derivaltak szamitanak.

Tisztan Dirichlet-féle hatarfeltétel esetén valasszuk a Green-fliggvény hatarfeltételének

(Gly,x€8)=0  (Dirichlet). | (2.56)
Ekkor a mésodik tag nulla, ezért
P(y) = /ngG(y,X)Q(X) - EOfdfx(I)(x)va(X7Y)~ (2.57)
\%4 S
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Tisztan Neumann-féle hatarfeltétel esetén j6 lenne ugyanezt csindlni, csak a feliiletre merdleges de-

rivalttal. Azonban 1

jl{deVxG(x,y) = /dng G(x,y) = ) (2.58)
S \%4

ezért a gradiens nem lehet azonosan nulla. fgy most a legegyszertibb valasztas

1
nVxG(x,y) = —— (Neumann), (2.59)
x€eS €0|S|
ahol |S| a feliilet nagysdga. Ezzel
P(y) = (P)g + /d3xG(y,X)g(x) + on([dfx VO (x)G(x,y), (2.60)
\% S

ahol (®) ¢ a potencial 4tlaga a feliileten, ez nem hatérozhaté meg a tisztdin Neumann hatarfeltételeknél.

Vagyis elég a Poisson-egyenletet ponttoltésre megoldani, Dirichlet hatarfeltételek esetén nulla feliile-
ti potenciallal. Persze ez is igen bonyolult feladat, amelynek szamos megoldasi mddszere lehetséges. A
legaltalanosabb esetben csak numerikus mddszereket alkalmazhatunk, de specidlis esetekben segithet a meg-
oldas megsejtése (pl. titkortoltések médszere, két dimenzids fiiggvények hasznalata).

2.2.4. Kapacitas

Miel6tt a részletekbe belemennénk, vizsgaljuk meg az elektrodinamika szuperpozicios elvének tiikkrozédését
a potencidl problémdak megolddsdban. Ehhez vegyiink egy olyan rendszert, amely fém feliileteket tartalmaz,
kiillonb6zé potencidlokra feltoltve. A feliileteket jeldljiikk Si-vel, a rajtuk érvényes potencialt V;-vel. Az szu-
perpozicids elv és a Dirichlet hatarfeltételekre érvényes képlet alapjan allithatjuk (ahol most o = 0,
hiszen nem tettiink be kiils6 toltést), hogy a potencidl a tér tetszbleges pontjaban lineéris fliggvénye lesz a

feltileti potencidloknak.
n
=> LV (2.61)
j=1

Miésrészt a feliileti toltésstiriiség a feliileten érvényes potencial felilletre meréleges derivéltjaval ardnyos (1.
(2.45), ezért az i-dik feliiletén levé Gssztoltés linedris fliggvénye lesz a feliileti potencidloknak

Q=Y CiyV;. (2.62)
j=1

Az egylitthatd a kapacitds, dltalaban egy matrix. A rendszer energidja, felhaszndlva, hogy a feliiletek ekvipo-
tencialisak:

W= ;/d?’xg ZV?{df oi(x ZVQl - ;Cijvivj. (2.63)

Termodinamikai megfontolasok alapjan a kapacitasmatrix szimmetrikus kell legyen.
Ha ismerjiik a rendszeriink Green-fliggvényét Dirichlet hatérfeltételekkel, akkor a kapacitas konnyen meg-
adhaté. Legyen a Green-fiiggvény G(x,y), ekkor — mivel most o = 0 — (2.57)) egyenlet szerint

@y):—egzvj?{dfv G(x,y) = ZVfZ (2.64)
Jj=1 Sj
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A . feliileten levé toltés a feliileti toltés Gsszege
Qi = j[dfy oi(y) = —sojfdfy Vy®(y) =e5 > V; ?{dfy : vyjfdfx - VxG(x,y) (2.65)

S S; =t g 3;

Innen a kapacitéas
Cij = et ¢ dfy f dfy Vy VxG(x,y). (2.66)
Si 5
ahol két skaldris szorzat szerepel: a dfy felilletvektor az x szerinti, mig a dfy feliiletvektor az y szerinti
gradienssel van Osszeejtve. Ez valéban egy i-ben és j-ben szimmetrikus matrix.
Egyszerii esetekben a potencidlok alapjan meg lehet mondani a toltés nagysagat, ekkor a kapacitds konnyen
leolvashaté. Pl.

e o0mb kapacitdasa: @ toltésti R sugari gomb tere megegyezik egy origéba helyezett ponttoltés terével:

_ @
47TE()R

C = % — 4dmegR. (2.67)

e sikkondenzator kapacitasa: két A feliiletii siklap d tavolsdgra, egyike o, masika —o toltéssiirtiséggel. A
koztiik levé teret konstanssal kozelitve E = o/gg. Emiatt

Q=0A, V=o0dlegy = C= (2.68)

<O

4
=

2.2.5. Tukortoltések mddszere

Vegylink Dirichlet hatéarfeltételeket, amikor a Green fliggvény egy ponttoltés tere akkor, ha a hatarokon
mindeniitt nulla potencialt rogzitiink. A felilletek a teret két (vagy tobb) részre vagjak: a hatdrok kozotti
fizikai térben érvényes a Poisson egyenlet, a hatarok belseje pedig a Green-fliggvény meghatarozasanal nulla
potencialu.

A tiikortoltések médszerénél megprébaljuk a hatarfeltételeket néhany, a nem-fizikai térbe (azaz a hatarfeliile-
tek altal elszepardlt térrészbe) elhelyezett extra ponttoltéssel kielégiteni. Ez nem megy mindig, de vannak
specidlis feliiletek, ahol miikodik. Mivel az extra toltések a nem-fizikai térben vannak, a fizikai térbeli egyen-
letek szaméara nem jelentenek extra forrast, ott az egyenletek véaltozatlanok maradnak.

Siklap Green-fliggvénye: vegyiink a z = 0 sikon megadott Dirichlet hatéarfeltételeket. Ekkor a Green
figgvényt ugy allitjuk els, hogy egy x = (x1,x2,x3) pontba elhelyeziink egy egységnyi ponttoltést, a teret
keressiik y = (y1,y2,y3) pontban, hogy ®(y1,y2,y3 = 0) = 0. Ennek a feltételnek nyilvan megfelel egy olyan
rendszer, ahol X = (z1, x2, —x3) pontba letesziink egy (—1) ponttdltést, hiszen a teljes megoldds ekkor

1 1 1
G(x,y) = d(y) = - |, 2.69
(x,y) =2(y) Treo |y =%y —% (2.69)
komponensekben kiirva
1 1 1
G(x,y) = ®(y) = -
Ameo | /(1 —21)2 + (2 —22)? + (y3 —23)2 /(1 —21)% + (y2 — 22)% + (y3 + 23)?
(2.70)

Mivel a tiikortoltést a —x3 helyre tettiik, az xs > 0 fizikai térrészben valéban csak egy ponttoltés szerepel.
Miésrészt az is igaz, hogy ®(y3 = 0) = 0, mert ekkor a két tag egyenlé nagysdgu. Vagyis a fenti G valéban a
Green-fiiggvény.
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Kérdés: mi a siklap Green-fiigguénye az xs < 0 térrészben?

Gomb Green-fliggvénye: vegyiink egy R sugari gombot az origd kortil, és keressiik a Green-fliggvényt
a r > R tartomdnyban. Ehhez egy ponttoltésre kell megoldanunk a ®(r = R) = 0 hatdrérték-feladatot. A
goémbszimmetria miatt valasszuk a ponttoltés helyét a x = (z,0,0) pontnak. Tegyiik fel, hogy a tiikortoltések
médszere miikodik egyetlen, a gomb belsejébe x' = (27,0, 0) helyre betett —¢ nagysdgu titkortoltéssel. Vagyis
a feltevésiink szerint

P(y) : [| ! a ] (2.71)

:47r€o y — X| B ly — x/|

komponensekben kifejezve

1 1 q
d(y) = — . (2.72)
Areo |y —=1)2 3 +u3 V(o — 202+ 3 + 3
Prébéljuk tgy valasztani z)-t és ¢-t, hogy a ® = 0 feliilet egyenlete y* = R? legyen
¢ [y —21)* + 93 +y3] = (1 —21)° + 95 +43
2
¢ [x% —2y171 + R2] = z)° — 2y12) + R? Yyi. (2.73)
Ez teljesitheto, mert két valtozénk van, és a fenti egyenlet linearis:
¢ [x% + RQ} = x'12 + R? ¢ry = ). (2.74)
R
(¢~ D@2i B =0 = ¢ =1 vagy q= -
A g =1 esetre o) = x1, ekkor nincs egyaltaldn tér. A fizikai megoldds a masik
R ,  R?
=, = 2.75
q 1 L1 1 ( )
Tetszdleges x és y esetén a Green-fiiggvény
1 1 R 1 1 1
G(x.y) = L —| = — (2.76)
dreg | |y — x| | R7| dreg | |y — x| y2x2 )
Y—X|X|2 2 + R* — 2xy

A mésodik formula mutatja, hogy G(x,y) = G(y, x).

Kérdés: mi a gomb Green-fligguénye az r < R térrészben?

Feladat: Milyen az egyenletes Eq elektromos térbe helyezett foldelt gomb tere?

Megoldas: A foldeltség azt jelenti, hogy ® = 0 a felilleten. Az egyenletes elektromos teret eléallithatom
két toltés kozotti térként, ha a toltések végtelen tavol vannak, de végtelen erések. Képletben: ¢ toltés
legyen —x helyen, —q toltés x helyen, ekkor az elektromos térerdsség kozépen

1 ¢

= ?50? q = 27T€0£L'2E0. (277)

0

A két ponttoltés két tiikortoltést hoz létre, a toltések nagysaga, illetve az origdtdl vald tavolsdguk

Q = qR/x = 2regzREy, o' = R*/x (2.78)
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Ha 2 — o0, akkor a tiikortoltések egy dipdlust alkotnak, a dipélerésség p = 2Qa’ = 4megR3Ey. Dipdlus

potencialjat 1attuk (2.40)-ben. Ezért a teljes tér potencidlja vektoros alakban felirva

@@yzq%xb_;i]

(2.79)

Ertelmezés: az elektromos tér a kezdetben semleges fémgoémbot elektromosan aktiv dllapotba hozza,
polarizalja. A polarizdcié gomb esetén dipdlmomentum kialakuldsat jelenti, amely ardanyos a gomb

térfogataval. Ennek a dipélnak a nagysdga, osszehasonlitva (2.40) egyenlettel:

p = 41egR3E).

(2.80)

Fémgombben a toltéshordozdk végteleniil kénnyen elmozdulnak, vagyis a fenti eredmény az adott

térfogatban maximalisan kialakulé dipélmomentum.

2.3. Multipdlus

2.3.1. Multipélus kifejtés

Térgyaljuk most adott toltéseloszlas terét, amennyiben nagy tavolsagra vagyunk a teljes rendszertol. Legyen

tehat egy lokalizalt toltéseloszlasunk, amelynek karakterisztikus mérete a:

d(x) = ! /d?’xl o(x) .

4meg |x — x/|

Az |x| > a esetben sorba fejthetjiik a nevez6t altalanos koordindtédkkal kifejtve:

1 1 1

/ / /
= 6 —x.x0; 8

x—x/| r + 2 it +

Mivel )
1 ZT; 1 3mixj -Tr 6ij

0=t OO =—
ezért: )

r 1+x’x+ 13(x'x)? — x'*x?

Ix—-x/| r r3 2 7o

Visszairva

r r3 2 b

/ 1 \2 12,2
D(x) = — /d3x’@(X’)[i+M+13(xx) — +....]: ! [Qererleerm

rd 2 rd 4meg

Q:/d3x’g(x’), p:/dgxlx’g(x’), Qij :/d3 '(Bajal — % %5, J)o(x'),

a toltés, dipélmomentum illetve kvadrupélmomentum. Ez utébbi egy 3 x 3-as spurtalan tenzor.

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

, (2.85)

(2.86)

e Ha athelyezem a koordindtarendszer kozéppontjat, akkor x' — x’ + ¢ mdédon kell az integrélok alatt

moédositanom, vagyis a fenti egylitthatok mddosulasas:
AQ =0, Ap = Qc, AQq; = 3(cipj + ¢jpi) — 2¢pdij + (3cic; — ¢*6i)Q, ...

Altaldban igaz, hogy a legalacsonyabb multip6l momentum koordinatarendszer-fliggetlen.
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e Annak ellenére, hogy egy altalanos 3 x 3-as matrix komponenseinek szama 9, a kvadrupél tenzornak csak
5 fiiggetlen komponense van, mivel szimmetrikus (Q;; = Qj;) és spurtalan (Q;i = 0). Vegyiik észre azt
is, hogy a potencidl kvadrupol része a Q;;x'2?9;0;(r~!) mennyiséggel aranyos, ezért @ antiszimmetrikus
része eleve nem is adna jarulékot, mert egy szimmetrikus kombindcidval van szorozva, () egységmatrixszal
aranyos része pedig

Al =0
r
miatt nem ad jarulékot.

2.3.2. Toltéseloszlas energiaja kiils6 térben

Helyezziik most a lokalizalt toltéseloszlasunkat egy kiilsé potencidlba. A rendszer elektrosztatikus energidja
ekkor:

W= / d*x o(x)D(x). (2.88)
Ha a potencidl csak lassan valtozik ott ahol a o(x) # 0, akkor sorba fejthetjiik:
d(x) = ®(0) + xVP(0) + 1Z:cixjaziq)(o) +... (2.89)
2 " Ox;0x;
Behelyettesitve az elektromos tér definicigjat E = —V® :
®(x) = ®(0) — xE(0) — % %:xixjg}j:(()) +... (2.90)

Kihasznélva, hogy a kiilsé forrasok altal keltett térre igaz, hogy a beléhelyezett toltéseloszlas helyén VE = 0,
az egyenletbdl kivonhatjuk a %TQVE(% kifejezést. Igy végiil:

1 OE,;

(x) = @(0) — xE(0) — £ > (3ziz; — 1%3y) O+ (2.91)

ij

Ha ezt visszairjuk (2.88)-be és felhasznaljuk (2.86)-t, akkor az energia a kovetkez6 alakot olti:

W = ¢®(0) — pE(0) — é Z Qij‘;Exj(O) +... (2.92)

Ez a kifejtés megmutatja, hogy a multipélus sorfejtés kiillonb6z6 tagjai hogyan hatnak koleson egy kiilsé
térrel. A tOltés a potenciallal, a dip6lus az elektromos térrel, a kvadrupolus pedig a térerésség komponensek
gradienseivel hat kolcson.

2.3.3. Két dipdlus kolcsonhatasi energidja

Legyen most két dipélusunk, p; az x1 és p2 az X9 pontban. segitségével konnyen meghatarozhatjuk a
ketto kozotti kolesonhatasi energiat. Tekintsiik pa terét a kiils6 térnek, ekkor alapjan a térertsség x;
helyen:

1 3(x1 — xg)(P2(x1 — X2)) — P2 51 — Xa|”

Es(x1) = 2.93
2(x1) pr— P (2.93)
Ha bevezetjiik a két dipdlust 6sszekotd egyenessel parhuzamos egységvektort n = (x3 — x2)/ |x1 — x| :
1 3 —
Es(x1) = n(pon) — Pz (2.94)

B 47"-50 ’Xl — X2’3
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Visszairva az energiara kapott képletbe a két dipélus kolesonhatasi energidja:

_ 1 pip2— 3(p1n)(p2n)
47"-50 |X1 — X2’3

. (2.95)

Ez alapjan a dipol-dipdl kolcsonhatas lehet vonzo vagy taszitd, az dipdlusok orientdciéjatél fiiggéen. Ha a
két dipélus kozel parhuzamos, akkor amennyiben az 6sszekotd egyenessel parhuzamos az orientacidjuk akkor
vonzas, ha arra meroleges akkor taszitas 1ép fel. Egymassal kozel ellentétes iranyba mutaté dipdlusok esetén
pedig ennek éppen a forditottja igaz.

2.4. Elektrosztatika anyag jelenlétében

2.4.1. Polarizacio, Maxwell-egyenletek

Valédi anyagokban kétfajta viselkedés lehetséges: ha vannak szabad toltéshordozok, akkor sztatikus elektro-
mos tér hatasara addig mozognak, ameddig az elektromos tér le nem arnyékolédik. Ha nincsenek szabadon
elmozdulé toltéshordozdék, akkor is vannak elektromos toltések az anyagban, helyhez kototten. Ebben az
esetben elektromos tér hatdsara a toltéshordozok csak kicsit mozdulnak el.

Tekintsiik az anyag egy kis, nulla 0ssztoltést anyagdarabkajat. Ennek lehet eleve valamilyen toltéseloszlasa,
de ha kiils6 elektromos teret alkalmazunk, akkor mindenképpen kialakul egy nem trivialis toltéseloszlas, vagyis
az anyagdarabka polarizalédik. Fémgomb esetén lattuk (1. (2.79)), hogy egy dip6lmomentum alakul ki,
de persze a kialakuld toltéseloszlas ennél bonyolultabb is lehet. Ugyanakkor a molekularis toltéseloszlast
makroszkopikus tavolsdgbdl figyeljiik meg, vagyis alkalmazhaté a multipol-kifejtés. Az anyagdarabka jellemz6
méretére a-t véve, az n. multipélmomentum a”-nel ardnyos, tere r tavolsagbdl figyelve a dipdl teréhez képest
a™ 1 /rn=1 faktorral szorzddik, vagyis messzirdl figyelve elhanyagolhaté. Emiatt az anyag kis darabkajédnak
toltésszerkezetét a dipélmomentumaéval kozelithetjiik. Vagyis ha egy ponttoltést és egy kis anyagdarabkat

+q p

o
2.3. dbra. Ponttoltés és dipdllal kozelitett anyagdarab egyiittes hatasa
néziink (1. abra), akkor az x helyen mérhet potencidl:

B(x) — q 1 1 p(x—xp)
dreg |x — x| 4meg [x — %3

(2.96)

ahol x¢ a ponttoltés, x, az anyagdarabka helye.

Ennek altalanositdsdhoz egy ponttoltés helyett egy toltéssiirliséggel jellemzett toltéseloszlast helyeziink el,
és egy anyagdarabka helyett kiterjedt anyaggal szamolunk. Ez utébbit ugy vessziik figyelembe, hogy feloszt-
juk elemi dV térfogatu cellakra, amelyeknek valamilyen helyfiiggd p dipdlmomentuma van. A toltéseloszlas
mintdjaras bevezethetjiikk a dip6lmomentum-siiriiséget (vagy polarizdciés stiriiséget), P(x) = p/dV médon.
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Ekkor a felosztdssal nulldhoz tartva integralt kapunk, és a teljes jarulék alakja:

@@%_1 /ﬁ&,df)+ 1l/f£P@%X_fX (2.97)

 dmeg |x —x/|  4meg |x — x'|3

A masodik tagban levd integralt tovabb alakitva

[ax 2R [ e |v L = [exw | poo L] - [exveeo L

x—xP x — x| [x —x/| [x — x|
1 5. (V'P)(X)
— (2, P — | g L ENX) 2.98
[t P g - [ S 259
Ezt visszairva ] (x') V’P( /) 1 1
B(x) = dix S0 /ﬁ - P(x . 2.
(x) 4reg / * Ix — x/| * dreg Fr Px) [x — x| (299

Vagyis a polarizaciébdl ered6 térfogati jarulék pontosan olyan alaki, mint a betett toltésstiriiség jaruléka. Ezt
ugy fogalmazhatjuk, hogy a teljes érezhetd térfogati toltéssliriiség értéke

gtOt = Q - VP - Q+ onl' (2100)

A mdsodik tagot szoktdk polarizdcids téltéssiiriségnek nevezni. A mikroszkopikus kép emogott az, hogy ha
megnézzilk, hogy egy V térfogatban mekkora toltés helyezkedik el, akkor az altalunk betett toltések mellett
az anyag toltéssiiriiségét is figyelembe kell venni. A térfogat belsejében levd dipdlok Gssztoltése nulla, csak
azok maradnak, amelyek a feliileten vannak, és igy a feliik kiloég a térfogatunkbdl. A dipdl feliilet irdanyt
komponense nulla jarulékot ad, vagyis a bent rekedt toltéshez adott jarulék a feliilet m normaélisa iranyaba
mutaté komponensbél adédik: ga = —pn = —PndV = —aPndA, azaz ¢ = —PndA. A teljes toltés tehat

Q:Jﬁm—fwP:Jwa@wm. (2.101)

oV

Vagyis az elektromos tér értékét meghatarozé Maxwell egyenlet most tigy irhatd, hogy

1 1 1
VE=—0n = V (E + P> = —op. (2.102)
€0 €0 €0

Bevezetve a D = g E + P mennyiséget (elektromos eltolds), az anyagban érvényes Maxwell-egyenletek alakja

VD=9, VxE=0] (2.103)

A maésodik egyenlet az E = — grad ® egyenlet kovetkezménye. Az els6 egyenlet értelmezése tehdt: ha be-
tesziink a rendszerbe p toltéssiirliséget, akkor az anyag polarizdcidja miatt a valddi toltéssiirtiség nem o. Az
elektromos tér egyenleteibe a teljes toltéssiliriiség jon be. A polarizacidt figyelembe véve definidlhatjuk a D
elektromos eltoldst, ennek forrdsa mar az expliciten betett (kiils6) toltéssiiriiség.

A fenti levezetésben fellépé feliileti tag egy 0 = n - P = P, feliileti toltéssiriiségnek felel meg, ami nem
jelenik meg a differencidlis Maxwell-egyenletben, amit a dielektrikumot hatarol6 feliileten kiviili (,,bulk”)
pontokban {runk fel. A kovetkezd részben targyaljuk a dielektrikumok hatardn érvényes hatarfeltételeket,
amelyek pontosan ennek hatasat veszik figyelembe.

Hogy a fenti egyenleteket kezelni tudjuk, sziikségiink van egy D(FE) Osszefiiggésre. Fémgombnél lattuk (1.
), hogy p = 4rR3coE. Vagyis ha V térfogatban van egy fémgomb, akkor a polarizacié-siirtiség

47r€0R3
P = — =
Vv Vv

3
E, D:@Q+®f>E. (2.104)
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Amennyiben az elektromos térerésség nem tul nagy, akkor a legtobb anyagban a polarizacié linedrisan fligg a
térerosségtol:

P =¢yxE, D =¢y(14+x)E = o E =€FE, (2.105)
ahol x (elektromos szuszceptibilitds) e, (relativ permittivitds) illetve & (permittivitds vagy dielektromos
allandd) szimmetrikus matrixok, izotrép anyagban azonban ezek ardnyosak az egységmatrixxal és ilyen médon
egyetlen valds skalarral helyettesithetok.

Teljesen altalanos anyagi tulajdonsagok esetén nem tehetiink mast, mint megprébaljuk megoldani a

V(ex)Ve(x)) = —o(x) (2.106)
egyenletet. Homogén, izotrép anyagban a potencialra felirhaté

1
E=_D = diszg = AD=-2 (2.107)

3

Ugyanaz az egyenlet mint vdkuumban, csak a permittivitds értéke mas. Részlegesen homogén kozegekben a
homogén tartomanyokban alkalmazhatjuk a fenti képletet, a kozeghatarokon hatarfeltételeket szabhatunk.

2.4.2. Hatarfeltételek

Kozeghataron a hatarfeliileten dA alapu df magassdgi henger feliiletére integrdlva, ahol df — 0, a feliiletre
rakott szabad toltést kapjuk. Feltéve, hogy ilyen nincsen, kapjuk:

[ divD=0=dADs, - Dy) = (2.108)
;

Ennek fizikai jelentése az, hogy inhomogén anyagban toltéseloszlas indukalddik. Két homogén anyag hataran
(szabad toltések tavollétében) is polarizacios feliileti toltésstiriiség alakul ki, hiszen a feliilethez kozel, a feliiletet
a z = ( sikbas fektetve:

onl = _81Pz = —({“)i [PQZ@(Z) + Ph@(—z)] = (Plz — PQZ)(S(Z) = 0= Plz — PQZ. (2.109)

Masképp végiggondolva ez ugyanaz, mint az el6z6 szakaszban kapott feliileti jarulék. Altalaban véve a feliileti
toltéssuriiség a polarizacié normalis vetiiletének ugrasaval egyenld. Mivel az elektromos térerésség normalis
vetiiletének ugrasa a feliileti toltéssiirliséggel egyenld

o
Esp — Eip = polliing eoEon —eoBin = Pip — Pon, = D1y = Doy, (2.110)
0

ami ugyanaz, mint (2.108]).

A masik hatéarfeltétel onnan jon, hogy a feliiletet korbeoleld, a t érint6vektor irdnyaban allé df magassagu
és dh hosszusagu téglalapra integrdlom rot E-t, mikézben d¢ — 0:

/I‘OtE:O:dht-(Eg—El) = t-Es=t-E;. (2.111)
A

Mivel ez minden t érintévektorra fenndll, ezért a térerdsség érintéirdanyu (tangenciélis) komponense folytonos

a hatéron:
2112

A hatéarfeltételeket a potencidlra megfogalmazva: ha a potencidl mindeniitt értelmezett, akkor a térerdsség
végességébdl a potencial folytonossdga kovetkezik. F,, ugrdsa a feliilletre mer6leges derivalt ugrdsat jelenti:
0P 0P

(1)2:(131, EQ— = ¢
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Vagyis részben folytonos kézegeknél

)
AP = —g és a feliileteken ® és eg folytonos. (2.114)
n

Mivel itt is a Poisson egyenlet megoldasat keressiik, ugyanazok a moddszerek alkalmazhatdk, mint a fémek
esetében.
Megjegyzés: ha 5 — oo, akkor

o0
Dy, =Dy, = FEop,= %Eln =0 = o =0 a hatdron a feliilet belseje fel6l
= (I’|beh'ﬂ = konst. = Ebeh'il =0, @’hatéron — konst. (2.115)

Ez felel meg a fémeknek.

2.4.3. Dielektromos gomb kiils6 térben

Ha a A® = 0 egyenlet megoldédsat keressiik, akkor a kordbban ldtott megoldasokat hasznalhatjuk kiillénbozé
szimmetridju rendszerekben.

Feladat: Dielektromos gomb kiils6 térbe helyezve: vegyiink egy R sugart gombét €, permittivitassal, kiviil
€, permittivitasu anyag legyen. Alkalmazzunk Fq kiils6 elektromos teret. Milyen lesz az elektromos
térerdsség a rendszerben?

Megoldas: A megoldandé egyenletek, ha a kiils6 elektromos tér z iranyu:
. 0Py - 0Py,
b =&k~ )
or |=p) or =g
Di(r — 00) = —Eyz = —Egrcosé, Oy(r — 0) = véges. (2.116)

AP, =0, Ad, =0  ®(r=R)=o(r=R),

Miutén a hatarfeltételek p-fiiggetlenek, kereshetjiik a megolddst is p-fiiggetlen alakban. ([2.80]) alapjin
megsejthetjiik, hogy a megolddsban most is szerepelni fog egy dipdlus tag. Ha a (2.40) Osszefliggést
atirjuk gombi koordinatarendszerre:

1 px 1 pcosf

P(x) — 2 2.117
(x) deg %3 dmeg 12 ( )
Ezek alapjan keressiik a megoldast a kovetkez6 alakban:
0 0
D = —Eorcosﬁ+3%, @b:CTC059+DCOSQ (2.118)
r r
Alkalmazzuk a hatarfeltételeket:
D
r—0: P, = S cos) =véges = D=0
r
B
r=R: —EOR—I-ﬁ:C'R
J— . Bl —
r=R: Ek(—E() - 2@) = EbC. (2.119)
Innen kapjuk
e € — &k 3
C=—"—F B=——""FER". 2.120
2e1 + €y 0 2er + €y 0 ( )
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Ezzel felirva a megoldasok

Ep — €k R3 3Ek
¢, =—F l—-— P = —— Epx. 2.121
k 0X< 2ep + €5 7,3) ) b %er + 2 0X ( )
A megfelel6 térerdsségek:
— 3x(Eox) — Eor? 3
B, = By S0k pa3xX(Box) —Bor” - 35k (2.122)
2¢r + € rd 2e1 + &y

A gbmbon kiviil a megoldés a kiilsé tér mellett egy dipdl tere, ahol a dipdl eréssége

Ep — €k 3 1 3
——— R°FEy = 4me R° E, Ep =
2, + € 0 7Tksr—i—2 0 "

Ep — €b

p = 4drey, (2.123)

€k )
Mivel beliil homogén tér alakul ki, ezt leosztva a gomb térfogataval megkaphatjuk a polarizacios stirtiséget
is:
3p 3(er — 1)
P= = Ey. 2.124

R e x2 Y (2.124)
Fém esetén g, — oo, azaz p = 4re, R3E), osszhangban korabbi eredményeinkkel. Ha €, > &, vagyis a
kiils6 térben jobban polarizalhaté anyag van, akkor p ellentétes Eg-lal. Specidlis eset, ha kiviil vakuum
van, beliill pedig anyag, ekkor e = &.

Beliil a térerdsség homogén, azonban nagysaga eltér az alkalmazott homogén kiilsé tértol. A polarizacié
hatasara létrejovo egyenletes tér nagysaga

L — &b 1
EF,=————""F)=——P. 2.125
pol 2 + & 0 ek ( )

Ha tehat kiviil jobban polarizalhaté anyag taldlhato, akkor E,y, noveli a kiilsd teret, ha beliil van jobban
polarizalhaté anyag, akkor csokkenti azt.

A feliileten (r = R-nél) a térerésségek kiilonbsége a feliiletre merdleges, nagysaga a feliileti toltéssiirtiség:

o 3(eb—cr)
— = ——2(xEy). 2.126
s S (XEo) (2.126)

Innen az latszik, hogy ha e, > e, akkor a tér irdnyaban pozitiv toltések halmozdédnak fel, ellenkezd
esetben negativ toltések.

2.4.4. Elektrosztatikus energia dielektrikumban

El6szor rogzitsiik a dielektrikumot. Induljunk ki abbdl, hogy d¢ extra kiils6 toltés adott potencidlba végtelenbdl
torténd behozataldhoz sziikséges energia

SW = / d*x 50(x)P(x). (2.127)

A behozott t6ltés miatt az anyag kissé atpolarizalodik:
divD = p, div(D+dD)=p+60 = dpo=diviD. (2.128)

Ezt visszairva, és felhasznélva, hogy ®(cc) = 0:

SW = / d>x div(6D)® = — / d*x 6D grad ® = / d*x 6D E. (2.129)
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Amennyiben az anyag linearis, azaz D = e FE, akkor a fenti alak felintegralhaté:
1 3 1 3 1 1
W = 3 d°x EeE = 3 d°>xDE = w= iEsE = §DE. (2.130)

Egy hasonlé gondolatmenettel azt is mondhattuk volna, hogy mikor kiviilrol behozok egy toltést, valéjaban
az anyagot is dtpolarizadlom, vagyis 0sszesen gyt = 0+ 0por tOltést viszek a rendszerbe. Ennek forrdsa mar E,
vagyis ekkor a fenti gondolatmenet a szokasos vakuum formulat adja.

A ketté gondolatmenet kozotti kiilonbség az anyag polarizaciés jaruléka

/d3x5gpol<I> = —/d3x div(6P)® = /d3x5Pgradq> = —/d3x5PE. (2.131)

Kérdés, hogy ez az energia honnan szarmazik.
Mikroszkopikusan linedris anyag képzelheté négyzetes potencidllal kotott toltéshordozdknak. A rugéban
tarolt potencialis energia:
¢*E 1, 1¢E* 1

E=Dx = =17 o px?= — —pE. 2.132
q x P="p 27X T3 p ToP (2.132)

Ha a dipdlok eloszlasat folytonosnak vessziik, akkor a rugdk potencialis energiaja és az elektromos tér energidja
Osszesen

1 1
W = Q/dSXSOEE+;/d3XPE: 2/cl3><DE. (2.133)

2.4.5. Valtozé dielektrikum
Allandé t6ltések, valtozé dielektrikum

Valtoztassuk a dielektrikumot dllando kiils6 toltéseloszlas mellett. Induljunk dielektrikum nélkiili allapotbdl,
ekkor legyen a térerdsség Ey, az elektromos eltolas Dy = g9 Eg. A dielektrikum jelenlétében ezek megvaltoznak
E illetve D értékre. Szamitsuk ki a kiilonbséget!

A kiindul6 képletben most csak a dielektrikum energidjat akarom szamolni, azaz le kell vonnom azt a
potencial jarulékot, amely a dielektrikum nélkil lenne jelen:

SW' = / d>x 50(x)(®(x) — Py(x)). (2.134)
Most a fixalt toltéseloszlast kétféle médon irhatom, mivel o = div D = div Dy. Hasznéljuk a kdvetkezo alakot:
W' = / d3x [®divéDy — @y divéD] = / d*x [ESDy — E¢6D). (2.135)
Linearis anyagban D = ¢ FE, illetve D — eqE = P, ezért
/ 3 / 1 3 / 1
W' =— | d&’x0PEy = W' = —3 d°x PEy, ow' = —§PE0. (2.136)

Allandé potencial, valtozé dielektrikum

Azt is megtehetjiik, hogy a rendszer toltéseit kiilsé potenciallal rogzitem. Ekkor a fenti gondolatmenet annyi-
ban mddosul, hogy most a toltések mind a potencidllal rogzitett feliiletre keriilnek, viszont maés toltést kell az
anyag jelenlétében felvinni, mint anélkiil, mert a potencidlokat kell fixen tartani:

oW = /dSX (60P — 500Do) = f{d%(%@ — do9p). (2.137)
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Mivel a feliileten a potencidlok nem valtoznak, ezért ott ® = P, illetve tetszélegesen cserélgethetjiik 6ket. A
hasznos kombinacié most

SW" = ?{d%(éa‘l)o —doo®) = /d3x (0oPg — 00p®) = /d3x (0DEy — 0DyE). (2.138)
Lathatéan most pontosan ([2.135) minusz egyszeresét kaptuk:
1 1
W' =W = W'= 3 / d*x PE,, " = 5PEO. (2.139)

A kiilonbség oka az, hogy mdst tekintek a két esetben anyag nélkiili rendszernek, vagyis a referenciapont
kiillonbozik. Ha pl. a fix toltéseket nézem, ahhoz képest a fix potencialnal toltéseket kell mozgatnom, hogy a
potencidlok ne valtozzanak, ez pedig munkavégzést jelent.

Erdekesség: A fenti két gondolatmenet illeszkedik a termodinamikai lefrasba: definidlhatjuk a rogzitett toltések
melletti energiat, infinitezimalis alakjaban
dE = —pdV +TdS — EqdP. (2.140)

Ha a potencidlt rogzitem, akkor Legendre-transzformaciét kell végeznem. Ekkor egy szabad energia jellegli mennyiséget
kapunk
F=FE+PEy = dF =—pdV +TdS+ PdEj. (2.141)

2.4.6. Clausius-Mossotti-egyenlet

A korabban latott kiilsé térbe helyezett dielektromos gomb megoldédsara épithetiink anyagmodellt is. Mikrosz-
kopikusan az atomi (molekuldris) polarizdlhatdésag kiszamithatd, ardnyos a elektromos térrel. Stirti anyagban
a makroszkopikus tér mellett megjelenik egy a kozeli molekuldk altal 1étrehozott belso tér is Fygel, ami atveszi
a folytonos anyagként kozelitett tavolabbi molekuldk P polarizaciéjabol szarmazé Ep tér helyét:

AE = Eys,0 — Ep. (2.142)

2.4. abra. Dielektrikumot alkoté molekula kornyezete dielektromos gémbként kozelitve.

Megmutathatd, hogy egyszerii kobos récs, illetve teljesen véletlenszerli anyag esetén a szimmetria miatt
FEys.61 = 0. Ekkor az anyagdarabkat ugy is felfoghatjuk, mintha szét lenne kenve arra a térrészre, amelyben a
fenti molekula/atom taldlhaté. Gémbnek tekintve a szétkentséget a megoldasabdl tudjuk a polarizacié
nagysagat. E ketto leirds konzisztencidjabdl kovetkezik:
er— 1

e — 1
" "R’E = ~=3V . 2.143
er+2 v e +2 ( )

p = eovE = 4meg
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Bevezetve a n = 1/V molekulastiriiséget:

_3e—1 3+ 2ny

ny
= =c.—1= 2.144
L e+ 27 er er ( )

3—ny’ X 1M
3

Ez a Clausius-Mosotti egyenlet. Akkor ad j6 eredményt, ha az anyagnak a toltésszerkezete teljes mértékben
a polarizacié hatasara alakul ki.

Hogy ~-t megkapjuk, mikroszkopikus leirdsra van sziikség. Legegyszeribb modell, ha a toéltéshordozét
(elektront) harmonikus potenciéllal kotottnek képzeljitk. Ekkor Ey térerésség hatdsara torténd elmozdulas x
értéke

o2 e )
Dx=qFEy = =gx=—FE; = = —. 2.145
x = qEy P=gx= 5B =20 (2.145)
A rugdééllandé helyett a rezgési frekvencidval is kifejezhetjiik a mikroszkopikus polarizalhatésagot: w? = D/m

miatt
2

q

Ha t6bb toltéshordozo, illetve tobb sajatfrekvencia is van, akkor

1 g
y== > — (2.147)

p W3y
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3. fejezet

Magnetosztatika

3.1. Magnetosztatika alapjai

3.1.1. Elektromos aram

Az eléz6 fejezetben sztatikus toltésrendszerekkel és azok elektromos terével foglalkoztunk, most térjiink at a
magnetosztatikara és a forrasaként szolgdlé idében dllando sebességgel aramlé toltésekre. A toltések aramlasat
egy v(x) sebességmezivel vehetjiik figyelembe, vagyis x helyen levé elemi dV celldban a toltések atlagsebessége
v(x). Ha a toltést is belevessziik, akkor beszéliink dramstirtiségrél: J(x) = o(x)v(x), amely szintén egy
vektormezo.
Ha felvesziink egy d f feliiletelemet, azon mennyi toltés aramlik 4t egységnyi ido alatt? Ha az adott pontban
a mozgd toltések feliiletre merdleges komponense v, akkor azok a toltések jutnak &t, amelyek dV = v dt df
térfogatil dobozban vannak, ezek Ossztoltése dqg = dV . Tehdt az idGegység alatt atfolyd toltések szama,
tekintetbe véve, hogy v, df = vdf:
dq

= = Jdf. (3.1)

&tfolyé

Ha a toltések egy hosszu vezetében haladnak, akkor dramerdsség a vezetd teljes keresztmetszetén egységnyi
id6 alatt atfolyé toltés. A fentiek miatt

I= /df J(x). (3.2)
ST egysége az amper 14 = 1C'/s. Ha vékony vezetét néziink, akkor a fenti képlet miatt
avJ — Ids. (3.3)

Ha egy zart térfogatelemet vesziink, akkor a teljes feliiletén kidramlo toltés egyenl6 a beliil levo toltések
fogyasaval, ha nincs a toltésnek forrdsa, azaz a toltés megmaradd mennyiség. Azaz:

j{ df J(x) = —% dxo(x,t) = gf +divJ =0. (3.4)
ov \%4

Ez a toltésmegmaradas mérlegegyenlete. Magnetosztatikdban ¢ = 0, azaz divJ = 0.

3.1.2. Biot-Savart torvény

1819-ben Oersted megfigyelte, hogy dram jarta vezetok elmozdulast okoztak a kozeliikkbe helyezett iranytiikben,
vagyis az elektromos dram és a magnesség kozott szoros kapcsolat van. Els6ként Biot és Savart (1820), majd
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késébb Ampere (1820-1825) j6val alaposabb kisérletekkel meghatdrozta az alapvetd kisérleti torvényt ami
Osszekoti a magneses indukcié B-t és az aramot. Ez a Biot-Savart torvény:

d
dB = M%. (3.5)
I
ds
dB
X

3.1. dbra. Aram jarta vezetd altal keltett mégneses indukcié.

A k ardnyosségi tényezé Sl-ben ug/4m = 1077 N/A?, po a vdkuumpermeabilitds. A B mértékegysége a
tesla (T). Rénézésre ez a torvény hasonlit a Coulomb-torvényre, azonban nagyon fontos eltérések vannak a
ketto kozott. Egyrészt a vektoridlis jellegiik jelentOsen eltér a vektorialis szorzasnak koszonhetden.

Masrészt bar gy tinhet, hogy Ids a g toltés analdgidjara az dramelem, ez egy hibds kép. —nek csupan
egy Osszegzés tagjaként van fizikai jelentése, mivel egy aramelem 6nmagaban nem teljesiti a toltésmegmaradast
— az elején toltés keletkezik, a végén pedig a tOltés eltlinik. A korrekt Osszefliggés vékony vezetdre, illetve
kiterjedt aramstiriiségre:

pol [ ds x (x—x) ) HO/ 3, J(x') x (x — %)
= — _— 11 = — .
B(x) ym j{ e illetve B(x) y d’x Fpm—E (3.6)

Ampere kisérleteiben nem kozvetleniil a magneses indukcié és a dramok k6zotti kapcsolat meghatarozasaval
foglalkozott, hanem egy aram jarta vezeték altal egy masikra kifejtett erovel:

dF = Ildsl X B2 (37)

Ennek vizsgédlata az aramelemek koncepciéjanak egy ijabb problémajara vilagit ra. Ha felirjuk két dramelem

kozott fellép6 erdt

Mo Ilfgdsl X (d82 X (Xl — Xg))
d’F =Id dB, = = . 3.8
1asy X 2= 4 X1 — %3 (3.8)

Azonban a vektoridlis szorzds azonossaga miatt

dsl X (d82 X (Xl — Xg)) _ —(d81d32) (Xl — XQ) I d82 dsl(xl — XQ)

3.9
P PR (3.9)

X1 — x2[3

Itt az elsé tag konzisztens Newton harmadik torvényével, a hatds—ellenhatassal, a masodik viszont nem. Ha
azonban nem aramelemeket, hanem zart vagy végtelenbe tarté vezetéket néziink:

d —
j{ s1(x1 X32 _ ]{V1 0, (3.10)
|x1 — Xa| [x1 — ol
mivel egy teljes gradiens zart hurokra vett integrédlja zérus. fgy két vezet6 hurok kozott fellépd erd
11]2% 7{ 3d81d82 (3.11)
o Je, !X1 - Xz\

ami eleget tesz a hatas-ellenhatas torvényének.
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3.1.3. Vektorpotencial, Maxwell 3. és 4. egyenlete
Ismét hasznalhatjuk, hogy x/|x|? gradiensként 4ll el6

J(x') x (x — %) , 1 J(x)
_ v, 12
m— J(x')xV g X x—x] (3.12)
Emiatt
Ho 5. J(x) ﬂO/ 3. J(X)
B(x)=-— d A d’x B =rot A. 1
(x) g V x / X — = (x) = ym x| ro (3.13)

A bevezetett A mennyiség a vektorpotencidl. Ha vékony vezeténk van, akkor

- /“‘Ofy{ x—¥] (3.14)

@15

Miutdn B rotacidként all elo:

az a harmadik Maxwell torvény.
Szamoljuk ki B rotacidjat

V xB =V x (V X A) =VVA-AA= Eijkaj€kgmagAm = 81(8]14]) — AAi (316)
Innen az elsé6 tag
: Ho 3/ ’ 1 _Ho 3/ / 1
divA = 1 /d x'Ji(x )6Z| /| 1 d°x'0; J;(x") | q =0 (3.17)

kihasznalva, hogy sztatikdban V-J = 0. Itt eldobtunk egy feliileti integralt, mivel véges térfogatban lokalizalt
aramelosztlast feltételezve J(oco) = 0. Ugyanakkor
1

|x — x| T

NA; = E 3% J;(x") A /d3 'Ti(xX') (47 (x — %)) = —poJi(x). (3.18)

Osszegezve tehét

|AA=—pod, ot B=poJ.| (3.19)

Ez a negyedik Maxwell torvény (sztatikdra). Egy F feliiletre integralva

/dfroth]{ d.sB:,uo/de:,uOIp = ,LLOIF:?{ ds B, (3.20)
F oF F oF

ahol Ip a feliileten atfolyé daramerdsség. Ez az Ampere-féle gerjesztési torvény.

3.1.4. Mértékinvariancia

Ugyanugy mint a skaldrpotencial esetén, a A tér nem fizikai mennyiség. Mivel rot grad ¥ = 0, egy skalarmez6
gradiensét hozzdadhatjuk A-hoz, és még mindig ugyanazt a magneses indukciét kapjuk:

A=A +grad ¥. (3.21)

Ezt az elektrodinamika mértékszabadsdgdnak (vagy mértékinvariancidjanak) hivjuk.

Hogy szdmolni tudjunk, rogziteni kell W-t (mértékrogzités). A fenti szdmolasban, ahogy lattuk divA =0
feltételiink volt, az a Coulomb mérték. Elméletben ez csupan azt a feltételt irja el§, hogy AW = 0, azonban
ha figyelembe vessziik az aszimptotikat is és végtelenben A = 0 szeretnénk, akkor csak a U = 0 valasztas
lehetséges, mivel végtelen térre a Laplace-egyenletnek korlatos megoldasa csak konstans lehet.
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3.2. Multipdlus kifejtés a magnetosztatikaban

3.2.1. Lokalizalt arameloszlas magneses tere

Feladat: Végtelen hosszu, végteleniil vékony, egyenes vezetében I dram folyik. Mekkora a magneses indukcié?

Megoldas: A rendszer hengerszimmetridja miatt nem fiigghet semmi p-t8l hengerkoordindtarendszerben
felirva. B irdnya tisztan é,, ezért alkalmazhaté az Ampere torvény a vezetét koriiléleld r sugard korre

I
j{dsB = 2mrB, =ppl = B,=5". (3.22)

2rr

Feladat: Adott egy R sugari vékony kor alaki vezetd, amelyben I dram folyik. Mekkora az altala létrehozott
magneses indukcié?

Megoldas: A vektorpotencialjat szamoljuk ki:
ds'

pol
A(x)="— 3.23
(x) 47 |x — s’ ( )
A kort paraméterezni kell
Rcos ¢/ —Rsin ¢/
s = | Rsingy’ ds'= | Rcosy' |dy. (3.24)
0 0
frjuk fel x-et hengerkoordinatakban
0COoS
x= | psing = |x—§| =224 0>+ R~ 2pRcos(p — ¢). (3.25)
z
Emiatt )
—Rsingp
I 1
Ax) = B0 / 0 Reosy' | . (3.26)
am ) V22 + 0%+ R?2 — 2pRcos(p — ¢') 0
frjuk fel a vektorpotencialt hengerkoordinatakban; az egy hosszusagira normalt bazisvektorok:
Cos —sinp 0
é,= | singp é,=| cosyp e:=1(0], (3.27)
0 0 1
emiatt
IR — si — ¢
Ay = Al e, = 1 / sinfp — &) —0, A = A()e. =0,
\/22 + 0%+ R? — 2pRcos(p — ¢')
(3.28)
ami nem nulla
IR — ¢
Ay(x) = A(x) &, “0 / cos(y — ¢) . (3.29)
\/22 + 0%+ R? — 2pRcos(p — ¢')

33



A, nem fligg ¢-t6l, ami a feladat hengerszimmetridjabdl kovetkezik. Descartes koordindtdkban az
azimutszog-fuggés kizardlag a bazisvektorok helyfiiggésébdl adddik.
Az integral megadhaté elliptikus fliggvények segitségével, vagy numerikusan is szdmolhaté. Minket az

érdekel most, hogy milyen lesz a tér nagy tavolsdgokra? Ekkor r? = ¢? + 22 jeldléssel r > R, emiatt

1 1 2
-y (3.30)

ViZta? o 28

Most u? = R? — 20R cos P, azaz

27
uol , ,[1  20Rcosy’ — R? po R*mlo
A ~— [d¢' R - | == 3.31
o0, 2) in / ¢ Rcos g [r + o3 1r 3 T (3.31)
0
hiszen az els6 tag nem ad jarulékot. Mivel most
€. XX =e&, X (zé,+ pé,) = pé,, (3.32)
ezért a fenti eredmény dgy irhatod, hogy
m X X 1 .
A(x) = %2 S +0(5),  abol m=Rrle.. (3.33)

3.2.2. Multipdlus kifejtés, magneses dipdlus, giromagneses faktor

A fenti feladat altaldanosithaté tetszéleges daramhurok terének nagy tavolsagu viselkedésére, ami a magneto-
sztatika multipolus kifejtéséhez vezet:

1o 3/ Ljz‘(x’) [ / 3, a1 a:jx;» m / . o 5 //
A; = — = — f -+ +... | = f +— i A
(3.34)

Az els6 illetve a méasodik tag egyiitthatéja (a végtelen feliiletre vett integralokat eldobjuk, mert ott J = 0,
valamint kihasznaljuk, hogy divJ = 0)

/d3XJ7; = /d3x(8jxi)Jj = —/d3xasi divd =0
/dSX.@jJZ’ = /d3xxj(8kxi)Jk = —/d3mxi ak(x]Jk) = —/d3.%' (.T}Z'Jj —.Z'Z'l'j diVJ) = —/d3xxi@.35)

Ezért a sorfejtés els6 tagja hidnyzik, amit a magneses monopdlusok hidnyaként értelmezhetiink{ﬂ A masodik
tag egy antiszimmetrikus matrix; ehhez hozzarendelhetiink egy vektort, amit mdgneses dipolmomentumnak
hivunk:

1 1
/dSX:UjJZ- = €jikMk vagyis mi = 5 Eijk /d3xijk, azaz |m =g /dgxx x J | (3.36)
Emiatt végiil:
[o ™ X X
A = — 3.37
() = o™ (3.37)

Wigyazat! Idéfiiggés esetén megmarad ez a tag, ami a magneses dipélsugdrzéshoz vezet. 1. késSbb.
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Miégneses dipol indukcidja:

2 2
140 EktnMpT 140 medinT* — 3MpT;T po 3x;(ma) —m;r
B; = (rot A); = E&‘jkaj 71747371 = E(éiﬁéjn — Oindje) —= " 2 = = : 3 “— (3.38)
ugyanaz a képlet mint az elektromos dipdl esetében.
Megjegyzések a magneses dipélmomentummal kapcsolatban:
e Vezetd hurok esetén, a Stokes tétel miatt:
1 3 1 1 1
mi = &k | dxajdy =5 @ dsp(eijnr;) = 5 | dfkeknOi(€ijn®s) = Sekenion | dfe =1 [ dfi,
2 2 2/ 2 - .
(3.39)
vagyis a magneses dipodlmomentum m = I F' az aramhurok feliiletével aranyos.
e t0ltott részecske mozgasa esetén
J(x) =qui(x — 1), (3.40)
ahol r(t) a részecske trajektoridja. Ekkor
m = [ dxx x [quitx—1)] = L7 x (mv) = L L =L (3.41)
2 2m 2m ’

ahol L a részecske impulzusmomentuma (perdiilete). Vagyis a mégneses dipdlmomentum a perdiilettel
aranyos lesz. Az ardnyossagi tényezé a giromagneses faktor . A fenti egyenletbél v = q/(2m).

Ez az Osszefliggés igaz lesz atomi méretekig. Sajdt impulzusmomentummal (spinnel) rendelkezé elemi
részecskék esetében mar van egy faktor a fenti eredmény el6tt:

q

m:g%L,

(3.42)

g a giromagneses faktor (Landé-faktor vagy g-faktor). Elektronra g. = 2.002319...: g = 2 jon az
elektronok Dirac-egyenletébdl, a jarulékos 0.002319... faktor a kvantumelektrodinamika eredménye.

e A fenti tétel altaldnositdsa forgd, toltott merev testre: itt v = w X x, azaz J(x) = o(x)(w X x). Emiatt

1 1 Q
mzz/d3xg(x)x>< (wxx):§ |:/d3XQ(X)(X2—X®X) w:m(aw. (3.43)

ahol © a test tehetetlenségi nyomatéka, ha a tomegeloszlasara o, = oM /Q-t vesziink.

3.2.3. Ero és forgatonyomaték
A (3.7)) kifejezés integralis alakja folytonos drameloszldsra is atirhaté

F = /d3xJ(x) x B(x), (3.44)

illetve ha ebbe beirjuk egy mozgé toltés dramsiiriiségét J(x) = qud(x — r), akkor megkapjuk a Lorentz-erdt:
F = qv x B. (3.45)
Ha kozel homogén kiils6 térbe arameloszlast helyeziink, akkor a méagneses indukcié sorba fejtheto:
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Ezzel

1%—/fﬂﬂ@XB@m—QM/f&M@QMm+w&mm%h“} (3.47)
Korabban mar lattuk, hogy az els6é tag nulla, a masodikban pedig
/d3x x0Jj(X) = €gjnMn. (3.48)
Ezzel €;ki€jne = Okndir — Okedin miatt
F; = (0kndie — Okedin)mn0¢ By, = mp0; B, — m;0;B; = F =V (mB), (3.49)

mivel div B = 0. Vagyis a dipdlt a magneses indukcié derivéltja mozgatjal
A fenti erd irhaté potencial gradienseként

F=-VU  U=-mB. (3.50)

Ez az U tehat a kiils6 térbe helyezett magneses dipdl energidja.
A forgatonyomaték kifejezése:

N; = /d3x [X X (J(X) X B(X))]z = /dsx (JZ(X).I‘JBJ(Z‘> — Bi(X)ijj(x)) — EjiEmZBj = N =1m x B.

(3.51)
A fentiek fényében elemezhetjiik, mit is csindl egy kis méagnes egy maésik, rogzitett magnes mellett. Mindkét
magnest kozelitsiik dipdllal, m illetve mgy dipédlmomentummal. Ha m nem parhuzamos a lokdlis mégneses
indukcioval, akkor olyan forgatényomaték hat ra, amely a magneses indukcié irdnyaba forgatja, 6sszhangban
azzal, hogy ekkor a dipdl energidja (—mB) csokken — vagyis a két dipdl ellentétes pélusaval fordul egymas
felé. Ezek utan, mivel a magneses indukcié csokken a tavolsiggal, —mB né a tavolsiggal, gradiense tehat
kifelé mutat, negativ gradiense pedig befelé. Vagyis a nagy magnes magahoz vonzza a kicsit.
Ugyanezen ok miatt egymas mellé helyezett dipdlok szintén ellentétes pdlusaikkal fordulnak egymas felé,
vagyis csOkkentik egymads terét. Vagyis tisztdan magnetosztatikai erék az antiferromdgneses rendezddést
részesitik elényben (1. késébb).

3.3. Magnetosztatika anyagban

3.3.1. Magnesezettség

Hasonldan az elektrosztatikdhoz, anyag jelenlétében a makroszkopikus arameloszlasok csak egy részét képezik
a teljes arameloszlasnak. Kis méretii, lokalizalt arameloszlasok képzédhetnek az anyagban. Ezek &ltal
létrehozott magneses indukcid, a méretéhez képest nagy tavolsidgra, mint lattuk, méagneses dipéllal irhatéd
le: a magasabb multip6l momentumok jaruléka a/r hatvdnyaival van elnyomva, ahol a az drameloszléds jel-
lemz6 mérete, r a megfigyelési pont tavolsaga. Madsik lehetGség az, hogy az anyagban eleve vannak olyan
magnesesen aktiv elemi Osszetevok, amelyek szintén a dipélmomentumukkal jellemezheték nagy tavolsdgon.

Emiatt az anyag jelenlétét itt is, mint elektrosztatikdban, magneses dipdlsiiriiséggel (magnesezettség)
jellemezhetjik: dm = dV M (x). A teljes tér tehét

A @ /dBX/ |: J(X/) + M(XI) X (X B X/) (352)

T A |x — x/| |x — x/| ’

ahol az els6 tag a kiviilrol betett arameloszlas, a masodik tag a méagneses dipdlsiriiség jaruléka.
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A masodik tag komponenseit kifejtve:

e M (X)) (xg — ) 1 1
B/ Sk k:/dB/i,M,/_ :/d3'i.MA" —
[ X My () (00) gt = [ A M) Sk
0 M (X )i
= {parc. int.} = /d3xfeﬂkakﬂ(x) — /d3x,(r0tl\4(x)) (3.53)
[x — x| [x — x|

ahol egyszeriiség kedvéért elhagytuk a feliileti tagot (a dielektrikum esetéhez hasonléan ez egy K = n x M
feliileti aramstirtiséghez vezet, amit a hatarfeltételekben vesziink figyelembe, 1d. a szakaszt). Tehdt a
magneses dipdlsiirtiség ugyantgy a kiils6 aramokhoz ad jarulékot, mint az elektrosztatikdban a dipdlstiriiség
a kiils6 toltéssiirtiséghez:

/ /
A= %‘i / aix T )‘:ioi,]‘” SO R D S S Ap—— (3.54)
Figyeljik meg, hogy itt pozitiv elGjellel jon a mikroszkopikus jarulék! A fizikai kép emdgott az, hogy ha
egy F feliileten atfolyé aramot akarjuk kiszamitani, akkor egyrészt figyelembe kell venni a makroszkopikus
aramslriséget, valamint a mikroszkopikus aramokat, ezeket m = nl,,;r-dA magneses dipélmomentumukkal
jellemezzik. Miutan a mikroszkopikus aramok kis méreti kéraramok, igy a feliilet belsejében nulla teljes
atfoly6 toltést eredményeznek. A feliilet hataran is csak a hatdrvonal irdnyu (8) komponens ad jarulékot:
azaz a jarulékos aramer6sség: Lnpns = ms/dA = MsdV/dA = Mds. Vagyis a teljes dram

Loy = /detot :deJ +£f dsM = /df (J + ot M) . (3.55)

F F

3.3.2. Maxwell-egyenletek

A lokalis torvények Jin-ra vonatkoznak, vagyis:

1
rot B = pugJior = po(J +rot M) = H=—B— M, roo H =J
Ho

divB = 0. (3.56)

Az Ampere torvényt a (3.20) képlettel analég médon kapjuk

?f dsH = 1. (3.57)
OF

H neve méagneses tér, és (bar a neve mast sugall), csak egy segédmennyiség — az eréhatdsok csak B-bol
jonnek. Ennek ellenére sokszor a mégneses tér segitségével fejezik ki a megolddst: vakuumban csak egy
konstans kiilonbség van a ketté kozott, és a magneses tér az egyenletekben hasonld szerepet jatszik, mint az
elektrodinamika egyenleteiben az E.

Hogy meg tudjuk oldani a fenti egyenleteket, kell egy B(H) vagy M (H) relaci6. Ez sokszor nagyon
bonyolult, mert az anyag elemi magneses 0sszetevoinek kolecsonhatasa sokszor Gsszemérhetd a magneses tér
energidjaval, s6t, meg is haladhatja azt. Az anyag mégneses tulajdonsagait ezért elsGsorban a mikrofizikai
jelenségek hatarozzak meg.
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3.3.3. Linearis és nemlinearis anyagok

e dia- és paramagneses anyagok: az anyagok bizonyos fajtaindl linedrisan fiigg a magnesezettség illetve
a magneses tér a magneses indukciotdl; izotrop esetben:

M=yH, B=uH, = Y- =1+y, (3.58)
Ho
X a magneses szuszceptibilitds, p illetve p, az anyag (relativ) permeabilitdsa. Formalisan ez az elektro-
sztatikahoz hasonlit

B=uH = ugH + yyM << D =cE=¢)E+ P. (3.59)

Diamdgneses anyagokndl x < 0 vagyis pu < po, ami annak felel meg, hogy a generdlédé mikroszko-
pikus magnesezettség csokkenteni igyekszik a kiilsé magneses tér hatasat. Olyan anyagokndl, ahol az
elemi Osszetevéknek nincs mégneses dipdlmomentumuk az indukcié (1. kés6ébb) altal létrehozott elemi
aramhurkok ilyen tulajdonsagiak (Lenz-torvény). Ha Gsszehasonlitjuk az elektrosztatikaval, akkor az
indukcié és a toltésmegosztas hasonld szerepet jatszik abban, hogy mindketto csokkenteni igyekszik a
megfeleld kiilsé tér hatasat. Az egylitthatdk szintjén azért borul fel az analdgia, mert D = ¢F, de a
fizikailag erdhatast kifejteni képes magneses indukcié esetén az anyagi konstanst pont reciprok mdédon
vezettik be: H = iB. Vagyis €, > 1 megfelel 1/, > 1 esetnek, azaz p, < 1.

Ha az elemi Osszetevék maguk is magnesek, akkor a feljebb targyalt forgatonyomaték hatasiara m a B
irdnyaba igyekszik bedllni, vagyis M ~ B. Emiatt x > 0, azaz p > po. Ezek a paramdgneses anyagok.
Ennek nincs megfeleléje az elektrosztatikaban, hiszen ott P ~ E, ami miatt ismét az e, novekedését
kapjuk.

Ha a linedris kozelités jo, akkor altalaban kicsi a y értéke, tipikusan |p — uo|/mo ~ 107, vagyis sokszor
elhanyagolhato.

e (anti)-ferromdgneses anyagok: ha az anyag rendelkezik magneses szerkezettel, azaz elemi dipélokkal,
akkor ezen dipdlok egymaéasra hatdsat is olykor figyelembe kell venni. Ha csak a maéagneses dipdlok
kolesonhatasat tekintenénk, akkor ezek egymaéssal ellentétesen fordulva megsziintetnék a magneses teret.
Azonban az anyag mégneses dipdljai (spinje) kozotti kolesonhatdsok alapvetéen kvantumos eredetiiek,
amelyek jéval er6sebbek lehetnek a méagneses kolcsonhatasndl. Ezekben az anyagokban a mezoszkopikus
magneses szerkezetet nem a kiils6 méagneses indukcié hatarozza meg elsésorban.

Ha az elemi mégneses dipolok ellentétes beallasa preferalt, akkor makroszkopikusan nem lathaté magneses
tér, csakigy, mintha csak a magneses kolcsonhatast tekintettiik volna: ezek az antiferromagneses anya-
gok.

Ha az elemi méagneses dipélok parhuzamos bealldsa preferalt, akkor homogén maéagnesezettség alakul-
hat ki kiils6 méagneses indukcié hidnydban is: ezek a ferromagneses anyagok. Hogy a teljes anyag
mégneses energidjat csokkentsiik, kiilonb6zé mégnesezettségili tartomédnyok (domének) alakulnak ki,
ez a doménszerkezet hatdrozza meg az anyag teljes magneses terét. Kiilsé magneses indukcié alkal-
mazasaval ezek a doménfalak vandorolnak, s igy az anyag mikroszkopikus szerkezete megvéltozik. Emi-
att a magneses indukcié kikapcsolasiaval mar egy mas doménszerkezetii, mds magneses terii anyagot
taldlunk. Ez a hiszterézis jelensége (1. Fig. (3.2)))

Habér a jelenség nem linedris, minden pontban beszélhetiink permeabilitasrél u(H)H = B alapjéan.
Mivel a magneses domének hatira joval konnyebben mozgathatd, mint az elemi spinek, ezért joval
nagyobb mégneses permeabilitdst kapunk, mint a dia- illetve paramagneses anyagoknal, akar p/pg ~ 10°
is lehet, de 10-10* tipikus értékek (a fenti dbran tipikusan 10%). A gyors véltozds addig tart, amig a
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3.2. dbra. Hiszterézis hurok (http://en.wikipedia.org/wiki/Hysteresis)

teljes anyag egy mégneses domén, ekkor a p értéke lecsokken a paramégneses anyagok szintjére, azaz
tobb nagysagrendet esik. Ez a mégneses telitédés (szaturdcié). Mégneses szaturdciéndl a mégneses
indukcié értéke a legjobb vasotvozeteknél ~ 2 T.

Ha kikapcsoljuk a kiilsé mégneses teret, miutan szaturaltuk az anyagot, akkor kapunk egy remanens
magnesezettséget, azaz egy megmaradoé magneses dipdlsiiriiséget.

3.3.4. Hatarfeltételek

Tekintsiink olyan anyagot, ahol az anyagi jellemzok hirtelen véltoznak meg (részlegesen homogén anyagok).
A hatéron a div B = 0 elektrosztatikai analégidval

Bni = Bpo. (3.60)

Ha ismét csak az elektrosztatikai esettel analég médon vesziink a hatarfeliiletre merdlegesen egy Al hosszu és
nagyon keskeny téglalapot, az Ampere torvény szerint:

dsH = [ dfJ = (Kt)Al (3.61)
fasr = |

ahol K a szabad feliileti aramstiriség és t a téglalap és a fellilet metszésvonalaval parhuzamos egységvektor.
A vonalintegralba csak a téglalap hosszabbik oldala menti szakaszok adnak jarulékot, azaz

(t x n)(Hy — Hy)Al = t(n x (Hy — Hy)) = (Kt)Al (3.62)

amibél
nx (Hy— Hy) = K. (3.63)

Két anyag hataran nem csak szabad feliileti dramsiiriség lehetséges. Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel a
polarizacios feliileti aramstiriiség
n X (M2 — Ml) = Kmikr; (364)

ezt a fenti hatarfeltétel a magneses térerésségben tartalmazza, mivel H = B/ug — M.
Ha linearis anyagunk van és nincs szabad feliileti aramsiirtiség, akkor a hatarfeltételek a kovetkezd alakban
irhaték fel:
ulHln:ugHgn H1 xn:I-I2 X n. (365)

Fontos hatdreset, amikor ug > uy. Ekkor Ha, > |Hoy|, vagyis Ho j6 kozelitéssel merdleges a hatérfeliiletre,
hasonléan az elektromos térhez egy fémfeliilleten. Ebbdl kovetkezik, hogy egy nagy permeabilitasu anyag
feltilete kozel ,,ekvipotencialis”.
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3.4. Magneses skalarpotencial

3.4.1. Megoldasi médszerek, a skalarpotencial

Megoldandé
divB =0, rot H = J, és B,,, H; folytonosak. (3.66)

Ennek megoldasanal a a kovetkezo szempontokat vehetjiik figyelembe

e A legaltaldnosabb esetben is vektorpotencial mindig bevezetheté: B = rot A. Ekkor adott H (B) vagy
M (B) reléci6 esetén igy a

rot(H (rot A)) = J, vagy ANA = —po[J + rot M(rot A)] (3.67)
egyenleteket kell megoldanunk.

e Ha részlegesen homogén kozegeket tekintiink, akkor az anyagi paraméterek allandé értékével szamolhatunk
a homogén részekben, a kozeghatarokon a fent targyalt hatarfeltételeket alkalmazzuk. A kovetkezékben
csak ilyenek targylasara szoritkozunk.

e Ha az anyag linedris, akkor B = pH 0Osszefiiggés alkalmazhat6. Hasonlé kozelités alkalmazhaté akkor
is, ha az anyag nem linearis ugyan, de nem til nagy valtozasokat tekintiink. Ha példaul az anyagban
maradand6é My magnesezettség van, akkor kis terek esetén felirhaté6 B = pH + ugMy. A két esetet
osszevonva Coulomb mértékben (div A = 0) kapjuk

1
ANA = —pd — porot Mo, A és —rot A folytonos a hataron. (3.68)
,u

e Ha J = 0, akkor rot H = 0 miatt létezik (mégneses) skalarpotencial, H = — grad ®,,. Ha J = 0 csak
egy véges térrészre vonatkozik, akkor ott ugyan bevezethet6 a magneses skalarpotencial, azonban nem
feltétlentil egyértéki fiiggvényként. Ugyanis az Ampere torvény alapjan

dsH = —6®y = [ dfJ = 00y =— [ dfJ=—I, (3.69)
y / /

azaz ®pr-nek ugrdsa van. Végtelen vezet6 esetén példaul ®py = —Ip/(27), innen gradiens képzéssel
adédik a mar latott képlet. Ha ebben az esetben altalanos linedris kozelitést alkalmazunk az
anyagban, akkor

0 =divB =div(uH 4 poMo) = —puAPpr + po div M. (3.70)

Osszefoglalva tehdt ekkor a megoldandé egyenlet

0P s

—Hg + ponMy folytonos a hatdron. (3.71)
n

,LLACI)M:,U()diVMo, CI)M és

3.4.2. Specialis elrendezések magneses terei

Feladat: Homogén H( magneses térbe helyezett p permeabilitdsi R sugard gémb méagneses tere és induk-
cidja.

Megoldas: Ezt mar megoldottuk elektrosztatikaban (1. (2.121])). Annak anal6gidjara

o 3
kiviill: @y = — Hox [1 LR ] 3

— beliil: Dy =— Hyx, 3.72
e +2 73 M 24y 0 (872)
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vagyis kiviil a kiils6 tér mellett egy dipdl jarulékat kapjuk

::ur_l

ATR*H . )
MT+2 TR 0 (373)

Beliil egyenletes teret kapunk:

3 3 1 3y — 1
- Hy,, B=-M",,H,, M=ltp pg-3w-b
2+ iy 2+ o 2+

H,. (3.74)

Tokéletes diamégnes esetén u, = 0, vagyis a magneses indukcié beliil nulla, ledrnyékolédik a kiilsé tér.

Erés ferromagnes esetén i, nagy, vagyis a belsé magneses tér nulla.

Feladat: Mekkora a magneses tér és magneses indukcié egy R sugari gombmaéagnes esetében, ha magnesezettsége
homogén M y?

Megoldas: Valasszuk a z irdnyt M irdnyanak. A hatdron B, folytonos, amibdl

XM()

Ho, — Hi, = nMo = = Mo~ = My cosé. (3.75)
r

A Laplace egyenlet megoldasat két részletben keressiik: beliil legyen ® 1, kiviil @49, ezekre

ADyq =0, ADpo = 0. (3.76)
A hatarfeltételek
<I>M1 = (I)MQ, anq)Ml — 8n(I)M2 = TLMO = MO cos 6. (377)
A megoldést a (2.118))-hez hasonl6 alakban keressiik. Mivel az r = 0 illetve az r = oo értékek végesek,
marad g
(I)Ml = Arcos 9, (I)MQ = BCOS2 . (3.78)
r
A hatarfeltételek:
B 2B My My
AR = —; A+ =My = A= By =R, 3.79
R + 3 0 1 3 1 3 (3.79)
Tehat a gomb belsejében
M, M 2
P = ?OZ = Hpein = —707 Bhelin = po(H + M) = %Mo- (3.80)

Beliill a mégneses tér és magneses indukcié homogén. Erdekes, hogy a mégneses tér ellentétes a

magnesezettséggel. Kiviil:
3

3r2
m

Ez egy m = 4%RSM o ersségli dipdl tere. Ha kiszdmitjuk a dipdlstirtiséget v o= M, visszakapjuk
gom

Do = cosf. (3.81)

a gombmagnes homogén magnesezettségét.

Feladat: Mi torténik, ha egy My méagnesezettségii gombot kiilsé By térbe helyezziik?
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Megoldas: A szuperpozicié elve miatt az el6z6 feladat megoldasdhoz hozzaadhatjuk a kiilsé6 mégneses teret,
igy a bels6 tér:
20 1 1
Byent = Bo + %Mo, Hyeny = %BO - §M0 (382)

Vegylink most egy permanens magnesezettségii gombot és eldszor tegyiik fel, hogy paramégneses vagy
diamégneses anyagbdl van. Ekkor By, = puH pepy, vagyis:

P
Bo+ Mn, = 2By — By, (3.83)
3 MO 3
Atrendezve 3
My=>1"H g, (3.84)

 po p - 2p0
ami teljesen analég a dielektromos gémbre kapott eredménnyel (1. (2.124)) .

B

woH

3.3. dbra. Gombmagnes hiszterézis diagramja.

Ferromégneses anyag esetén a hiszterézis Osszefliggés miatt érdemesebb M-t eltiintetni az egyenle-
tekbol:
Byent + 2p0H pent = 3Bo. (385)

Ez a hiszterézis diagramon egy egyenest definidl —2 meredekséggel és 3By metszésponttal. Bypep: 6s
H.,; ekkor ennek az egyenesnek és a B(uoH ) hiszterézis gorbe metszéspontjanak koordinatai lesznek.
Ha a kiils6 teret el6szor addig noveljiik, hogy a ferromédgneses gémb szaturaléodjon, majd lecsokkentjiik
nulldra, akkor a [3.3] dbra P pontjdnak megfeleld gombmadgnest kapjuk.

A Bypent és Hpepy kOzOttl reldacié specifikusan a géombre jellemz6, azonban més geometridkra is lehet

altalanositani: 1 N
Hbent:HO—gMo = Hbent:Hg—aMo. (3.86)
Ekkor az egyenes egyenlete:
=Bient + (1= 1= ) #oHoent = Bo. (3.87)

Ellipszoid esetén egzaktul megoldhaté a probléma és a magneses tér iranyatol és a fotengelyek hosszatdl
fliggben 0 < v < 47. Az egyik hatareset, amikor egy végtelen sikunk van, vagyis az ellipszoid két tengelye
végtelenhez tart, egy pedig nulldhoz. Ekkor a sikra meréleges iranyban v = 47 a sikkal parhuzamosan
pedig v = 0. A maésik hatdreset egy végtelen rud, amikor az egyik tengely végtelenhez tart, a masik
ketté pedig nulldhoz. Ekkor a riddal parhuzamos irdnyban v = 0, r4 mer6legesen pedig v = 2w. Az
egyenes meredeksége forditottan aranyos y-val, ezért érdemes rud alaki méagneseket hasznélni, mivel
ekkor lesz a legnagyobb a belsé magneses indukcié. Gémb esetén v = 47/3 .
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4. fejezet

Kvazistacionarius terek

4.1. Faraday torvénye, Galilei invariancia

Mig egy t0ltés egy semleges testet polarizal, azaz elektromosan aktivva tesz, egy aramkor jelenléte nem indukal
aramot egy mellette levé vezeté hurokban. De Faraday 1831-ben észrevette, hogy az aram megvaltozasa mar
hatassal van a maésik aramkorre. A korben indukalddé fesziiltség, Faraday megfigyelése szerint, ardanyos a
magneses fluxus valtozasaval:

dF

5:7{Ede, ]-‘:/Bdf = E£=—h . (4.1)
oF F

A k egyiitthaté értéke Sl-ben 1, amire a Galilei invarianciabdl lehet kdvetkeztetni. Tegyiik fel ugyanis
eldszor, hogy a vezetd hurkunk v sebességgel mozog. Az elézd egyenletbe az integrdlokat behelyettesitve:

nyde = —ki/Bdf. (4.2)
oF F

Teljes id6 szerinti derivalds szerepel, vagyis dltalanos esetben:

dB 0B

ahol az els6 tag maga a tér idébeli valtozasa, a masodik pedig integrélasi feliilet elmozdulasabdl adodik. Ez
tovabb alakithatd, ha figyelembe vessziik, hogy divB =0 :

dB 0B

Ezt visszairva a (4.2)) egyenletbe és dtrendezve:

f [E' — k(v x B)] de = —k/gthf. (4.5)
F

oF

A hurokkal egyiitt mozgé koordinatarendszerben azonban v = 0, azaz:

Bf Ede = —k:F/ %Bdf. (4.6)
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A Galilei invariancia feltételezése szerint a két egyenlet bal oldalainak meg kell egyezniiik, vagyis E' =
E + k(v x B). Ennek a toltésre haté er6 ad jelentéséget. Egy nyugalomban 16v6 toltott részecskére hatéd erd
qE’. Ha ezt sszevetjiik a mozgé toltésre hatd erbvel (1. (3.45])), akkor rogton latszik, hogy az elméletiink
akkor konzisztens, ha k =1 . A Stokes-tételt felhasznilva felirhaté a Faraday-torvény differencidlis alakja is,
ami a masodik Maxwell-egyenlet id6fliggo, teljes alakja:

0B 0B
/{rotE—l—at]df:O, VF = rotE:—E. (4.7)

4.2. Magneses mez0 energiaja

A magnetosztatika targyalasa soran elkeriiltiik a méagneses mez6 energidjanak diszkusszidjat. Ennek oka,
hogy azok felépitése soran elkeriilhetetlenek a kezdeti tranziens szakaszok, amikor is az dramok és a mez6
idében valtoznak. A Faraday-torvény segitségével azonban mar elkezdhetjiik felépiteni az aramokat. Egyetlen
v sebességgel mozgé toltéshordozéra hatéd erd teljesitménye vF = quvE’, amit ha felosszegziink egy teljes
aramkorre:

dWw dF
= JE=T 4.
dt ¢ dt’ (48)

azaz ha egy I aramot szallité aramkorben §F-val valtozik a fluxus, akkor a forrdsok altal végzett munka
OW = I6F. (4.9)

Most tegyiik fel, hogy elég lassan épitjiik fel az Aramainkat ahhoz, hogy div J = 0 j6 kozelitéssel igaz maradjon.
Ekkor a rendszeriinket elemi kéraramok hélézatara bonthatjuk fel, melyek jellemzé keresztmetszete legyen Ao
. Ekkor az elektromotoros erd ellenében végzett munka:

A(SW) = JAc / ndBdf = JAc / rot 6A df = JAc f SAde. (4.10)
F F oF

De az elemi kordramokra valé felosztdsnak koszonhetéen JAcdl = Jd3x, vagyis az 6sszes koraramra felossze-
gezve térfogati integralt kapunk:

W = /5AJd3x. (4.11)

Ha felhasznaljuk az Ampere torvényt és a vegyes szorzat azonossagat:
SW = / SA(Y x H)dz / [H(V x 6A) + V(H x 5A)] & (4.12)
Ha az darameloszlas lokalizalt, akkor a mésodik tag eltiinik és felhasznalva, hogy rot A = B:

SW = / H$Bd*z. (4.13)

Linearis anyag esetén HOB = %5 (H B), vagyis felosszegezve, illetve a masodik egyenlet esetén parcidlisan is
integralva:

W = % / HBdr = % / JAdPz. (4.14)

A miégneses mezObe helyezett p1 permeabilitasi anyag probléméaja az elektrosztatikus esettel analég médon
vezetheto le, ahol E szerepét B és D szerepét H veszi at. Ekkor az energia megvéltozasa
1 1

1 1 /,1
W= /(BHo — HBy)d’z = = /(m — o) HH Pz = — /( — —)BByd*z. (4.15)
2 2 2) ‘ur o
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Ha az anyagunk szabat térben van, akkor a méagnesezettséggel is kifejezhetd az energia megvaltozasa
1 3

Erdemes megfigyelni, hogy ez az eredmény analdg (2.136))-el az elGjelet leszamitva. A kiilonbség oka, hogy az
energia tartalmazza a anyag behozatala soran keltett elektromotoros erdk ellenében végzett munkat is, vagyis
ez a probléma a rogzitett potencialu esettel analég, nem pedig a rogzitett toltéstivel.

4.3. Indukcids egyutthatok

Vegyiink valtozé aramsiiriiségii rendszert homogén kozegben. Egy kijelolt C = OF gorbe mentén mérhetd
elektromotoros erd ekkor, (4.2)) alapjén:

Ec at/ de_atj[ dsA_jf /d3 / |X_t;|) (4.17)

Tegylik fel, hogy az aramok vezetékben folynak, és a vezetOkben az arameloszlas térbeli eloszlasa nem valtozik
idoben, csak a nagysaga. Vagyis
) =3 L)), (4.18)
i

Ezt visszairva kapjuk:

= Leiks, : fds/cF’ ”iz X,’ (4.19)

Az L csak az drameloszlas geometrigjatdl fiigg, azaz idében dllandd, neve indukciés egytitthato.
Ha vékony vezet6krol van szd, amelyek C; gérbék mentén folynak, akkor a k-adik kérben ébred6 elektro-

motoros erd .
- Z Lyil;, Ly = 'uf ds f ds' : (4.20)
P 47 C C; ’X — X/’

ha k # i, és ekkor Li; a kolesonos indukcid egylitthatd. k = i esetén 6nindukcids egytitthatordl beszéliink, de
ekkor nem szabad a vezetd vastagsagat elhanyagolni, kiilonben az integral divergens.
(4.14]) alapjan felirhaté a rendszer energidja is:

1 5 1 1
W:Q/J-Adx:QZIZ-?{Ads:QZIm. (4.21)
K3 Cz 1

Viszont .
— ZLkz[z = .E = Z Lijfj, (4.22)
( J
azZaz 1
j
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4.4. Kvazistacionarius jelenségek vezetokben, dimenziéanalizis, kisimulas

Ahogy ebben a fejezetben lattuk, ha a mégneses indukcié id6ében véltozik, elektromos mezé keltddik és a
rendszer tobbé nem tisztdn mégneses. Ha azonban az idébeli valtozas nem tul gyors, kvézistacionarius vi-
selkedésrol beszélhetiink. Mint azt késobb latni fogjuk, ez azt jelenti, hogy a fény véges terjedési sebessége
elhanyagolhat6 és a mez6k ugy tekintheték, hogy a megvaltozasuk azonnali a tér minden pontjaban. Az

egyenleteink ekkor
0B

rot H = J, divB =0, rot B = ~ 50 (4.24)
Ezeket kiegésziti vezetdk jelenlétében az Ohm-torvény:
J=0FE. (4.25)
A Faraday-torvényt atrendezve és kihasznalva, hogy B = rot A:
0A
t(E+—) =0, 4.26
tot(E + ) (4.26)
vagyis a skalar potencialt tovabbra is alkalmazhatjuk:
0A

A tovabbiakban foglalkozzunk azzal az esettel amikor ¢ = 0, vagyis E egyetlen forrdsa a valtozé6 B . Ekkor
divE =0, ® = 0, illetve Coulomb-mértékben dolgozva div A = 0.
Linearis, frekvencia fliggetlen anyag esetén:

0A
rot B=puJ =uocE = rotrot A = —HO (4.28)
Mivel div A = 0. 5A

ami egy diffizids egyenlet. Levezetheto, hogy ugyan ez az egyenlet igaz lesz E-re, B-re és J-re is.
(4.29)) lehetéséget ad arra is, hogy megbecsiiljik egy kezdeti éllapot lecsengésének 7 idéskaldjat. Ha a
rendszertiinkben a térbeli valtozasok karakterisztikus tavolsaga L, akkor

1 9A 1 ,

Példaul egy 1 cm sugaru rézgdémb esetén ez 5 — 10 ms nagysagrendnek felel meg, mig a fold magja esetén
10° évnek, ami konzisztens a foldtani mérések alapjan a mégneses polusok megforduldsanak koriilbeliil 106
évenkénti gyakorisagaval.

4.5. Skin-effektus

Feladat: Adott egy félteret kitoltd ju,. relativ permeabilitast anyag. Kiviil hatarfeltételként H (t) = Hoe™ !
magneses teret frunk eld, ahol Hy konstans. Milyen lesz a mégneses tér az anyagban?

Megoldas: Az anyagon beliil igaz a hévezetési egyenlet H-ra

AH = pooH. (4.31)
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A hatéron H; és uH,, folytonos minden idépillanatban. Emiatt minden ardnyos e~*“!-vel, vagyis

H(t,x) = h(x)e ™ = Ah=—iwuch. (4.32)

A kezdeti feltétel fiiggetlen a transzverzélis (z és y) koordinataktol, igy a megoldds is az lesz. Legyen a
normalis koordinata z, ekkor

d?h; .
h(x)=h(z) = e —iwpoh;. (4.33)
Ennek megoldasa
+rz 2 . ; 1—12 2
hi(z) = h;(0)e="*, Y= —lwpo = &=/ —iwpo = ——, ahol 0 = oo (4.34)
o

Hatarfeltétel, hogy z — oo esetén ne legyen végtelen a tér, emiatt a negativ eléjelet kell valasztanunk.
Ezenfelill a transzverzalis H megy folytonosan at a hatéaron, valamint a normalis irdnyt B. Emiatt

A 1 .
H(t,x) = Hoe "@i=2/9=2/5 [ (t,x) = — Hype "@t2/0)=2/5, (4.35)
o
Vagyis valamennyi komponens amplitiddja exponencidlisan lecseng § karakterisztikus tavolsdgon. Adott
anyag esetén a frekvencia novekedtével § csokken. Nagy frekvencia mellett a magneses tér tehat egy-
re inkdbb csak az anyag felilletén van jelen. Emiatt ezt az effektust bor-effektusnak (skin-effektus)
nevezzik, a § mennyiséget pedig behatoldsi mélységnek vagy skin mélységnek.

Idealis diamagnesnél vagy tokéletes vezetében § = oo, azaz nincs lecsengés. Ugyanakkor a normal
komponens amplitidéja le van normélva 1/u,-rel, vagyis ha van kiviil B, akkor beliil a H,, végtelen,
igy az energia is (BH/2). Ez azt jelenti, hogy idedlis diamagnes vagy tokéletes vezetd kiilsé feliiletén
B, = 0 kell legyen.

Az aramstriiség:

0 i—1
%H(t7z)_ 5

Az adramslriiség ardnyos a transzverzdlis magneses térrel, azaz ez is lecseng z-ben. Nagy frekvencidnal
tehat csak a vezetdk feliiletén folyik aram.

J=rotH =e, x

e, X Ht. (436)

Kiszamithatjuk a hoveszteséget is. A lokalis hételjesitmény

Egy periédusra atlagolva <cos2 wt> = 1/2 miatt a kovetkezé alakhoz jutunk:

1 wH?
(P) = 2 Hgte_zz/‘S — KMo 5 0t o —22/0 (4.38)
A teljes leadott teljesitmény egy dzdy feliileten:
H? H?
(P) = /d3x (P) = dady Hy, /d26_2z/6 = dady Hoy (4.39)

20 200
0
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5. fejezet

Elektrodinamika

5.1. Maxwell-egyenletek

5.1.1. El6zmények

Az ebben a fejezetben térgyalt teljes Maxwell-egyenletek egyik legfontosabb kovetkezménye az elektromégneses
hullamok létezése, amik fénysebességgel terjednek. A fény és az elektromagnesség kozti kapcsolatra azonban
mar Maxwellt megel6z6en is utaltak eredmények:

1. A Faraday effektus

Amennyiben egy kozegben magneses mez6 van, akkor az annak irdnyaba terjed6 fény polarizacios sikja
elfordul. Az elfordulés  szbge ardanyos a magneses indukcié nagysdgaval és a fény altal megtett tuttal:

B =VBd, (5.1)

ahol V a kozegre anyagi minoségétol fliggd un. Verdet egyiitthato.

5.1. dbra. A Faraday-effektus (forrds: upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/cb/Faraday-effect.svg)

2. A Weber-Kohlrausch kisérlet
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Ha a toltés mértékegységét ugy valasztjuk meg, hogy két q1 és qo ponttoltés kozott hatd erdt megadd

Coulomb-térvény alakja

Fip = ngqQ r12 (5.2)

T2
legyen, akkor Ampére dramelemekre vonatkozé erétorvénye az
1 Ildsl X (IQdSQ X 7“12)

Fiy=—
2 3

(5.3)

alakot 6lti, ahol ¢ (,,constant”) az tin. Weber konstans, ami az elektromos és magneses egységek aranyat
adja megﬂ A mértékegységek Osszevetésébol adddik, hogy ¢ mértékegysége sebességnek felel meg, a
standard SI egységekben ez az arany

1 po/4n

2 1/4meq

= €o/lo (5.4)

értékiinek adédik. Weber és Kohlrausch a ¢ értékét 1856-ban a kovetkezoképpen mérték meg. Feltoltottek
egy ismert kapacitasu leideni palackot egy adott fesziiltségre, ami egy ismert mennyiségii toltést jelen-
tett. A palackot ezutdan kisiitotték egy un. ballisztikus galvanométeren keresztiil, ami az dram id6beli
integraljat mérte annak méagneses hatasan keresztiil. Ebbol a ¢ értékére

gcm

c~3-10 (5.5)

S

adddott. Ez a hibahatdron beliill megegyezett a fénysebesség értékével, amit Fizeau 1849-ben forgd
fogaskerekes, majd pedig Fizeau és Focault 1850-ben forgé tiikros elrendezéssel hatarozott meg.

3. A tavird jel terjedési sebessége

A két vezetékbdl all6 érpar alkotta tavirévonalat leird egyenleteket Kirchhoff irta fel 1857-ben. Ehhez a
kvazistacionarius terek mar ismert Osszefiiggéseit kiegészitette a rola elnevezett aramkori torvényekkel.
Ha a tavirévonal fesziiltségét V (z,t), a rajta foly6 aramot pedig I(x, t) irja le az = hosszmenti koordinata
és t 1d6 fiiggvényében, akkor az egyenletek a kovetkezd alakot oltik:

Kirchhoff I : 8—‘/ = —Eg —RI
ox ot
ol oV
Kirchhoff I1: — = - C— — )
irchho D C 5 gv, (5.6)

(5.7)
ahol L a vezeték hosszegységre es6 induktivitdsa, C a hosszegységre es kapacitds, R a hosszegységre
esO ellendllas és G a két érparat elvalaszto szigeteld kozeg hosszegységre esd vezetoképessége.

Amennyiben a téavirévonal veszteségeit (R és G) elhanyagolhatjuk, a két egyenlet a kovetkez6 alakban
vonhatd Ossze:

0*V 1 0%V
— =, (5.8)
o2 CL dx?
amibdl a jelterjedés sebessége
1
V= . 5.9
T (5.9)
Kirchhoff idealis vékony vezetére megmutatta, hogy v = ¢, azaz a sebesség megegyezik a Weber-

konstanssal.

MWeber eredeti definiciéja egy v/2 faktorral tért el az itt alkalmazottél.
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I(x) I(x+dx)
—> —>
YN
Rdx Ldx
V(x) s V(x+dx)
Gdx Cdx

5.2. dbra. A tavirévonal x és x 4+ dx kozti szakaszanak dramkori modellje

Feladat: Szamoljuk ki két végtelen hosszi koncentrikus idedlis fémbdl allé henger alkotta tavirévonalra a

hosszegységre es6 induktivitast és kapacitast, és mutassuk meg, hogy a terjedési sebesség megegyezik a
Weber konstanssal!

Megoldas: A két henger hatarolta térrész belsé sugara legyen 71, a kiils6é ro és vegyiink egy [ hosszisagu

darabot. Amennyiben ennek a darabnak egyenletesen eloszld +Q) toltése van a két fegyverzeten, akkor
a koztiik 1évo elektromos térerdsség sugariranyu és nagysaga

Q 1
= - 5.10
2megl v’ (5.10)
ebbdl a fesziiltség
T2
Q . T
V=/[drE = In —= 5.11
/ " 27T6()l . 1 ’ ( )
T1
és ) 5
c—1@_ _2mo (5.12)

TV In(ra/m)”

Ha az érparban foly6 dram I, akkor a magneses indukciévonalak a vezeték tengelye koriili korok, és

I
B =k (5.13)

27y’
ahonnan a két vezetd kozotti magneses fluxus

r2

@zl/drB:MInTQ. (5.14)
2 1
T1
Ebbél Lo
Ho
=-_ = d
L 7T = 9. n(ra/r1), (5.15)
amibdl a jelterjedés sebességre
1 1
V= — = =c (5.16)

vVCL  €ofo
addodik.
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5.1.2. Eltolasi aram
Az elektromossig és magnesesség eddig megismert torvényei:
Coulomb-toérvény: divD = p, Ampere-torvény: rot H = J,

Faraday-torvény:  rot E = —aa—?, Mégneses monopélusok hidnya: div B =0 (5.17)

A Faraday-torvényt leszamitva ezek mind sztatikus jelenségek megfigyelésébdl szarmaznak és nincs semmi

okunk azt feltételezni, hogy idében valtozé mezdékre is mind véltozatlan marad. Kiilonosen, hogy ezek az

egyenletek jelenlegi formajukban nem konzisztensek. Maxwell jott rd 1865-ben, hogy az Ampere torvény
idében valtozé mezok esetén hidnyos, ugyanis magaba foglalja az stacionarius aramok divJ = 0 feltételét:

VJ =V(Vx H)=0, (5.18)
az altalanos Osszefiiggés azonban
do
J+—=0. 5.19
v+ (5.19)
Ha viszont felhasznaljuk a Coulomb-térvényt:
oD
=\ =o. 2
v <J + 5 ) 0 (5.20)
Ezutan Maxwell lecserélte J-t az Ampere-torvényben erre az altalanositott alakra
D
rot H=J + a@t’ (5.21)

ahol a masodik tagot eltoldsi dramnak nevezte el. Ezzel egy konzisztens egyenletrendszert kaptunk, a Maxwell
egyenleteket, melyek vakuumbeli alakja:

1
divE = — p, divB =0
€0
0B oFE
rot B = —E, rot B = Ho (J + €Oat> . (522)

Vegylik észre, hogy amikor Kirchhoff a taviré egyenleteket felirta, akkor a kvéazistacionarius esetre érvényes
torvényekhez éppen a réla elnevezett két aramkori torvényt vette hozza. A csomoéponti torvényt pedig nem a
naiv kvazistacionarius alakjaban (miszerint a csomépontokban az dramok 6sszege zérus), hanem a kapacitdson
tarolt toltést figyelembevéve kellett alkalmazni, ami pontosan megfelel a —r(’il a —re val6 attérésnek.
Az igy felirt taviré egyenlet vezetett az elektromos jel véges (idedlis esetben c-vel megegyezd) terjedési se-
bességéhez. Ezutdn nem tul meglepd, hogy az elektromossag és magnesség torvényeinek ezzel konzisztens
modositdsa az elektromégneses hatds véges (vdkuumban c-vel megegyezd) terjedési sebességéhez vezet, amint
ezt a kés6bbiekben részletesen latjuk majd.

5.1.3. Potencialok, mértékszabadsag
Mivel div B = 0, ezért tovabbra is igaz, hogy egy vektorpotencial rotacidja:

B =rot A. (5.23)
Ha ezt visszairjuk az E egyenletébe

0 =rot E + 8,B = rot [E + 0,A]. (5.24)
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Egy nulla rotaciéji vektormezét irhatunk gradiens alakjaban:
E+0A=—-grad® = FE=-—grad® - 0;A, (5.25)

vagyis a skalarpotencial valamivel bonyolultabban jelentkezik az elektromos tér kifejezésében.
Ha ezeket visszairjuk a Maxwell-egyenletekbe:

_AvE=Ad+oVA= -2

€0

1 1
~10t B =AA-V(VA) = —pod + 5V + C—QaZA. (5.26)

Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy A és ® nem fizikai mennyiségek, csupan E és B azok. Emiatt ha
olyan vektor- illetve skalarpotencialt valasztunk, amely ugyanazt az E-t illetve B-t adja, akkor ez ekvivalens az
eredeti vélasztdssal (mértékinvariancia, mértékszabadsag). 1d6fiiggd esetben A-t tovabbra is egy gradienssel
lehet megvaltoztatni, mert annak rotaciéja nulla, viszont az elektromos tér bonyolultabb kifejezése miatt a
skalarpotencial masképp valtoztatandoé:

Al =A+VY, @’z@—%f. (5.27)
A mértéktranszformacioval Osszekothetdo A és @ terek ekvivalenciaosztdlyokat jelolnek ki az Gsszes téren
beliil: ezek a mérték-orbitok (mérték-péalyak). A mérték palydkhoz azonos fizika tartozik. Megtehetjik
tehdt azt, hogy a mérték orbitokbdl mindig kivélasztunk egy reprezentans elemet (ami itt persze egy teljes
A(t,x), ®(t,x) mezbé-konfiguraciét jelenti). A kivalasztds mddjat nevezzitk mértékrogzitésnek, az azt leird
egyenletet mértékfeltételnek vagy egyszertien csak mértéknek. Nyilvan olyan mértékrogzitést kell valasztani,
amely minden mérték-orbitot csak egyszer metszi e]ﬂ Vannak kiilonosen jél bevalt mértékek:

e Coulomb-mérték: itt eléirjuk a div A = 0 feltételt. Ez teljesithetd, hiszen ha div A #£ 0 eredetileg, akkor
megkovetelve a div A’ = 0-t kapjuk

0=divA' =divA+ AT = AU =—divA, (5.28)

amely egyenlet megoldhatd, pontosabban marad benne egy térben dllandé de esetleg id6fiiggd konstans.
Ebben az esetben a skalarpotencidl egyenlete ugyanaz mint a stacionérius esetben:

/ i3 2 X,,)| . (5.29)

|x — x

4
AP =—-—— = P(t,x)=
€0 ( X) 471'60

Ezzel a megoldéssal rogzitjiik az id6fliggd konstans értékét nullara.
Miutédn megvan a ® értéke, visszairva a masodik egyenletbe:
1 1
NA — 07@,?14 = —pod + C—Qatvqx (5.30)
Itt a bal oldal divergencidja nulla, és ezzel konzisztens a jobb oldal is, hiszen —pg-at kiemelve:
div[J — g0, V| =divd — g0 AP =divd + do =0 (5.31)

a kontinuitasi egyenlet miatt. Fogalmazhatunk gy is, hogy J-t felbontjuk transzverzalis és longitu-
dinalis részre, hogy
J=Jd;+ Jy, VJ, =0, és VxJ;=0, (5.32)

ekkor csak a transzverzalis médus szerepelhet az el6z6 egyenlet jobb oldalan:

1
AA — gafA = —poJy. (5.33)

2Bz néha nem is olyan egyszerti (Gribov-probléma).
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e Lorentz-mérték (sugdrzdsi mérték): ekkor azt koveteljiik meg, hogy
1
VA+ —50:®=0. (5.34)
c

Ebben az esetben mindkét egyenlet ugyanolyan alakot 6lt:

1 1
AD — ga§¢ -2 AA- gafA = —pod. (5.35)

€0

Kérdés, hogy mindig talalhaté-e olyan W, ami ezt teljesiti. A feltételt atalakitva:

VA + Cizatqﬂ —0=VA+ cl?at@ + AU - ;a;t‘f, (5.36)
vagyis olyan fliggvényt keresiink, amire
AT — 012%2; = VAL Lo, (5.37)
amirdl beldthatd, hogy mindig van megoldasa.
Lathatéan mindkét mértékben a tér- és idoderivaltak egy kombindcidja jelenik meg;:
O=A- lgaf, (5.38)
c
ez a d’Alambert operator. FEzzel
0% = —i, OA = —puolJ. (5.39)

5.1.4. Elektromagneses mezd energiaja

Ha mégneses tér is jelen van, akkor az energia kifejezése megvaltozik. Mivel a mégneses tér létrehozasakor az
indukcio jelensége fontos, ezért nem hanyagolhatjuk el az idofliggést.

Az idéfuggést felhasznalva azonban az energia- és impulzusmegmaradés egy més szemléletét kapjuk. Ehhez
nézziik meg, hogy egy toltés mozgatasakor mekkora teljesitményt kell leadnunk. A teljesitmény kifejezése
altalaban Pr = vF', és ha az er6 elektromagneses kolcsonhatasbdl szarmazik, akkor

Pr=vq(E+vxB)=qE = Pp= /d3xJ(x)E(x). (5.40)
A tér felépitéséhez sziikséges teljesitmény ennek ellentetje. Ezért
P=-Pp= —/d3xJ(x)E(x) = p=-EJ (5.41)

teljesitmény-stirtiség definidlhaté. Ezt atirhatjuk a Maxwell egyenletek segitségével

—EJ=E(—rot H+0;D)=FE0D —FErot H+ Hrot E— Hrot E = E0;D+ H0:B — Erot H+ Hrot E.
(5.42)
Az els6 két tag teljes idéderivalt alakjaban irhato

E0,D+ HO,B = 0w, 6w= ESD+ HSB (5.43)
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Lineéris anyagokban:
w = %(DE +BH)=SE’+ ;MB? (5.44)
Az utolsé két tag teljes divergencia, hiszen definidlva
S=ExH (5.45)
Poynting-vektort, annak divergencidja eloallitja a kivant tagokat:
div S = Oseik(E;Hy) = Hpejr0iEj — Ejejin0;Hy, = Hrot E — Erot H. (5.46)

Vagyis azt kapjuk, hogy
Ow+divS +JE = 0. (5.47)

A teljes térre integralva a divergencia nem ad jarulékot, azaz

o / dPxw = / dx(-JE) = P, (5.48)

vagyis a w integrdlja az elektromagneses tér energidjaként értelmezhetd, w maga ezért az energiastiriiség.
Valéban, kiilon-kiilon mér taldlkoztunk ennek a kifejezésnek a tagjaival (1. és )

Emiatt az energia megmaradasat fejezi ki mérlegegyenlet formdjaban. Ilyen mdédon a S Poynt-
ing vektor is fizikai értelmet nyer, ez képviseli az energia-aramstiriiséget, azaz dyw + div S egylitt az elekt-
romagneses tér energiajanak mérlegegyenletét adja. Az utolsé tagot (JE) vagy forrasnak tekintjik, vagy az
elektromagneses térben mozgd aramok teljesitménystriségének értelmezve az energia anyaghoz kotott részét
képviseli.

Erdekesség: Itt is megtehetjiik azt, hogy a tér forrasat, azaz az dramsiriiséget rogzitjiik, és az anyagot véaltoztatjuk.
Vonjuk ki az anyag jelenlétében érvényes energiat az anyag nélkiil érvényes energiabdl. Mivel a forrdsok ugyanazok:

W' = / dBxJ(E — Eg)ot = / d*x(JoE — JEy)ét. (5.49)
Beirva a J = rot H — 0; D kifejezést, ugyanazt kell végrehajtani, mint fent:
W' = / d*x(HyB — HSB + ESDy — EydD). (5.50)

Linearis anyagban

1
W' = 5 /dSX(HOB —~HBy+ ED, - EyD). (5.51)
Kihaszndlva, hogy B = puo(H + M) és D = eo E + P, kapjuk
1
W' = 3 /d3x(MB0 — PEy). (5.52)

A mésodik tag ismer6s, az elsé a mégneses anyag jaruléka. De ne felejtsiik el, hogy ha az dramhurkok rogzitettek, akkor
valtozd méagneses tér fesziltséget indukdl, ami csokkenteni igyekszik az aramokat. Vagyis kiviil is munkat kellett végezni
az dramok fenntartdsa érdekében. Ezért a mdagneses rendszer inkabb a konstans potencidlban mozgatott dielektrikum
példajaval analdg.
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5.1.5. Elektromagneses mez6 impulzusa

Hasonl6 médon jarhatunk el az impulzusvaltozasnal is: ha egy préobatoltést helyeziink elektroméagneses térbe,
akkor a ra hato er6 a Lorentz erd:

F= /d3x (oE +J x B). (5.53)

Az eré az impulzusvéltozas forrdsa, ugyanolyan szerepet jatszik, mint a teljesitmény az energidndl. Ezért
megprobalhatjuk kifejezni az elektroméagneses tér impulzus mérlegegyenletét.
Atalakitva a jobb oldalt

0E+JxB= EdivD - B x (tot H—8D)=EdivD+ B x ;D — B x rot H =
= (B xD)-BxD+EdivD+ HdivB - B xrot H =
= —0(DxB)+ EdivD+ HdivB — B xrot H— D x rot E. (5.54)

Az elsé tag teljes iddderivalt és bevezetve
g=DxB, (5.55)

ami az impulzus slriiségként azonosithaté. Az impulzus mérlegegyenlete igy
019; + 8]'Tij = —(oE + J x B),. (5.56)

Kérdés, hogy miként értelmezhetd a T;; tenzor. Ha elvégezziik a kovetkezd dtalakitast

1
(E divD — D x rot E)l = Eiéij — €kiij€kgmagEm = Ez@ij — Dj&-Ej + DjﬁjEi = 8j <EiDj — 2DE5¢j> s

illetve megismételjiik ugyanezt B-re és H-ra, akkor (557
T = %(DE + BH)é;; — E;D; — H;Bj, (5.58)

ami a Mazwell fesziltség tenzor. A mérlegegyenlet értelmezéséhez integraljuk ki a teljes térre:
8t/d3xgi + /d3x(gE +J x B); = at/d?’x (Prmess + Prmech); = j[dfTijnj (5.59)

Az elektromagneses mezonek tehat van P4 impulzusa is és képes a P ech tagon keresztiil erot kifejteni az
anyagra, ami a kisérletileg is kimérhet& fénynyoméshoz vezet.

5.2. Elektromagneses hullamok vakuumban

5.2.1. Elektromagneses hullamok

Most tekintsiik a Maxwell-egyenleteket teljes idofiiggésiikkel. Mint lattuk, ilyenkor a konstiticids relacidk
linearis kozelitése a legtobb anyag esetén megfelel lesz. Ekkor részlegesen homogén kézegekben ugyanazok
az egyenletek igazak, mint vadkuumban, igy az elektrodinamika 0sszes egyenlete hasonlé szerkezetii lesz:

Ov = —f. (5.60)

Lorentz mértékben a potencidlok minden komponensére, Coulomb mértékben a vektorpotencialra, adott forras
esetén az E és B komponenseire ez az egyenlet lesz igaz. A d’Alambert operatorban levé konstans linearis

kozelités esetén
1 c
Cl{? = —_— = =

c
e \Erftr M
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n a torésmutatd. A legtobb anyagra, amelyben a fény terjedni képes, p, =~ 1 j6 kozelités. Ezért a torésmutato
vizsgdlatdnal haszndlhatjuk a n ~ /e, képletet.

A fenti egyenlet inhomogén linearis méasodfoku parcidlis differencidlegyenlet. Az dltalanos megoldas két
rész Osszege

e a homogén rész (f = 0) dltaldnos megoldasa
e az inhomogén rész egy partikularis megoldésa.
Most kezdjiik a homogén egyenlet vizsgalatat, azaz

0% = 0. (5.62)

Az egyenletet oldjuk meg Fourier analizis segitségével. A keresett fiiggvény Fourier-transzformaltja:

dw d3k —iwt+ikx iwt—ikx
U(t,x) :/277 ) e~ Wity (4 k), U(w, k) = /dt/d3xe ik (4, x). (5.63)

Ezt behelyettesitve:
2
(‘” - k;2> T(w, k) =0, (5.64)

2
aminek az altalanos megoldasa:

U(w, k) = a(k)2m0(w — ke) + b(k)2m0(w + ke). (5.65)

Ha ezt vissza transzforméljuk akkor az altaldnos megoldas:

dsk —iwgt+ikx iwgt+ikx
U(t,x) = /(27?)3 (a(k)e Rtk b eiwnttik ) , ahol wi = ke. (5.66)

Mivel ¥ valds (¥*(t,x) = ¥(t,x)), ezért

3
—— a(k)e~wnttikx — /(;l;;g ag(k) cos (—wit + kx + ¢ ), (5.67)

ahol 2a(k) = age’®x.

5.2.2. Csoport- és fazissebesség

A fenti megoldds sikhulldmok Osszegét irja le. Feledkezziink meg egy idére arrdl, hogy wy = ck, hogy a
targyalds a késObbiekre is érvényes legyen.
Tekintsiink egyetlen médust elészor (monokromatikus sikhulldm). Ebben a valddi, valés megoldas alakja

U(t,x) = acos(wt — kx + ¢), (5.68)

ahol a és ¢ paramétereket a kezdeti feltételbdl hatarozhatjuk meg. Ez a megoldds haladé sikhullamot ir le.
A megoldas idOben és térben is periodikus. Egy t = tg-n kivédlasztott xg ponttal azonos fazisban levé pontok
halmazanak elemei:

wty — kxg + p = wt —kx + ¢ + 2nm, n € N. (5.69)
Ebbdl
~ ~ ~ Wi 27
X:XO—‘r(t—to)Ufk—i-)\nk—i-ﬂkJ_, Uf:?’ )\:?7 kk, =0. (5.70)
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t = to-ndl tehat xo-lal azonos fazisban van a k-ra mer6leges sik (hulldmfront), valamint ennek A-val vald
eltoltjai (hulldmhossz). Az id6 elérehaladtdval a hullamfrontok k irdnydban v; sebességgel haladnak tovabb,
vagyis ez az azonos fazisi pontok sebessége, a fdzissebesség. Vakuumban vy = ¢ = éllandé. Miutdn az
elektromagneses hullamokat a fénnyel azonositjuk, ezért a fazissebesség a fénysebesség.

Monokromatikus sikhullamnal igaz, hogy

U(t,x) = U(0,x — vstk), (5.71)

azaz a hulldmalak csak eltolédik, nem deformalédik. Altaldnos a(k) esetén ez nem lesz igy, a hullam gyor-
san Osszekuszalodik. Viszont ha azonos irdnyud sikhulldmokat tesziink o6ssze, akkor a hulldmterjedés iranyat
tekintve x irdnynak irhatjuk

dk ) .

mu@>:/’amaMWHm. (5.72)

27
Tegytiik fel, hogy azon a tartomdanyon, ahol a(k) # 0, ott wy lassan valtozik. Ekkor sorba fejthetjiik valami
kozepes ko koriil:

d
wk:wm+@—k@é% . (5.73)
k=ko
Bevezetjiikk a csoportsebességet a kovetkezd képlettel:
dwk
Ves = —— , (5.74)
dk |,
ekkor
dk ) . ) dk ) )
\I/(t, CIZ) — /27[- a(k)671(w0+(k7k0)vcs)t+zka: — el(woko’vcs)t/% a(k)efzkvcstJr'ka —
_ (1= /o)t / 08 a(R)eik(a—res) = o011 (0,3 — vyt (5.75)
T

Lathatoan egy fazisfaktor erejéig megmarad a hullam alakja. Ezért beszélhetiink hulldimcsomagrol, amely a
burkoldjat megtartva stabilan halad elore az id6ben v s sebességgel, ez indokolja a csoportsebesség elnevezést.
Altaldban v, # vy, kivéve, ha wy, linearis k-ban, mint a vdkuumbeli fényterjedésnél. A fazisfaktor elétagban
a fazis valtozasa ardnyos 1 — v.s/vy-vel, vagyis nulla, ha v.s = vy. Ennek jelentése: a burkolé alatt az elemi
hulldmok vy sebességgel haladnak eldre.

Informacié kiildésekor mindig hulldmcsomagot kell el6allitani, hiszen végtelen sikhullimban nincs sem-
mi szerkezet. Emiatt az informéciétovabbitas sebessége v.s. Eléfordulhat bizonyos esetekben, hogy ezek a
sebességek nagyobbak a fénysebességnél, ez azonban csak annak a jele, hogy ott nem hasznédlhatok ezek a
fogalmak.

Ha a fazissebességet a fénysebességbil a torésmutatdval képezziik, amelynek ismerjiik a frekvenciafiiggését:

¢ w nw
vf = 5 —E = k‘—j. (5.76)
Ekkor a csoportsebesség
1 c c
Ves = 0k — dn ~ w de, (5.77)
o n+ w% n+ o dw
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5.2.3. Sikhullamok
Coulomb mértékben, végtelen térben

AP=0 = &=0

OA=0 = A(t,x)= / 57:)‘3 Ag(k)etwrttikx (5.78)
A Coulomb mértékben div A = 0, ebbdl
Ap(k)k = 0. (5.79)
Egy monokromatikus komponensre
E = —9;A = iwAge WiHikx — peiwttikx Ey =iwA,,
B =rot A = ik x Age” Witikx — Be~iwitikx B, — ik x Ay = %12 x E. (5.80)

Tehat monokromatikus sikhulldémban R, Ej és By egymasra merolegesek. Hogy k meréleges Ey-ra és By-ra,
azt kozvetlenill a div E = 0 és div B = 0 egyenletbdl is latni lehet.

A homogén Maxwell-egyenleteknek van egy érdekes szimmetridgja. Ha egyenletet nézziik linedris
anyagban, akkor észrevehetjiik, hogy a E — —cB és B — E/c (vagy E — —c?B és B — E) helyettesitésre
ugyanazok maradnak a fliggvényalakok. Ezt a leképzést dualitdsi transzformacionak nevezziik.

A k-ra merdleges altér két dimenzids. Emiatt felvehetiink egy ortonormalt bazist {k e1, ex}, és irhatjuk

E = (a1e1 + azes) e wttikx (5.81)

e1 2 a polarizaciés vektorok; legyen k x e1 = e, ekkor k x e; = —ej. Egytitthatéik, aq 2 lehetnek komp-
lex mennyiségek is, amely a kétfajta polarizaciéju sikhullam kiilonboz6 fazisat jelentik. Valéban, az igazi
térerésség a fenti mennyiség valds része, azaz a; = E;e'¥t jeloléssel

E = Fyeg cos(kx — wt + 1) + Ezes cos(kx — wt + p2)
E E
B="le, cos(kx —wt+ ¢1) — Mel cos(kx — wt + ¢2). (5.82)
c c

Adott x pontban az (F1, E2) két dimenzids vektor egy gorbét rajzol ki az id6 elérehaladtaval. Ha p1 = o,

akkor ez egy egyenes, ekkor linedrisan polarizalt fényrdl beszéliink; ha ¢ = @9 £ im/2, akkor a gorbe kor, a

fény cirkularisan polarizalt. Altaldnos esetben ellipszist kapunk, a fény elliptikus polarizacidjarol beszéltink.
A hulldm energiasiirtisége:

1 .
w = %0E2 + Q—B2 = %0 [EQ + (k x E)z} = eoE? = g9 (E7 cos®(kx — wt + ¢1) + E3 cos® (kx — wt + ¢2)) .
Ho
(5.83)
Egy periédusra atlagolva
w= (B} + E3). (5.84)
A Poynting-vektor
1 1 - ~ 1
S= —ExB=—Ex(kxE)=k—FE* (5.85)
Ho Clo clo
Az energia-dram irdanya tehat a hullam irdnya, nagysiga pedig
|S| = e0E? = cw. (5.86)

CHo€0

Vagyis az energiadram-stiriiség és az energiastiriiség viszonya ugyanolyan mint a részecskék esetén az aramstiriiség
és a toltésslirliségé, J = vp. Emiatt a hulldmra gondolhatunk gy is, mint részecskék aramara, ez a foton-kép
alapja. Az interferencia jelensége miatt azonban mindig megfontoltan kell alkalmazni ezt az azonositast.
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Figgelék: Elektromagneses hullaimok kozeg hataran
Homogén kozegek hataran ki kell elégiteni a hatarfeltételeket:

D, B, E;, H; folytonosak. (5.87)

5.3. dbra. Hullam kozeghataron

Tekintsiink egy sikhulldmot, amely egy m normélisi sik kozeghatdrra érkezik (5.3): ahonnan érkezik, ott
g, ahova ott ¢’ legyen a permittivitds. Az eredmény hdrom hulldm Osszege lesz: a beesd hullim mellett egy
atmend (megtort) és egy visszavert hullimé. Legyen a bees6é hullam

E = Ege Witk B — %12 x E. (5.88)

A hatarfeltételek minden idépontban valé érvényessége miatt a megtort és a visszavert hulldmra is e~ az

id6fejlédés. A megtort hulldm jellemz6i legyenek E’, B, k/, a visszavert hullimra E”, B”, k”. A bees6

hullam szogét kn = cosf, a megtort hullamét pedig k'n = cos® adja. Jelolje tovabbaa a két kdzegben a fény
terjedési sebességét c és .

Mivel a hatarfeltételknek nemcsak id6tdl fliggetleniil, hanem a hatarsik minden pontjaban is fenn kell dllnia,

ezért ha egy xq referenciapontban Osszeillesztjiik a hatarfeltételeket, akkor a feliilet minden x pontjaban akkor

allnak fenn, ha
k(x —x0) = k'(x — x0) = k" (x — x¢) . (5.89)

Ez azt jelenti, hogy a hullamszamvektorok feliilettel parhuzamos komponense meg kell egyezzen. Ebbdl egyfeldl
kovetkezik, hogy a harom hulldm egy sikban van, mésfel6l mivel k és k” hossza ugyanaz, ezért a beesési szog
egyenld a visszaverddési szoggel. A tort hulldmra pedig

ksinf = k'sinf = % sinf = g sin ¢’ (5.90)
Ebbdl kovetkezik a 0 .
sin c n

sinf ¢ n (5.91)

Snellius-Descartes torvény, ahol n és n’ a kozegek torésmutatoi.
Koordinédtézzuk a rendszert ugy, hogy é.||n

0 ) sin ) sin @’ A sin 0
n=1,0 k=] 0 kK = 0 k' = 0 (5.92)
1 cos 6 cos &’ —cosf

A polarizaciéhoz érdemes a feladat geometridjahoz illeszkedd bézist valasztani:
1) En=0, 2) Ee{knsk} = Bn=0. (5.93)

Ezek a feltételek igazak maradnak a megtort és visszavert hullamra is.
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1. Itt E L n,k, azaz felhaszndlva a By = %IA{ x FEy Osszefuiggést

0 0
Eo= | Eo E, = | E o= | Eo
0 0 0
—cosf —cost’ cos 6
E E/ E//
Bo=—| 0 f=—0 0 r="01 o (5.94)
sin @ ¢ sin ¢’ ¢ \sin®
A hatarfeltételek
D,, = folyt. ——
E,=folyt  Ey+ E! = B,
1 1
B,, = folyt. E<E0 + E{)sinf = EE(,) sin ¢
1 1
H, = folyt @(Eo — E{)cosf = CTJ,’E[/) cos®'. (5.95)
A B, illetve E; egyenletekbél kovetkezik
]. . 1 . / . ! /
—sinf = —sin = nsing =n'sind (5.96)
c c

ami a mér levezetett Snellius-Descartes torvény. A két egyenlet koziil ezért az egyik elhagyhatd, ezt
valaszthatjuk a B, egyenletnek. A masik kettébdl megkaphaté a térerdsségekre a megoldds

w'c cos @ — pccos 2u'd cos b

El = E, E\,=E . 5.97
0 OM’C’COSG—FMCCOSH” 0 OM’C’COSG—FMCCOSH’ (5.97)
2. Ebben az esetben B teljesen transzverzalis, azaz a felirandé egyenletek
1 " 1 !/
;(BO + By) = ?Bo
(Eo — E{) cos§ = E{cos ¢’
e(Eo + Ejj)sinf = &' Esin@'. (5.98)

Az els6 és utolsd egyenlet Osszehasonlitdsabdl most is a Snellius-Descartes torvény kovetkezik, igy az
utolsé egyenlet elhagyhat6. Az els6 egyenletet az elektromos térerésségekre atirva

1 1
ﬁ(Eo + Epy) = WEE)

a megoldas:
2u'd cos b
E, =E . 5.99
0 O,uccosﬂ + p'c cos 0’ (5:99)

pccost — ' cos ¢

El = E, ,
0 Ouc cos @ + ' cos '

Formélisan a u — ¢ helyettesitéssel adédik az el6z6 eredménybdl, ami a forrasmentes Maxwell egyenletek
dualitdsanak kovetkezménye.

A megoldashdl kévetkez6 tanulsagok:

e n/ < n esetén sin@ > sinf, vagyis van olyan 6y, amelyre nincs megoldds, azaz nincs megtort fény:
sinfy = n’ /n. Ennél nagyobb beesési szogek esetén a hulldm teljes egészében visszaverddik.
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e A 2. esetet egyszeriisitsiik azzal a feltevéssel, hogy a két kozegre nagyon jé kozelitéssel u = u' (ez széles
korben igaz: tipikus para/diamégneses kozeg szuszceptibilitdsa 107> nagysigi vagy még kisebb). A
beesési szoget megfelelden vélasztva elérhetd, hogy EJ = 0 legyen. Ennek feltétele

/

ccosf = cos = tanf = . (5.100)
n

Ez a Brewster-szog, ekkor a visszavert hullam a feliilettel parhuzamosan polarizalt.

Kérdés: mi a helyzet az 1. esetben?

5.3. Megoldas forras jelenlétében

5.3.1. HullAm-egyenlet Green-fiiggvénye

A megoldandé egyenlet tehdt OU = —f. Ahogyan sztatikdban is tettiik, az dltaldnos forras helyett attériink
a pontforrésra:

O,.G(t,x;t',x)= -0t —t)o(x—x') = o(t,x)= / dt'/d?’X’G(t,x;t’,x')f(t’,x'). (5.101)

A G megoldast itt is Green-fiiggvénynek hivjuk. Ahogyan kordbban is, a jobb oldal ¢t — ¢ illetve x —x’ fliggése
miatt G(t —t/,x — x').

Hogy G-t meghatarozzuk, végezziink id6beli Fourier transzforméciét. Fizikailag egy idében pontszerii
forras helyett egy oszcillal6 forrés terét szamitjuk ki. Mivel §(¢) — 1, valamint 97 — —w?, ezért

(A4 E)G(w,x) = —(x), w = ke. (5.102)

A A + k? kifejezést nevezik Helmholtz operdtornak.

A jobb oldal, valamint a hatarfeltételek is forgasinvaridnsak, ezért G is az lesz, azaz gbmbi koordinatarend-
szerben felirva csak r-t6l fog fliggeni. Ezt felhasznalva térjink at géombi koordinatarendszerre, és tekintsiik
egyelére az r # 0 esetet:

1 d?
r dr?

Ez masodrendi differencidlegyenlet, megoldésaiE]

(rG) +k*G=0, ha r#0. (5.103)

ezl:zkr

GR/A(CL),’I“) =C (5104)

r

Az ardnyossagi tényez6hoz a forrast kell figyelembe venni. Integréljuk a AG = —k%G — 6(x) egyenletet egy
gombre a Gauss tétel segitségével. A bal oldal integralja:

/ Px NG = ¢ dfvG = 422 = 47C (£ikR — 1) T, (5.105)
v ov orl.—gr
A jobb oldalé pedig:
R R
/ P’x (—k*G —6(x)) = —4rk? / drr*G(r) —1 = —4xCk’ / drre™ —1=4rxC |1+ (£ikR - 1) eﬂkR] —1.
v 0 0
(5.106)

3Valéjaban elég lenne egy partikuldris megoldés, de a kényelem, és a fizikai interpretdcié miatt megtartjuk mindkét megoldést
most.
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Innen C' = 1/(4n), fiiggetlen a k-t6l. Valdjaban ezt varjuk is, mert a r — 0 hatdrértékben az egyenlet a
Poisson-egyenletre egyszeriisodik, mivel kr < 1, vagyis az elektrosztatika Green-fiiggvényét kell visszakap-
nunk. Emiatt:

+ikr
G = . 5.107
raler) = S (5.107)
Hogy a valds idébeli megoldast is megkapjuk, vissza kell Fourier transzformalnunk a megoldést:
1 [d 1
w , r
Grpaltyr) = 7 [ Soetetiorle - —g(152). 5.108
rya(t7) Ay ot € Ay + c ( )
—00
Vagyis az eredeti Green-fliggvények alakja:
1 |x — x/|
Gralt—t x—x)=—"—6(t -1 . 5.109
walt —Cox=x) = L (105 ) (5.109)

A megoldas pedig;:

1 |x — x/| 1 |x — x/|
Upat,x)= [ dt [ dPx———6(t—t¢+F 2 ;! x) = | &P —— F (¢ an
r/a(tX) / / X47T|X—x’| < c )f( X)) / X47T|x—x’|f< - c "

(5.110)

Rogton megfigyelhetjiik, hogy ha a forras idofiiggetlen, akkor a sztatika eredményét kapjuk vissza.

5.3.2. Fizikai értelmezés

Vegyiik most azt a nem fizikai példat, mikor a pontforrasunk csak egyetlen pillanatra, egyetlen helyen villan
fel egységnyi erdsséggel, azaz f(t,x') = 0(t)d(x’). Ekkor

1 X

C

Ez a megoldas csak t > 0-ra nem nulla, és ott is csak egy r = ct gombfeliileten: azaz egy kifuté gomb-
hullamfrontot kapunk. Mivel r-be csak késve érkezik a felvillané forras jele, ezért azt a megoldast késd,
retarddlt megolddsnak hivjuk, és Gr neve retardalt Green-fliggvény. Hogy a sztatikdhoz hasonlé képletet
kapjunk, jelolhetjiik

(8 X)) xrer = f (t— ‘X_cx/‘,x’) = Up(t,x) = /d?’x’mt’xlﬂxm (5.112)

drr|x — x'|

Ha egy forras ¢ > 0-n iizemel, és megadjuk a kezdeti feltételeket, akkor a megoldas

Am|x — x|

W(t,x) = Yo(t, x) +/d3x’ (5.113)
ahol a Wy (t,x) olyan szabad megoldds, amely a t = 0 pontban a kezdeti feltételeket szolgaltatja.

Ha ugyanezt az A Green-fliggvénnyel akarom megcsinédlni a felvillané pontforrasra a kovetkez6 megoldast
kapjuk:

e x)—15<t+‘x’> (5.114)
’ 4r|x — X/| c )’ '

Ez a megoldés t > O-ra nulla, és t < O-ra is csak egy r = —ct gombfeliileten kiilonbozik nullatél. Ezért egy be-
futé gémb-hullamfrontot kapunk. A megoldas megel6zi a forras felvillanasat, ezért ezt a megoldast elérehozott,
avanzsdlt megoldasnak, a G4 Green fliggvényt avanzsilt Green-fliggvénynek hivjuk. Az értelmezés: ha egy
forras t < tp-ig lizemel, és megadjuk a tér értékét ¢t = to-nal, akkor a korabban mérheto tér:

U(t,x) = Wo(t,x)+ Ya(t,x). (5.115)
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5.4. Toltésrendszerek sugarzasa

5.4.1. Lokalizalt, oszcillal6é toltések tere

Elektrodinamikaban, Lorentz mértékben, ha kezdetben a potencidlok ® = A = 0 voltak, akkor a retardalt
megoldasok

. R /
me=-2 = B(tx)=—— /d?’x’g(t x = x/e,x)
47‘(80

€0 |x — x/|
J(t - |x —x|/e, %
OA = —pgd = A(t,x):/m/d3x’ (t = x = x|/e, x) (5.116)
4 |x — x/|
—iwt iwt

Legyen most J(t,x) = J(x)e ™" A toltésmegmaradds mérlegegyenlete miatt o ~ e " és igy minden

megoldds ~ et Ekkor az idéderivalt helyettesitheté —iw szorzéval.
Lorentz mérték esetén
—ic?

. p
0=divA+ 0P =divA+ —-& = d(t,x) = ——divA(t,x). (5.117)
C C

w

Ezért elég csak a vektorpotencialt meghatarozni, mégpedig a (5.116)) képlet alapjan:

/
A(t,X) — i?_/d?)X/J(X )6

—iw(t—|x—x'|/c) —iwt ik|x—x|
- ”OZ /d3X’J(x’)e k=2 (5.118)
7

|x — x|’ c

[x — x|

Tegyiik fel, hogy a forras mérete joval kisebb, mint a hullimhossz d < A, ellenkezd esetben az egyes toltések
sugarzasat kiilon kell kezelni. Ha emellett » < A (kozelzéna), akkor elsé kozelitésben elhanyagolhatjuk a
retardalast, és a kvazistacionarius esetet kapjuk vissza. Ahogyan r — A, egyre bonyolultabb lesz a tér.

r > X esetben (tdvolzéna, hullimzéna vagy sugédrzasi z6na) a megoldds ismét leegyszeriisodik. Itt ugyanis
elég csak azokat a tagokat megtartani, amelyek r — oo esetén nem tiinnek el. A nevezOben csak a vezeto

tagot kell megtartani:
11 d
x| ;—i—(’) 2 (5.119)

Az exponensben azonban

! d? d?
x — x| = V12 +x2 — 2xx' = ry/1 2 40 <> =r—xx'+0 <> (5.120)
r r T

kifejtés miatt az elsérendii tagot is meg kell tartsuk, hiszen még végtelen tavol is megfigyelhetd szerepe van.

Ekkor ' R

ik(r—xx') o eltkr—iwt
r T 4w r

—iwt

A(t,x) = Hoe /d3x’J(x’)e

e / d3x' I (x)e R (5.121)

Az r-fiiggd tag egy kifuté gémbhullamot ir le, amelynek irdnyfliggése lesz az integral miattﬂ A gémbhullam
iranyfiigg6 amplitidéja:
a(k,x) = /d3x’J(X’)eikﬁx/. (5.122)

Hogy az elektromos illetve magneses tereket megkapjuk, derivalni kell a vektorpotencidlt. Mivel az 1/r?
tagokat elhagyjuk, a derivalds csak az exponensre hat, azaz

9;e%" = ikij e = V- ikx, (5.123)

4B4r itt A(r) ~ 1/r, ez azonban nem a monopdlusok jelenlétét mutatja, hanem a sugdrzés jele.
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a derivalas helyettesithetd egy vektorral. Emiatt

1 ik ikr—iwt
H=rotA="F¢ (% % a(k, %)) (5.124)
o 47 r
Az elektromos tér a rot B = 0;F miatt:
ic?
E=—VxB=cBxx=/72yH xXx, (5.125)
w

ahol bevezettiik a Zy vakuum-impedancia fogalmat; értéke

Zo = poc = ? — 376.7Q. (5.126)
0
A Poynting vektor
S=ExH-=27(Hx%X)xH=7Zx%H> = S=2ZyH (5.127)

Az id6fiiggéshez a terek valés részét kell venni, vagyis S ~ cos? wt. Idéatlagban

_ Zo e Zow? X xa(k, X))

S p—
2 32722 r2

(5.128)
Sugarzasok esetén szoktdk a sugarzas teljesitmény-aramstiriiségét, azaz a Poynting vektor nagysagat inten-
zitdsnak nevezni, ezt I-vel is jelolik.

Lathaté médon a Poynting vektor a tavolsaggal forditott ardnyban csékken. Ez azonban azt jelenti, hogy ha
egy adott térszogbe kisugdrzott teljesitményt (intenzitast) nézziik, akkor tavolsigfiiggetlen eredményt kapunk.
Ugyanis egy r tavolsdgban levé df) latszélagos térszogbe esé feliilet nagysaga r2dSQ, igy kiesik az r2:

dP
dP = Sxr’dQ = b S %xr?. (5.129)
Most tehat ip 72
ow N o

5.4.2. Elektromos dipdélussugarzas
Az exponensben szerepld k|x'| < kd, azaz itt még sorba fejthetiink:
0 eikrfiwt

A(t,x) = %T — /d3x’J(x’)(1 —ikxx'+...). (5.131)

Ha a forras mérete joval kisebb, mint a hulldimhossz, akkor elég ([5.131)) els6 tagjat megtartani:

Lo eikr—iwt 3 ,

At =— — [ d°x'J . 5.132
(1) = 05 [ (5.132)

A sztatikdban ez a tag eltlinik, itt azonban
/d3XJi = /d?’ijaj:c,» = —/dsxmiaij = /d?’xa:i@tg = Oyp; = —iwp;, (5.133)

ahol p; a dipélmomentum. Innen

Al _iWMO eikr—iwt 5 134
( 7X) - 471' r I ( . )
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azaz
a(k,x) = —iwp. (5.135)

A kialakulé mez6 tehat ardnyos a rendszer dipélmomentumaval, pontosabban — az w szorzé jelenléte miatt —
annak valtozasaval. Emiatt ezt a tagot dipdlsugdrzdsnak nevezziik, és fenti eredményeinkalapjin a térercsségek

1 ke eik’r—iwt w? 6ikr—iwt
H=—rotA=— XX Pp)=— X X 5.136
o 1y &xp)= o —— (& xp) (5.136)
valamint 9 ilor—iut
Z IRT —1W
E=7ZHx%x=2% ¢ (% % p) X X. (5.137)
e r
A kisugérzott teljesitmény pedig szogeloszlasa pedig
m = 3271_72620.) P s 9, (5138)

ahol 0 a p dipdlus és a kimeno x altal bezart szog.
A fenti eredmény szemléletes dbrézolasahoz polarkoordinata-rendszert szoktak hasznélni, és felveszik az
(R(0),0) gorbét, ahol a sugar R(6) = %. Ezt a gorbét lathatjuk a kovetkez6 abran:

A teljes kisugdrzott intenzitds (teljesitmény)

dP
P=[d)—. 1
/ ek (5.139)
Mivel
1
.2 2 87
dQsin“0 =27 [ dx(1 — %) = 3 (5.140)
-1
ezért 7
0 42
= —7 141
12mc? (5.141)

4

Lathatoan a kisugarzott teljesitmény ~ w®, azaz csak nagy frekvencidkon lehet jelentés.

Feladat: Kozépen taplalt d hosszisigu egyenes antenna sugarzasa.

Megoldas: A ,kozépen taplalt” megnevezés azt jelenti, hogy kozépen csatlakoztatjuk az egyenes antennat a
fesziiltségforrashoz, amit most aramforrasként vesziink figyelembe. Emiatt kézépen az dram nagysaga
adott, periodikusan véltozik. Az antenna legvégén persze nem tud hova folyni az dram, ott tehat az
arameroOsség nulla. A legegyszeriibb interpolald fiiggvényt felvéve feltessziik, hogy az arameloszlas az
antenna mentén linearis:

I(t,z) = Iye ™! <1 — 2';') : (5.142)
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Ekkor

d/2 d/2
, 2 Iod :
/d?’xJ(x) =e, / dz1(t,z) = 2Ipe e ™" /dz <1 - dz) = %eze_““t. (5.143)
—d/2 0

Mivel (5.133) alapjan az dramstir(iség integralja —iwpe *, innen p = %ez. Az i fazistolast jelent a
képletben. Emiatt a kibocsatott sugarzas intenzitasa

dP Z0w4 Igdg .2 ZO(kd)2 2 12
90 = 32202 15,2 On 0 = 12872 I sin* 6. (5.144)

A teljes kisugarzott teljesitmény

Zo(kd)?

Zo(kd)? 1
_ Zolkd)” 12 _ Re I, ahol Ry, = o
™

p==2""" 12_—
487 07 2

~ 5(kd)? Q. (5.145)

Vagyis az antenna aramkori szempontbdl egy ellendllasként viselkedik, amely frekvenciafiigeé. Ezt
nevezik az antenna sugarzasi ellenédllasanak.

5.4.3. Larmor-formula

Ha egyetlen mozgd ponttoltésiink van, aminek a sebessége v < ¢, akkor J = qud(x — x/(¢)), amit (5.116)-be
helyettesitve:

A(t,x) = %v(t —r/e). (5.146)

A sugdrzds szamitdsanal a vezetd 1/r tagot akarjuk megtartani. Ezért a derivdldsokndl az 1/r-t nem bantjuk,
vagyis csak a retarddlas miatt lehet értéke a térderivaltaknak is:

Vf(t—£>:V(t—g)c‘)tf<t—£>:—%8tf<t—£>. (5.147)

Ezért a magneses indukcid

_ _ Ho9q N
B =rot A= 47rrc(a X X)

(5.148)

t—r/c

Az elektromos térerésséghez vegylik észre, hogy az oszcilldlé toltésrendszerekre (5.125)) alatt levezetett Gsszefliggés
nem tartalmazza expliciten a frekvenciat, igy barmilyen idéfliggésre fennall:

E=7Hxx="2@axx)xx . (5.149)
T t—r/c
Ebbdl a sugarzas Poynting vektora:
7 2
S=ExH=ZxH?=%—2L__425in?0, (5.150)

1672r2¢2
és innen megkaphatjuk a kisugarzott teljesitményt a térszog fiiggvényében (1. (5.129)):

dP  Zog*

0= ez @ sint0 (5.151)
w2
A teljes kisugarzott teljesitményt pedig a
Zoq?



Larmor képlet irja le, a v/c kifejtés vezetd rendjében. Ez a képlet teljesen analdg a @ képlettel, hiszen ha
p = qroe” ™! alaki, akkor w?p ~ 92p ~ qa, és ennek a négyzetét tartalmazza @ . A 2-es faktor kiilonbség
a peridédusra vett atlagolas kovetkezménye.

A kezdeti v < c feltételre abbdl is lehet kdvetkeztetni, hogy akkor volt érvényes, ha a forras mérete
d < A. Ponttoltésre d az egy periédus alatt a részecske altal megtett tavolsdgnak feleltetheté meg:

d A
i i . 1
7<= = v<e (5.153)

5.5. Szdras

5.5.1. Hataskeresztmetszet

A sugarzés eddigi vizsgalatat leirhatjuk ugy, hogy elészor a forrdsmentes sugarzast néztiik, aztan megértettilk,
hogy a sugarzas forrdsa a gyorsuld toltés. Itt tovabb mehetiink, és megkérdezhetjiik, miért gyorsul a toltés?
Ennek egy lehetséges oka az, hogy elektromagneses hullam tere gyorsitja. Vagyis ekkor egy beérkez6 elekt-
romagneses hullam toltéseket gyorsit, azok viszont sugdroznak. Ez a folyamat az elektromagneses hullamok
szorasa. Ezzel foglalkozunk most.

Legyen a bemend hulldim monokromatikus sikhullam:

o 1 .
Ebe = eoEoe_ZthrlkX, Hbe = ka X Ebe- (5154)
0
Ez elér egy kisméretli anyagdarabot, annak toltéseit gyorsitja, ezek sugaroznak, kialakitva a szort teret.
Miutan az anyagdarab kis méretii, feltehetjiik, hogy a sugarzasa gémbhullam. FEnnek megfeleléen a teljes
elektromos, illetve magneses tér
eikr 1 .
E = Ebe + Eszort’ Eszort = CszortTa Hszort — ?Ok X Eszortv (5155)
ahol C,ort a kimend gombhullam amplitudéja.
Hogyan jellemezhet a szérds? Lehetne szort teljesitmény/bemend teljesitmény, azonban a szért tel-
jesftmény fiigg a tavolsdgtdl (gombhulldm). Ezért a tavolsagfiiggetlen jellemzé

p egységnyi térszogbe szort teljesitmény |72dQS sz 0rt]
o= =

= 5.156
egységnyi feliileten bemend teljesitmény | Shel ( )

Ennek a mennyiségnek feliilet (m?) dimenziéja van, a neve szdrdsi hatdskeresztmetszet. A szért hulldm
esetében megtehetjiik azt, hogy szétbontjuk polarizicié szerint és csak egy adott e iranyban polarizalt Gssze-
tevot detektalunk. Beirva a térertsségeket azt kapjuk, hogy

d “C 2
a0 _ M (5.157)

ds? Ej
A teljes hataskeresztmetszet a teljes 4w térszogbe szért teljesitmény nagysdga egységnyi feliileten bemend

teljesitmény aranyaban:
do

_ [ade 1
. / ud (5.158)
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5.5.2. Dipolszoras

Tegyiik fel, hogy a beesé hullam egy kis anyagdarabon vagy atomon szérédik és ott egy idOben valtozo
elektromos polarizaciét kelt, amit egy p(t) = pye~*! dipdlnyomaték jellemez. Ekkor ([5.137)) felhasznaldsaval

do k4

a0 (4meoEo)? e (% x (py x X)) (5.159)

ahol X a szért hullam irdnyaba mutatd egységvektor. Mivel az elektromagneses hullam transzverzalis, ezért
e -x=0¢ésigy e (X X (py x X)) =e* - (py — X(py - X)) = €* - py, ahonnan

4
R e L (5.160)
Ha a polarizacid és a gerjeszt6 elektromos tér kozti 0sszefiiggés linedris
Po = veoEo (5.161)
akkor p 1
% = (470272 le*eo|? (5.162)

Feladat: Szamoljuk ki a szérasi hataskeresztmetszetet egy e, relativ dielektromos allandéjui gomb esetén,
amennyiben a gomb R sugara joval kisebb mint a beesd fény hulldimhossza!

Megoldas: Az R < A feltétel miatt a dip6luskozelités alkalmazhatd, valamint a gdmbot érd gerjeszté elekt-
romos tér helyfiiggése elhanyagolhaté. Ekkor alapjan

Py = 47r60 R3E0 : (5.163)

T’

do ang [€r—1 S

A dip6lszéras egyik 6 jellegzetessége a ~ k? fiiggés, ami a frekvencia negyedik hatvanyéval valé névekedést
jelent. A masik 6 jellemzdje a szért teljesitmény irdnyfiiggése és a szért hulldm polarizdcidja. A polarizacids
vektorokat érdemes a kovetkezé mddon valasztani: eé =el =ak x % és ey) = eoL X R, ell = eoL x %X. Ahol k
a beees6 hulldm k hulldmszémvektordnak irdnydba mutaté egységvektor, és a normdalashoz o = 1/sin 6, ahol

0 a hullam eltériilésének szoge: %k = cosf. Valasztva egy olyan koordindtarendszert, ahol R|]z, kapjuk

ahonnan

X 0 sin 6 0 1 cosf
k=[0], =x=[ 0o |, et=e=[1], e=[0], €= o |, (5.165)
1 cos 0 0 —sind

eéeL =1, eée” =0, egeL 0, e”e” = cos 6,
(k x ef)(kx x et) = e(‘)‘e” = cosf, (kxej )(x x ell) = —ey)eJ‘ =0,
(kxel)(xxel)=—elet =0, (kxe )( el) = etet =1. (5.166)
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Ilyen moédon végiilis

oy, _ K 5 o
ol 0
i 1672 7
= ) 5.167
aQ 162 (5.167)
Vagyis a szorés soran a fenti médon vélasztott polarizacidk nem keverednek.
A kimend polarizaltsagot a kdvetkezo mennyiséggel jellemezziik:
do, _doj
() = -4 d2 5.168
= B (5.168)
ds) ds)

Nyilvén II(0) € [—1,1], ha II(#) = 1 akkor teljesen merdleges, ha II(#) = —1, akkor teljesen parhuzamos a
polarizaltsag.

Ha a bemend hullaim polarizdlatlan, vagyis azonos mennyiségben tartalmazza a kiilonb6z6 polarizaciok
jarulékat, akkor dtlagolnunk kell a kiilonbodzé polarizacick jarulékdara. A bejovd hullam fele-felerészben all
Ossze a kétféle polarizaciéju komponenshél, igy ekkor

dJ” B k4

aa - 327r272 cos® 6,
_ , 1
a0~ 3272 (5.169)

Ha a kimenetkor nem detektaljuk a polarizaciot, akkor

d do d k4
U_7||+ O'J__

= b 2(1 20 1
0" a0 T = sap) (LteosT0), (5.170)

a teljes hatdskeresztmetszet pedig

do  k*
= [dO—= = —~? 171
o /d 0= 6" (5.171)
mivel
2r 1 1 6
/dﬂ(l + cos® ) = /dgb/d(cos 0)(1 + cos? 0) = 27T/dl’(1 +2?) = % (5.172)
0 -1 -1

A dipdlszéras egy specidlis esete, amikor a fény egy m tomegii ¢ ponttoltésen (pl. elektronon) szérédik, és
a toltés mozgasat nemrelativisztikusan irhatjuk le. Ekkor a toltés gyorsulasa

a=LE,= LEye, (5.173)
m m

A Larmor-formula levezetésénél kapott ((5.149) eredményt hasznélva

E;. ot = %(a X )A() X X, (5.174)
ahonnan - ) 4
do r°E 1oq .
ao - Esgm = Tonamz (e eo)” (5.175)
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Ez a Thomson-szords hataskeresztmetszete; az egyiitthatoktol eltekintve a polarizaciétdél és a szogtol vald
fiiggése tipikus dipdlszérasnal felel meg. Amennyiben a széré centrum egy Q. ~ +1.6- 107 C elemi toltésii
részecske, ezt a formuldt érdemes atirni a kovetkezd alakba

do Ao

= a247r2 (e*eo)?, (5.176)
ahol )

oo e oL (5.177)

 dweghe 137
a finomszerkezeti allandd,

L 1
A= — (5.178)

pedig a részecske Compton hullaimhossza, aminek értéke az elektron esetén
Ae = 2.4263102367(11) - 1072 m.. (5.179)

A Thomson-széras formuldja abban az esetben érvényes, amikor a bees6 fény hullamhossza jéval nagyobb, mint
a Compton-hullamhossz (A > A.); ha ez nem teljestiil, a folyamatot a kvantumelektrodinamika mdédszereivel
kell leirni és Compton-szérasnak nevezziik.

5.5.3. Szoras tobb szdérocentrumon. Az alakfaktor

Tegyiik fel, hogy a fény nem egyetlen, hanem nagyszamu kisméreti szorécentrumon szérodik, amelyek pozicidja
x;. Ekkor ha a tér egy adott pontjdban pontjidban ki akarjuk szdmolni az ered6 szdrt térerdsséget, az egyes
szord centrumokbdl odaérkezé gombhullamok fazisfaktora eltérd

eik|x—x]- |

(4) ikx
Eszort x e !

(5.180)

x — x|

ahol az els6 faktor abbdl adddik, hogy a bees6 fény mindegyik szérécentrumhoz mas fazisban érkezik, a masodik
faktor pedig a szért hullamok altal megtett utakban jelentkezé kiillonbséget jelenti. Ha minden szérécentrum
egyébként tokéletesen egyforma, akkor

eik|x—x]-\

E(]) — Ceikxj

szort —

(5.181)

Ix — x]

ahol a C' amplitidé mindegyik centrumra egyforma. Tegyiik fel tovabba, hogy a teljes anyagdarab mérete
kicsi ahhoz a tavolsaghoz képest, ahonnan a szort fényt detektaljuk, ekkor az origdt az anyagdarabban felvéve
felirhatd, hogy

i, € FET3%) e ki, i(k—kR)x;
~ Ce™ ™ =C ] e I = Eissort(Xx)e g (5.182)

EU)

szort

ahol E1g,0r¢ egyetlen, az origdban elhelyezkedd szérécentrum altal keltett teret irja le. A teljes szért térerdsség
a detektélas x helyén
Eg. ot = Elszort(x)f(q) (5183)

ahol '
Flq)=) e o (5.184)
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és ¢ = kx — k a kimend6 és a bejové hullimszam kiilonbsége. Az iranyfiiggé F(q) faktor valdjaban a

szorécentrumok
p(x) = Z d(x —x;5) (5.185)
J

térbeli eloszldsanak Fourier transzformaltja:

F(q) = /d?’:vp(x)e_iqx (5.186)
Felhasznalva, hogy
do |r25520rt’ 2
I — 6 szor E 1
10 b és  Sszort X EZ, .4 (5.187)
azt kapjuk, hogy
do do
—=|-=] F(q). 5.188
- (i) @ (5,189
Az 4
F(q) = |F(q) =) e fabts— (5.189)
4.l

mennyiséget alakfaktornak nevezzitk. Osszegezve tehat: egy kozegen valé széraskor a szérési hatdskeresztmetszet
egy adott szorécentrum egyedi hatdskeresztmetszete szorozva a kozeg alakfaktoraval.

5.5.4. Széras gazon, slirliségingadozasokon és szabalyos kristalyon

Tegylik fel, hogy a szérécentrumok egyedi molekulak, amelyek joval kisebbek a bees6 fény hulldimhosszanél,
a molekuldris elektromos polarizalhatésag pedig ’ymollﬂ Ezzel (5.169)) alapjan

do | k4

doy _ dUH _ do |
aQ  32m2

|’Ymol’2|]:((l)’2, .F(q) = Z €_iqxj, d7(2 0052 Hdiﬁ (5190)
J

Géaz esetén a szordcentrumok véletlenszertien helyezkednek el, ezért a (5.189)) kifejezésben a j # [ jarulékok
kiatlagoljak egymast, ezért marad
Fl@l =N, (5.191)

ahol N a szérécentrumok szama. A térfogategységre szamolt szérasi hatdskeresztmetszet ezért

1do, KN

= h’mol‘za

1 doy 2

— =c
V dQ V dQ’
ahol N' = N/V a szérécentrumok siirfisége. Stir(ibb anyagban és nagyobb frekvencidkndl tehét er8sebben
szorodast latunk.

A teljes differencidlis hataskeresztmetszet illetve a polarizaltsig

1d k4
9 _ N\fymolIQ(l + cos? ) =

1do KN o d% I sin? 6
VdQ o 32r2

1672 [Ym| dQ’ (0) = 1+ cos26’

(5.193)

l. az abran. Lathatéan cosf = 0, azaz a bejovo iranyra merolegesen a legkisebb a szért fény intenzitésa,
és ott teljes a polarizaltsag.

5A tovébbiakban mindig feltételezziik, hogy a beesé hullim csupan elektromosan polarizélja a kozeg részecskéit, mignesesen
nem.
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1.0

0.8¢
0.41
4z
0.2 dQ
T1(6)
0.0 : :
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0
cos(6)
5.4. dbra. Polarizaltsag és differencialis hataskeresztmetszet szogfiiggése gazon vald széras esetén, az utdbbi
d

esetén a 0= 5(1 + cos? 0) fiiggvényt dbrazoltuk.

A teljes hataskeresztmetszet ((5.158)) az Osszes irdnyra Osszegzett differencidlis hatdskeresztmetszet, vagyis
a szért teljes intenzitds:

KN

1 1 do 2

Ezt kifejezhetjilk a torésmutatéval is, hiszen ritka gdzra e, = 1 + Nypor, és n = /&r & 14+ Nypma/2 (L
Clausius-Mosotti egyenlet, (2.144))), ezzel

2%kt

_ ek 2
a—?m/v,(n 1)7, (5.195)

ez a Rayleigh szords formuldja.
A térfogattal normaélt teljes szérédsi hataskeresztmetszet leirja a bees6 fény intenzitdsveszteségét: egy dAdx
térfogatu térelemre felirva az ott levo anyag altal kiszort Gsszteljesitményre felirhato

dPszort — 0
- )
She

(5.196)

ahol Sp. a bemend teljesitmény-aram. A Kkiszért Osszteljesitmény az eredeti hulldm intenzitasvesztesége:
dPs,ort = —dPy.. Mésrészt a térfogatelembe belépd teljesitmény Py, = dASp.. Emiatt
dln P, 0) —az

dPy.dA
;be = —0=—dAdxa = i =—a = Py~ be € . (5197)

Légkoron vald szorasra alkalmazva a fentieket

e a sz0rds eréssége ~ k*, ezért ha a szért fényt figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk domindlnak, vagyis
kék az ég

ha a fényforrast figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk egy része mar kiszorodott, vagyis a lemen6 Nap

fénye vordses

0 = m/2-nél, vagyis a Napra meréleges iranyban legkisebb a differenciélis szdérasi hataskeresztmetszet,
vagyis ott a legsotétebb (legmélyebb) az ég

itt teljesen polarizalt a fény, ebbdl a Nap irdnyat még akkor is meg lehet hatdrozni, ha nem latszik a
Nap.
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e ha a szérécentrumok siirlisége végtelenhez tartana, de a torésmutaté nem lenne 1, akkor oo — 0, vagyis
nem lenne szérds. Az ég kék szine tehdt az atomok létezésének kozvetett bizonyitéka.

A fenti gondolatmenet alkalmazhaté akkor is, ha a szdérécentrumot nem molekuldk alkotjék, hanem ho-
mogén anyag slriiségingadozdsai. A Clausius-Mosotti egyenlet kis stirtiségeknél érvényes alakjabol az atlagos
relativ dielektromos dllandé e, = 1 + N0, azaz az atlagos szuszceptibilitds xg = NYmer- A széras ennek
ingadozasain torténik:

oxe(x)  ON(x) 0N (x) ON (x)
N = oxe(x)=xg N - 2(n—1) N (5.198)

ahol az utolsé képletben a torésmutatét hasznaltuk fel. Ez azt jelenti, hogy a (5.190|) képletben a v, F(q)
kifejezés helyére a

dxe(q) = /dgxe_iqxéxpg(x) (5.199)
kifejezést kell helyettesiteni, igy
do K k*(n —1)2 ia(x—
T(;_ =352 16xe(q)® = 8(772/\/'2) /dgxdsye A=Y SN (x)6N (). (5.200)

Ha feltessziik, hogy egy Vp tartoményon til a stirfiség fluktudciok korreldlatlanok, akkor a (SN (x)dN(y))
statisztikus atlagra nullat kapunk, ha x —y € V. Emiatt a kettds integral kifejezésében az egyik koordinata
Vo-t, a mésik a teljes V térfogatot futja be. Legyen N = VN, ekkor

ldUJ_ . k4(n— 1)2
V dQ  872N2?

(6N?*) V. (5.201)

Statisztikus fizikdbdl lehet tudni, hogy <6N 2> = kpTON/Op, ahol p a kémiai potencidl. Termodinamikai
Osszefiiggésekbol pedig a derivalt atirhaté. Végilis azt kapjuk, hogy
(6N?) 10V

NV NkpT hol A 202
N NBﬁTv aho /BT VapTv (50)

az izoterm kompresszibilitas. Ezzel

ldo, Kk*(n—1)2 2k*(n — 1)2
— = kgT = ———kpTplr. 5.203
V dQ gz relhr, o e (5:203)
Ez a képlet igen hasonlit a Rayleigh-szérasbdl kapott (5.195]) képlethez. Masodrendii fazisatalakuldsnal fp —
00, ekkor tehat az anyag szérasi képessége jelentOsen feler6sodik. Ez a kritikus opaleszcencia jelensége.
Ha a szérécentrumok nem véletlenszertien helyezkednek el, akkor F(q) bonyolultabb struktirat mutat.
P1. k6bos kristalyracs esetén:

3
Xj=ay mnie;, n;=-Ni- N, (5.204)
=1

azaz egy (2N1 + 1) x (2N2 4+ 1) x (2N3 + 1) méretii racsot veszijnkﬂ Emiatt

. 2N;+1 .9 2N; +1
e 3 . 3 sin 5 gia ) sin B — gia
Flay=) e =[[Y e =[] —Fa— = Fa=1Faf=]]——% — 6205
j i=1 ny i=1 S =5~ i=1 S5

6 Annak, hogy a récs méretei paratlanok, az eredmény szempontjibdl nincs jelentésége, csak a szdmolast egyszertisiti.
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mivel

. 2N +1
sin qa

N
I (5.206)
n=—N S1n ?
Az F(q) alakfaktor majdnem minden g-ra O(1), vagyis térfogattal osztva eltiinik a végtelen térfogati limesz-
ben. Kivételt képeznek azok a helyek, ahol
_ 2 El

qi , ahol ;€ N (Bragg-feltétel) = ¢4 =1 = F(q)= N2 (5.207)
a

Az erdsités helyeit figyelve az anyag szerkezetére kovetkeztethetiink (rontgenkrisztallografia).

5.6. Relativisztikus formalizmus

5.6.1. El6zmények

A specidlis relativitdaselmélet gyokerei szoros Osszefiiggésben vannak az elektrodinamikédval. A Maxwell egyen-
letek hatalmas sikernek lettek elkonyvelve, mivel 0sszekototték az elektromossagot, a magnességet és az op-
tikat. Mivel a fizika korabbi térténete soran hullamok mindig valamilyen kozeg segitségével terjedtek, logikus
feltételezés volt, hogy az elektromagneses hullamok is egy addig felfedezetlen ,éternek” nevezett kozegben
terjednek, ami sziikség szerint az tér minden pontjan jelen van.

FEz az éter éles kiilonbséget tett az elektromdgneses jelenségek és a fizika tobbi része kozott, ugyanis
jol ismert volt, hogy a mechanika torvényei azonosak egymdshoz képest allandé sebességgel mozgd koor-
dindtarendszerekben, vagyis Galilei transzformécidk alatt invaridnsak. A hulldmegyenletekre azonban ez nem
igaz. Hanghulldmok esetén példaul csak a levegovel egylitt mozgd koordinatarendszerben teljesiilnek.

Az ellentmondés felolddsdra hédrom lehetdség volt:

1. A Maxwell-egyenletek nem korrektek, létezik egy pontosabb leirds ami invarians a Galilei transzformacidkra.

2. A klasszikus mechanikdara érvényes a Galilei transzformécié, de létezik egy kitlintetett koordinatarendszer,
amiben az éter nyugalomban van.

3. Létezik egy kozos relativitas elmélet a klasszikus mechanikara és az elektrodinamikara, de ez nem a
Galilei relativitdas. Ebbdl az is kovetkezne, hogy a klasszikus mechanikat modositani kell.

Az els§ lehet6ség a Maxwell-egyenletek hatalmas sikere miatt nagyon valésziniitlennek tiint. A legtobb
fizikus el6szor a masodik lehetGséget fogadta el. Ennek bizonyitdsaként Michelson és Morley megprobaltak
megmérni a fold relativ sebességét az éter nyugalmi rendszeréhez képest, azonban nem jartak sikerrel az éter
kimutatasaban. Einstein igy a harmadik lehetdséget vette alapul és megalkotta a specidlis relativitaselméletet.

5.6.2. Négyes vektorok

Vezessiik be a nulladik térkoordinatat z° = ¢t médon, vagyis az id6t azzal a tavolsaggal mérjiik, amit a fény
egységnyi id6 alatt megtesz. Ekkor egy eseményt egy négyesvektorral jellemezhetiink

o = (ct,x). (5.208)

Az indexet feliilre tessziik, és kontravaridns koordindtéknak nevezziik. A négyesvektor szerinti parcialis de-
rivalds Lo 8

o,=|-= . 5.209

a (c ot’ (996") ’ ( )
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a derivalds indexe alul van, ezek a kovaridns vektorok. Az integrélas

/ dz =c / dtd>x. (5.210)

Vektorok skaldris szorzatahoz egy metrikus tenzort vezetiink be. A motivacié az, hogy az elektrodinamikaban
a hulldmegyenletben a [0 = A — 97 /c? differencidloperator jelenik meg:

g = diag(1l,-1,-1,-1) = a-b=ad"gub", a,=gua",

(5.211)
" = (g7 = diag(1,-1,-1,-1), a* = g"a,. (5.212)

Komponensekben kiirva tehat
a-b=a"%’—ab = 0,0"=07/*—-A=-0O, 2 =2 —x2 (5.213)

Ez azt jelenti, hogy nem csak a nullvektor hossza nulla, hanem minden r = ct pontra igaz ez, azaz a fénykup
elemeire. Az origébél fénysebességnél kisebb atlagsebességgel elérhetd eseményeknél r = vt, azaz 22 = (c® —
v2)t2 > 0, ezek az iddszerii események. Ha z2 < 0, akkor térszerii eseményekrdl beszéliink.

A térkoordinataknak megfelelGen az elektrodinamika mennyiségeit is négyesvektorokba rendezhetjiik. Egy
tomegpont esetén a toltésstlirliség o = ¢d(x — ~v(t)), mig az dramsiiriiség J = qud(x — ~v(t)). Mivel v; = &;, ez
azt sugallja, hogy érdemes

JH = (co,J) (5.214)

modon definidlni a négyes aramstriséget. Ekkor a kontinuitdsi egyenlet
1 )
0= 0+ 0iJi = —0i(co) + 0:T" = 0,T", (5.215)

a négyesdivergencia eltinését jelenti.
A skalar- és vektorpotencial sztatikus ponttoltés esetén a toltésbol és drambdl ugyanolyan moédon all eld,
de az egyiket 1/eg, a méasikat pg szorozza, emiatt ®/c és A azonos dimenzidju:

d c v
. 471'5067“ - Zgrqr ’ A= l:f:r ' (5:216)
Emiatt a négyespotencial definiciéja
At — (%@, A). (5.217)
Hogy a Maxwell-egyenleteket le tudjuk {rni, bevezetjiik a térerdsség-tenzort:
Fr =9l A” — 0" A+, W = — YK, (5.218)

Mivel

. . : . . 1
Ei = —0;® — 01 A; = —0;cA® — cOp A" = —c(0°A' — 9’ A%) = —cF" = FY%—=__F,
c
e DA = e AR = Lo (AR gF i) — Lo ik TR
B, = €ijk0j A = —€ijk A" = 28ij( A A ) = 2EZJkF = FY = 5zjkBk- (5.219)
Vagyis a fels indexes térerdsség-tenzor komponenseinek jelentése
0 —El/C—EQ/C—Eg/C
Ei/c 0 —Bs B
EQ/C B3 0 —B1
E3/C —Bs B, 0

FM = (5.220)
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A Maxwell egyenletek egy része a térerdsségtenzor derivaltjaival van kapcsolatban:

, 1 1
0, M0 = 9 = 29, = =2 = 11y J°
c c e
. , g 1 .
O = 9o F" + 9;FI" = =5 0B + €50, By = o J ", (5.221)
vagyis Osszefoglalva
O™ = poJ”. (5.222)
A t6bbi Maxwell egyenlet valéjaban azonossag: vezessiik be a dualis térerdsség-tenzort:
~ 1
FI = Sel"® Fy,  ahol e — 1, (5.223)
és teljesen antiszimmetrikus, azaz minden indexpar cseréjére jelet valt. Emiatt e#¥¢7 = —g%#¥2 A harom

dimenziés Levi-Civita szimbélummal valé kapcsolata e07% = €ijk- A dudlis kapcsolat

. 1 .. 1 1~ ~
FO = §€OZ]kF}k = §E¢jk(—€jk535) =-Bi=-"E = E=cB
1 g 1 - -
FY = 5 (z’:‘UkOFkO + EUOkFQk> = EfijkEk = _5ijkBk = CBk = —Ek. (5.224)
A dualis térerdsségtenzor négyesderivaltja automatikusan nulla, hiszen:
~ 1
O FM = §eﬂ”ggau(agAa — 0,A,) =0, (5.225)
ami egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix szorzata. Ezen egyenletek jelentése
200 _ Lo iojk 1 :
O#F = 5316 ij = §ai(—5ijk)(—€jkng) = leB,
- .y -1 . 1 ) g 1 1
8HF‘L” = aQFOZ + 8jFﬂ = 58050Uijk + 58]- (6JZOkF0k + EjZkOFk()) = ?Catéijk(—sjkng) + Eaja?jikEk =
1
c

= [0:B; + (rot E);] . (5.226)
Vagyis ez a két egyenlet a térerGsség-tenzor szintjén nem egyenlet, hanem azonossag. Visszafelé gondolkodva
pont ez a két egyenlet tette lehet6vé a skaldr- illetve vektorpotencial bevezetését.

A Maxwell-egyenletek tehat relativisztikus formalizmusban:

O™ =0, 9 F"™ = ppJ". (5.227)

Ha a maésodik egyenletbe beirjuk F*¥ definiciéjat:
O F" = 0,0"'A” — 0" (0, A") = o J”. (5.228)

Koénnyen belathato, hogy a Lorentz-mérték (5.34)) feltétele relativisztikus formalizmusban 9, A* = 0, vagyis
ekkor a baloldal masodik tagja eltiinik. Igy a potencidlokra érvényes Maxwell-egyenlet:

8," A = —OA” = poJ" (5.229)
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5.6.3. Lorentz-transzformaciok

A Maxwell-egyenleteket tehat sikeriilt atfogalmazni olyan alakba, amely kizardlag négyes skalarszorzatokat
tartalmaz. Emiatt a Maxwell-egyenletek alakja valtozatlan marad akkor, ha olyan transzformaéaciét haj-
tunk végre a négyesvektorokon illetve -tenzorokon, amelyek a négyes skalarszorzatot invaridansan hagyjak.
Emlékeztetoll: a harmas skalar szorzatot invaridnsan hagyo transzformécidk a forgatasok. Lehet tehat ezeket
a transzformadciokat altaldnositott forgatasokként felfogni, ahol az idé komponenst is ,,forgatjuk”. A kiilénbség
a skalar szorzat tér és id6 komponensei k6zott az eléjelben van.

Keressiik tehat a négyesvektorok olyan linedris transzformaciéit

a' =Ara”, Yat (5.230)
amelyre a négyes skalaris szorzat invaridns marad:
Va,b ad-bt=ab = Aff/a”guu/Aff//,b”/ = a"b g, (5.231)
Ha ez minden a, b-re teljesiil, akkor
AN G = G- (5.232)

Ezeket hivjuk Lorentz-transzformdcidknak. A pont azért kell, mert nem mindegy, hogy melyik az elsé és
melyik a masodik index. Néhany formula:

a, = ANa,,  AYAY =6, (A, =AY (5.233)
A helyvektor négyesvektor, igy ennek transzformécidja
0 0 oz¥ _
=N = 0= g = g g — A= A, (5.234)
vagyis a derivalas valéban kovaridans vektorként transzformalodik.

A mez6k transzformécidja: a transzformdlt mezé a transzformdlt helyen az eredeti mezé elforgatottja,
amelyet a régi helyen kell venni — 1. forgatds példaja. Pl:

A(x) = AA(z) = A(z)=AAN2). (5.235)

Ha taldlunk ilyen métrixot, akkor minden négyes skalaris szorzattal megfogalmazhaté egyenlet ugyan-
olyan alaki lesz a transzformacié utan is. Hogy ezt jobban lassuk, nézziik meg a Maxwell-egyenletek transz-
formécidjat. A térerdsség-tenzor transzforméacidja

F'™ (') = 9" A" (@) = 0" A" (2)) = A5, N, Y (). (5.236)
Ha az aramsiiriséget is négyesvektorként transzformaljuk, akkor
O, F" () = A 0 AN, F () = N, 0,0 F*Y () = Ao T () = poJ" (a), (5.237)

vagyis a transzformalt térerésség-tenzor transzforméalt koordinatak szerinti derivaltja a transzformalt aramsiiriiséget
adja meg. Az elektrodinamika tehat invaridns a Lorentz-transzformécidkkal szemben.
A Lorentz-transzformécié matrixa 4 x 4-es valés métrix, azaz 16 paraméteres. A definidl6 egyenlete ([5.232))
4 x 4-es szimmetrikus matrix nulla voltat kdveteli meg, ami 10 megkotést jelent. A Lorentz transzformaciok
tehat 6 paramétertdl fiiggnek.
Jeloljik 0 o o o
041 Aoy
v A% A A% A%
A% A% AY A

= gATgA=1. (5.238)
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Ennek specialis példaja, ha AQ =1, A% = Al =0, és Afj = Oy}, azaz

10 T 10\/10 1 0 10 T
/\_#_ A /\_ — — —
~”_(00) - 9 _(00T> <00>_<00T0>_<01> - 00=1L (5.239)

Ez azt jelenti, hogy O ortogonalis matrix, azaz forgatast ir le. 3D-s forgatdasnak 3 paramétere van, ez a
Lorentz-transzforméciék 6 paraméterébdl 3.
Masik specialis Lorentz transzformacio:

A% A% 00
AL AL 00

- 041

A* o 6 10 (5.240)
0 001

Elég a fels6é almatrixra koncentralni, erre (5.232)) megkotés:

gATgA — < AOO _A10> (AOO AOI) — < (A00)2 - (A10)2 AOOAOI _A10A11> — <1 0> , (5241)

—A% Ah Ay AL —AQAY +ARAL (Ah)? - (A%)? 01
azaz,
(AL)? = (A%)?=1 = Al =coshij, A% =sinh7
AGAY —AYAL = tanhp=tanhy = n=1. (5.242)
Emiatt ‘
po_ coshn sinhn
A ( sinhn coshn /- (5.243)
Hogy ennek fizikai jelentését megtalaljuk, alkalmazzuk a helyvektorra:
20 = coshna® + sinhn z!, o coshn ! + sinhn 20, (5.244)
A vesszOs rendszer origdjanak egyenlete az eredeti rendszerben: z’ = 0, azaz
a:’le:coshn:z—i—sinhnct = x=—ctanhnt = tanhn:—g:—ﬁ. (5.245)
c

Emiatt az n paraméter a mozg6 vonatkoztatéasi rendszerre valé attérésnél a mozgoé rendszer sebességével van
kapcsolatban — emiatt neve rapiditds. A fenti példa az x iranyban mozgo6 rendszerre valé attérést jelentette,
hasonlé médon az y illetve z irdnyba vald attérést is meg lehet tenni: ez a Lorentz transzformacidk tjabb 3
paraméterét adjak. A Lorentz transzforméciok 6 paramétere tehat: 3 forgatas és 3 ,,boost”.

Mivel

1 1 h —
coshn = =, sinhn:mn—n:—%@ = Aff,:< 7 ﬂfy).

\/l—tanh277_ V1—v2/c2 v/1 —tanh?7p =By
(5.246)
Nézziik meg kiilonb6z6 négyesvektorok transzformaciéjat: a helyvektor esetén
t— 2 — vt
" = (ct,z) = t'= _tovaje =2 (5.247)

V1—02/c V1—0v2/c
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Az dramsiirtiség esetén

—vJ/c? J—
Tr= (o)) = o= g Tzve (5.248)

S N
A négyespotencialok esetén

_ _ 2
A (Do) = o —2ZvA AP/ (5.249)

N N

A térerGsség-tenzor tenzorként transzformalédik
F'M = AP AV PR (5.250)
.,LL/ % . .
A kiilénb6z6 komponensek transzformaécidja:

F/Ol _ AO Al /F’u v AO Al FOI +AO Al FIO (COSh2 sinh2 T])FOI — FOI

F/Oz‘i>1 — A?M,A?V/Fu v AF);MF# (- COShnFOZ +sinh T]Fli
F'Y| o = AL AL PR = AL PHT = sinhnFY + coshpF"
FI% = N AL P = (5.251)

Az elektromégneses térrel megfogalmazva

E — B B — FEy —vB3 r_ Es+vBy
! T V1—=02/c s V1—v2/c?
By 4+ vE3/c? B3 —vEy/c?
B, =B;, B)= By + vk /e B = Bs —vBy/c (5.252)

T—v2/c2’ 3 -2/
5.6.4. Szabad relativisztikus részecske

Einstein arra mutatott ra, hogy ha egy tomegpont kélcsonhat az elektromégneses térrel, akkor ott is a Lorentz-
transzformaciokat kell haszndlni a mozgd vonatkoztatasi rendszerre valo attérésnél. A mozgasegyenleteknek
relativisztikusan kovaridnsnak kell lenniiik.

El6szor azt allapitsuk meg, hogy egy részecske palydja mentén milyen invaridansok illetve négyesvektorok
definialhatok, hiszen ezek hasznalhatok egy kovaridns mozgdsegyenlet felirasdhoz. A palya a négyes térben
vH(s) = (ct(s),x(s)) alakid, ahol s a paraméter. A pélya ivhossza, illetve az ebbdl definidlt sajatido

m
CT—/ dv d’m (5.253)

egy skaldrszorzatot tartalmaz, vagyis relativisztikusan invaridns. Az id6vel paraméterezve a palyat v*(t) =
(ct,x(t)), azaz

t2
2
- /dt 1- 2—2 = ~dr = dt. (5.254)
t1

Kovaridns mennyiség a négyessebesség — szokdsosan normalni szoktdk c-vel

1 dq/“ v
mo_ z -
ut=— =~(1, c) = v, =1 (5.255)
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Az impulzus p = mw, ahol most m a részecske (nyugalmi) tomege. Ennek relativisztikusan invaridns
négyesvektor megfelelGje tehat:

P* = mcut. (5.256)
Ez szintén négyesvektor, a nulladik komponensének jelentését a v < ¢ limeszbdl lehet leolvasni:
mc 1 mu? &
Pl — == 2 = pP'== &= 2 5.257
o <mc + 5 + > = yme®, ( )

ahol & a részecske energidja. Az energia és impulzus négyesvektort képez tehdt
52
Pt = (E/c,p) = v(me, mv), P2 =m?? = 2 p° = &2=p*t+mh (5.258)

A mozgéasegyenlet tiszta elektromos térben az volt, hogy 0;p = ¢E. Ennek relativisztikus kiterjesztéséhez
vegyiik figyelembe, hogy E; = cF* = cFOug /v, és a 0; = 0, /v, vagyis:

;_(mu“) = qF"u,,. (5.259)

A térszert indexekre

0 v , , - E; "y
5 <m7ﬁ> = qF"u, = qF"%ug + qFu; = q?lv + q(—sijkBk)(—vf) = %q (Ei +eijkvjBr),  (5.260)
atrendezve

8, (mv) = ¢(E + v x B). (5.261)

Vagyis a jobb oldalon megkapjuk a Lorentz erdt, mint a Coulomb-er§ relativisztikus kiterjesztését.
Az id6szerti indexre

3(m7)_ 0i, _ E; Uiy 2\ _
—5 = qF™"u; = q - (—7;) = C—2qE’v =  Oy(mrc®) = € = qEw, (5.262)

ami az energia valtozasat irja le.
A mozgésegyenletet energia-impulzus mérlegegyenlet forméjaban is irhatjuk. Témegpontra ugyanis v J* =
~v(ge, qu) = cut, ezért

1 1 1 ,
Oument) = FI"J, = - P, F = — -0, [—FWF_QV + 9" P Fo | (5.263)

Ez utébbi formula bizonyitasahoz

F,00F™ = (9,4, — 8,A,)(0°0" A” — 929" AM) =
= (020" A")(0,A,) — (%0 AV)(D, Ag) — (090" A)(D,A,) + (990" A")(D, Ag) =
= (990" AY)(8,A,) — (920" AV)(9,A,), (5.264)

hiszen a ¢ — v indexcserére a kozépso sor utolsd két tagja egyméasba megy at. Masrészt

O(FY ) = 90" AV — 8V AY) (8, Ay — Dy A,) = 201[(8 A) (D, A,) — (8" AY) (D, A,)] =
= 4[(8"0" A (9, A) — (910 AV ) (D, A)]. (5.265)

Emiatt 4F,,0°F* = O*(F*'F,,), azaz

1 / 1 /
Oy [~FMFS + 10" F™ Fypp | = —FM0,F — Fpu02 " + 20" (F" Fypp) = —F0,F8. (5.266)

80



A (5.263)) egyenletet atirva
1 1 /
O P! 4+ 0,T%" =0, ahol T = — |—FFF¢ 4 Zg“QFW F., (5.267)
Ho

vagy komponensekben kifrva
, 1 . g
H(E+TY) +0i(cT®) =0,  d(p;i +=-T") + 0,7 = 0. (5.268)
c

Ennek értelmezése: a mechanikai és az elektromagneses tér osszes energidjara illetve impulzusara mérlegegyenlet
vonatkozik. T neve energia-impulzus tenzor, komponenseinek jelentése pedig: T° = w energiastiriiség,

S; = cT™ az energia-dramsfirtiség, g; = T% /c az impulzusstiriiség és T% az impulzus-dramsiiriiség (Maxwell-

féle fesziiltségtenzor). A térerdsségekkel kifejezve:

—F"'F,,=— [2FYFy; + FVF;;] = — |- E? + B? 5.269
4#0 12% 4/J,() [ 0i + z]] 2/,1,0 |: 2 + s ( )
ezért
1 , 1 1 1
TOO - [_FOZF?} N |:_2E2 + BQ:| — @EQ + 732
1o ' 20 [ ¢ 2 2410
. . 1 . 1 1
T% =T" = ——FYF%, = —Eje;;,B, = —(E x H);
Ho CHo c
i = L [_popi _pepi) - Lol gl 1(ED + BH)j;; — (E;D; + B;H;), (5.270)
Lo .0 k 2:“’0 Cz 2 () =] 15277 :

megegyeznek a kordabban kapott (5.44), (5.45), (5.55)) és (5.58) eredményekkel. Mivel az energia-impuzus
tenzor szimmetrikus: TH = TV, ezért S = c?g természetes médon teljesiil.

5.6.5. Relativisztikus Larmor-formula

Nemrelativisztikus kozelitésben gyorsuld toltés dltal kisugarzott teljesitményt a Larmor formula adja
meg:
o dE . qu2 2
a2
A bal oldal itt relativisztikusan invarians, hiszen allé rendszerben cP* = (E,0) és a* = (ct,0), vagyis mozgd
rendszerben

ha v (5.271)

dE' dE
- dt’
a teljesitmény minden mozgd megfigyel szaméra ugyanaz, mint az allé rendszerben. A jobb oldal a Larmor-
képletben azonban nem relativisztikusan invaridns. Viszont a v — 0 limeszt ismerve invaridnssa tehetjik.
Ehhez el6szor a négyesgyorsulas képletét vezetjik le:

_ %t d dry

o = =5 = - (ye,v) = (e v) 2 +9%(0,a), (5.273)

E =~E, t =t (5.272)

ahol a = dv/dt harmasgyorsulds. Mivel dvy/dt = v3va/c?, ezért
at = (74ﬁa,fy4,8(,8a) + fy2a) . (5.274)
All6 koordinatarendszerben a# — (0, a), azaz

ata, — —a?, (5.275)
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vagyis megtalaltuk a a? relativisztikus kiterjesztését. Ezzel a relativisztikus Larmor formula:

- 627222 ata,. (5.276)
Sebességekkel és gyorsuldsokkal kifejezve:
—ata, = v*a® +7%(Ba)? = 15 (a® — (B x a)?). (5.277)
Ezzel tehat 72
P= 67222 +5(a2 — (B x a)?). (5.278)

Kifejezhetjiik az impulzussal is a kisugdrzott teljesitményt: mivel p* = mcut, ezért

2

ot = c%” = Lopt = ot =g |@0w) - c%(atg)Q . (5.279)
Figyelembe véve, hogy p? = pupt = m2c?, azaz £ = p?c? + m?c?, azaz
EOE = Ppdp = OE = CQ’?” . (5.280)
ezt visszairva
= L oy - SEGPE] - L OB 2oy SO (5.281)
Tovébbé ve = P, tehdt
-2 [Z;(atp)g _ 62(12921517)2] _ 7;;2 [p2(0:p)* — (pOip)?] = (p22%f)2' (5.282)
Vagyis végiil alapjan o .
p= 67”317‘1262 [(at )2 + (”;2;2”) (5.283)

Szinkrotron sugarzas

Specidlis esetként vizsgdljuk meg a korpalydn mozgd test esetét. Ekkor v 1 a. A test akkor is gyorsul, ha
egyenletes sebességgel mozog a korpélyan, ez a szinkrotronsugdrzds. Legyen a gorbiileti sugar r, ekkor

5 w4,r,2 B 5464

1
2 2
vxa=va = a° —(Bxa)=-—=a" = = —. 5.284
( L o (5.284)
Ezzel 5 5
Zog-c 4
P= . 5.285

Ezt az egyenletet felirhatjuk a részecske impulzusdval is, hiszen & = m~yc? és 8 = pc/E miatt By = p/(mc):

Toa2c? 4 e Zog2c2 4
pP= Oqc(p>—>0qc<g>, (5.286)

6mr2 \mc 6mr2 \ mc?

82



ahol az utols6 alak az ultrarelativisztikus sebességekre vonatkozik. Egy fordulat alatt elszenvedett veszteség
energidban az ultrarelativisztikus tartomanyban (7" ~ 27r/c):

2 4
5 = PT = Z‘;‘i < <mgc2> . (5.287)

Ez igen nagy lehet, kiilondsen, ha m kicsi. A CERN LEP2 gyorsitéjaban £€ =~ 60GeV energids elektron-
nyaldbnal £/mc? = 1.2 - 10%, ezzel fordulatonként 300M eV veszteség volt — valdjaban ez a legfontosabb ok,
hogy miért nem érdemes nagyobb energids elektron-pozitron szinkrotront épiteni.

0E csokkentéséhez adott energia mellett vagy nagyobb sugar kell, vagy nagyobb m. Emiatt a mai gyorsitok
mér hatalmas méretiiek (CERN: 27 km-es (kb 4.3 km sugard) gytirii), és elektron helyett protonokat vagy
nehézionokat gyorsitanak (LHC). Ekkor a sugdrzasi veszteség (me/m,)* ~ 6-10714 faktorral kisebb, dltaldban
elhanyagolhato.

Lehet, hogy a sugédrzast akarjuk haszndlni, pl. anyagvizsgalatra, ekkor éppen a sugarzasi veszteség novelése
a cél, mint pl. a grenoble-i European Synchrotron Radiation Facility laboratériuméban. Ehhez az elektron-
nyaldbot hullamz6 palyéra kényszeritik (undulator/wiggler).

Linearis gyorsito
Linedris gyorsitéban v||a, azaz p||0yp, vagyis egy-dimenzids mozgasrdl van sz6. Ekkor v X a = 0, azaz
P=_"—"—(0p)* (5.288)

Mekkora a kisugarzott teljesitmény a részecske energiajanak egységnyi idébeli névekedéséhez képest? Fel-
hasznélva, hogy a kiilsé er6 munkaja oyp = F = d€/dx = 0,&:

P Zoq® (0:€)? Zog® 1dE dE . & 6w
— = = - = hol E=— =——1. 5.289
0E  6mm2c2 9,€ 6mm2c2 v de  dz’ ano me2 * Z0q? . ( )
Definidlva a részecske toltéssugarat olyan médon, hogy
2
q 2
= 5.290
47 E0T0 me ( )
az adddik, hogy T = 237%. Felhasznalva még azt, hogy az energia novekedése a gyorsitd térerdsség miatt van,
beirhatjuk ~
d& d€ 2roq
— =gqF — = . 5.291
dr ¢ dz  3Bmc? ( )

Nagy gyorsité tereknél S hamar 1 koriili lesz. Vagyis a kisugdrzott teljesitmény akkor Osszemérheté a
gyorsitd teljesitménnyel, ha dx ~ rg tédvolsdgon a részecske energidja a nyugalmi energidjiaval novekszik,

ami térerésséggel kifejezve

mc2

E~—. (5.292)
roq

Elektronra kiszdmolva (¢ = 1.6 - 1071°C, m = 9.1 - 1073'kg, ¢ = 2.99 - 103m/s): ro ~ 1.88 - 10~®m. A proton
mérete R, = 0.88 - 1015, vagyis a jobb oldal rq ~ 2.14 R, ez megfelel az atommagok jellemz6é méretének
is. Az elektron sajat tomegének megfelel energia 5.11 - 10° V gyorsité fesziiltség soran keletkezik, vagyis
ekkora fesziiltségesés lenne sziikséges atommagnyi méreteken — ez rendkiviil nagy! A megfelel§ térerGsség
E ~5-10°V/2.14R, ~ 2.7-10°°V/m. A ma elérhet§ legnagyobb térerésségek rovid impulzusi lézerekben
~ 102 V/m nagysagrendiiek, ez még messze a kivant nagysagrend alatt marad. Emiatt a sugdrzési veszteség
linearis gyorsitas esetén mindig elhanyagolhaté.
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Maésrészt ekkora térerésségek esetén més érdekes jelenségek bekovetkezésére is szamithatunk. A kvantum-
mechanika elvei szerint a vakuumban rovid idére részecske-antirészecske parok keletkeznek, az ilyen allapotok
élettartamanak becslésére a AET ~ h relaciét lehet hasznalni, ahol i a Planck-allandé, és AE = 2mc?
egy részecskepar energiaja. Ezen 0Osszefliggés kissé pongyola, de szemléletes értelmezése, hogy rovid idére a
vakuumtol , koleson lehet venni” energiat, de azt 7 id6 utan vissza kell adni. A visszaadds normal esetben
a részecske-antirészecske par annihildciéjaval, megsemmisiilésével torténik. Azonban nagy elektromos terek
esetén a rendelkezésre all6 T id6 alatt a részecskék gyorsulnak, energiat nyernek. Ha ez az energia elegendo a
,koOlcson fedezetére”, a részecske és antirészecske nem kell megsemmisiiljon, hanem tavozik, és megfigyelhetd
lesz. Nagy térer6sségeknél tehat a vakuum nem stabil, hanem ,elbomlik” spontan parkeltés segitségével: ez
a Schwinger-effektus.

Becsiiljiik meg a sziikséges térerdsséget elektronra! Ehhez vegyiik figyelembe, hogy E térerdsség T idd
alatt, relativisztikus sebességekkel szdmolva eFcr energidt képes adni, most e az elemi toltés, az elektron

toltése. A sziikséges feltétel tehat

h
ome? = eEer = L S .
mc

A megjelend ch helyett érdemes behozni az

e? 1
a= N —
dmweghe 137

finomszerkezeti allandot, ezzel
2 1
€ 2
ch = = —r.mc”,
dregar  «

tehat a vakuumbdl torténd parkeltéshez sziikséges térerosség nagyjabol

2
E~a—, (5.293)
Toq

ez a = % faktorral kisebb, mint ami a linedris gyorsitas sugarzasi veszteségének jelentéssé valdsahoz. Ez azt
jelenti, hogy a sugarzasi veszteség szamottevové valashoz sziikséges térerdsséget nem lehet létrehozni; analdg
modon a szigetel6k elektron-lyuk keltéssel torténé elektromos atiitésével, egy kritikus térerésség felett maga a
vakuum is ,atiit” (azaz kisiilési lavina indul el benne, ami ebben az esetben elektron-pozitron parokbdl all).
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A. figgelék

Matematika

Matematikai megfogalmazas (els6 verzid, késébb tdjra elévessziik): a mezd egy U : R" — R™ leképezés. A
mezé valéjaban a fiiggvény fogalmanak kiterjesztése, hiszen ha n = m = 1, akkor U : R — R, 1D fiiggvény.
Az elektrodinamikaban az alaptér R® = {(x)} fizikai tér (az id6 csak egy paraméter; késébb atfogalmazunk
majd mindent téridére). Az m értéke lehet

e m = 1: skaldrtér, a tér minden pontjdhoz egy valés szdmot rendeliink, x — ®(x) (pl. hémérséklet-
eloszlas, elektromos potencial)

e m = 3: vektor-mezd, minden ponthoz egy 3D vektort rendeliink x — E(x) (pl. sebesség-eloszlés
aramlasndl, elektromos tér).

Komponensek: R"-ben a Descartes bézist jeloljik e;-vel. Ebben a bézisban kifejtheté minden x € R"™
vektor: igy pl. x = >, z;e;. A szummdt ezentil el fogjuk hagyni, ismétlédé indexek automatikusan
Osszegzést jelentenek. Ne felejtsiik azonban el, hogy a komponenseknek énmagukban nincs jelentésiik, csupan
a bazis megadasaval egyiitt értelmesek.

R”-ben mindig adott egy skaldarszorzat R™ x R” — R. A Descartes-bdazis erre a skalarszorzatra nézve
ortonormalt: e;e; = d;;. Emiatt a Descartes komponensekkel kifejezve u,v € R"-re u-v = Z?:l U; V5.

Tenzorszorzat: u € R™ és v € R"™ diadikus (tenzor) szorzata u ® v € R™", amely linearis mindkét
komponensében. Emiatt R™"-en bézist alkot {e; ® e;|li =1...n, j = 1...m}; ebben a bézisban a diadikus
szorzat komponensei u;v;.

Az 1D flggvényeknél megszokott fogalmakat kiterjeszthetjiik a mezékre is, megfelel¢ atfogalmazassal.
MezOk Osszege, szammal valé szorzata magatdl értetddik.

A.1. Mezok derivaltja

def.: U : R® — R™ mez6 derivéltja VU : R® — R™" mez0, egy adott pontban komponensekben kifejezve

VU (x) = 0;Uj(x) = gg] yaholi=1,...n,j=1...m,

X

ahol 0/0x; jelentése: csak az i. komponens valtozik, a tobbi allandé marad. Jelentése: U megvéltozasa, ha
X — X + a pontba megyiink:
5Uj:Uj(X+a)*Uj(X)=aiain, (Al)

Példak:

d,
e n=m=1esetén Vf = d—f kozonséges derivalt.
x
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0P
8.%1'

a iranyban 0® = a grad ®. Emiatt grad ®-re merdleges irdnyban vannak az ekvipotencialis feliiletek,
maga grad ® a legnagyobb valtozas iranyaba mutat.

= grad ®, neve: @ gradiense. ® megvaltozasa

n = 3, m = 1 skalartér esetén V& — 0, =

e n =m = 3, ekkor a derivélt egy kétindexes mennyiség VU — 0;U;. Ennek specidlis véltozatai:

— divU = 9;U; skalarmezd, U divergencidja

— 1ot U =V x U = €4;,0;U}, vektormez6, U rotéciéjaﬂ

divgrad ® = Ad, Laplace operator. Komponensekben kifejezve AP = 0,;0;P.

[I‘Ot rot U]i = e’-:ijkEkzmajagUm = 8,~8jUj — 8]'8]‘[]2' =graddivU — AU.

divrot U = 0;6j40;Uy, = 0, valamint [rot grad ®]; = €;,0;0,® = 0.

A.2. Mezok integralja

Az 1D fliggvények integraljat is kiterjeszthetjiik mezékre. Ehhez definialjuk

e gorbe: R D I — R3 fiiggvény, komponensekben s;(7). Ertelmezése: a gorbét paraméterezziik valds

ds.
szammal. Gorbe érintéje egy adott pontban diz
T
o feliilet: R? D A — R3 fiiggvény, komponensekben f;(u,v). Egy feliiletnek két érintévektora van,
df; dj
ezeket a (sz és di vektorok feszitik ki. A feliilet normaélisa meréleges a feliilet Gsszes érintévektorara:
) v

df; d
N; = 5”’“%%’ a felillet normélis egységvektora n = N/N. A feliilet-elem df; = N;dudv = n;da.

Ennek da nagysaga az f, = f(u+du,v) — f(u,v) és a f, = f(u, v+ dv) — f(u, v) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriilete; valéban, ez a felilet f, f, sin¢ = |f, x £,|. Ez, du-ban és dv-ben els6é rendben
megegyezik a fenti kifejezéssel.
Gorbén vett integral
-

Jasv) = [ et viso. (A.2)

Més paraméterezést vélasztva 7(t) dttéréssel:

/d B u(sr)) = /dt‘f;c;?ﬁwsﬁ(t))) //dt‘f;U( (1), (A-3)

azaz paraméterezés-fliggetlen.
Feliiletre vett integrél

/f df.U / dudvswszj flf’“ U(f(u,0)). (A4)

Errol szintén konnyen belathatd, hogy paraméterezés-invarians.
Végiil térfogatra vett integrél

/ BxU(z). (A.5)
\%4

LTt €ijk teljesen antiszimmetrikus mennyiség és €123 = 1; vagyis nem nulla elemei csak 1 = €123 = €231 = €312 = —€213 =
—€132 = —€3921. £-0k szorzata: EijkEktm = 6iZ6jm — (5im5jg.
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Elvileg ezt is lehetne paraméterezni z(a, b, ¢), ekkor a térfogatelem

Br = 6ijk%%%, (A.6)
amely szintén paraméterezés-fiiggetlen.
1D-ban az integralas és differencialds kozott Osszefiiggés van
b
[y =10 - 1(@. (A7)

a

Ez szintén altaldanosithaté magasabb dimenziés mezdkre, a forma mindig ez marad: egy magasabb dimenzids
feliiletre vett integralja egy derivaltnak a feliilet hatarara vett alacsonyabb dimenzids integrallal egyezik meg:

/ dv divU :f df;U; (Gauss)
\%

ov
/ dfi [rot U]; = j{ ds;U; (Stokes). (A.8)
A 0A
Derékszogii tartomanyokra mindketté bizonyitdsa egyszerti:
b1 b2 b3 b2 b3
/d561/dSUz/dSUsalUl(ﬂfl,ﬂfz,mg) Z/d$2/d$3 [U1(b1, 22, 73) — Ur(a, v2,3)] 2/ df1U1+/ df1Uy,
al a2 as a2 as B A
(A.9)
mivel az irdanyitds ott ellentétes. Minden oldalra felosszegezve kapjuk a Gauss-tételt. Masrészt
b1 b2 b2 bl
/dCC1 /dxg {alUQ — 82U1] = /d.’EQ [Ug(bl,l‘g) - Ug(al,l’g)] — /dl‘l [Ul(iﬂl,bg) - Ul(l‘l,ag)]; (AlO)
al ag az ai

az irdnyitasokat figyelembe véve ismét megkapjuk a helyes eredményt. A teljes feliiletet beosztva téglalapokra
tetszoleges feliiletre bizonyithato.

A.3. Linearis algebra

A lineédris algebrabdl felhasznélt ismeretek koziil néhdny bizonyitast idéziink fel. Legyen A egy N X N-es
6nadjungalt (valés esetben szimmetrikus) matrix, ahol az adjungdalas definici6ja

WMy = (MTu)*v = (M), =M, (A.11)

Ekkor a

sajatérték egyenletet megoldasardl a kévetkezoket tudjuk

e )\, valds, mert

FoAF o) = \iF Fe
Fo)AFG) = NF,F,

)= } = 0=F{AFq —FuAFj) = (A - A)F(Fo)
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e F(;)-k ortogonalisak, mert

FinAFe =AF;Fa
F(;)AF;;) = \;F(;)F

X } = (0= sz)AF(i) - F(Z—)AFE}) = ()\z - Aj)F?j)F(i)

o {F(li=1,..., N} teljes rendszert alkot, azaz minden b vektorra 3 {¢;|i = 1,..., N} egyiitthaték, hogy

b= sz\i1 ciF(;). Az ortogonalitds miatt c; = bF ;.

Komponensekben a vektorokra igaz:

N N
Yo FaFas=0w & D FG . Fle = i (A.13)
i=1 a=1
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