Mechanika 1 1. nagyZH megoldasa 1-7. Gyakorlat anyaga

Mind a négy feladat 25 pontot ér, az elégséges ponthatara 40 pont.

1. Egy tomegpont egyenesvonali egyenletes mozgast végez vy sebességgel az origdtol d tavolsagra
elhaladé egyenes mentén. A mozgast sikbeli polarkoordinatarendszerrel irjuk le, melynek ¢ = 0
irdnyat ugy valasztottuk meg, hogy az egyenes palya origohoz legkoézelebbi pontja ebbe az irdnyba
essen. A tomegpont a t = 0 idépontban éppen ezen legkozelebbi pontban tartézkodik.

(a) [rja fel az egyenes palya r(p) polarkoordindtas egyenletét!

d
cosp = —
d

r(p) = cosp

(b) Feltéve, hogy ismeri a ¢(t) fiiggvényt, irja fel a segitségével (a palyaegyenletet is kihasznalva)
a tomegpont 7(t) sebességvektorat az {€,, €,} bazisban!
dr dy dy singp |

v(t) =r(t) =re, + rpe, = %Eer + TG = CZCOS2 (pgpe + cos o

Pe,

(c¢) Annak ismeretében, hogy a sebesség allandé vy nagységn, adja meg a tényleges ¢(t) fiiggvényt!

2

d
vo = |7(t)| = /72 + 12?2 —\/dQSm ; P2 =

cos?t COS2 ©

d in? d —
_ gp S11 90+1: 90 ta‘nQQO_’_l

cos cost COS

azaz

o/ tan® p + 1 =y

az alabbi szeparalhaté differencialegyenletet kapjuk:

doyv/tan? o +1 = —dt
cos
/ dpy/tan? go—i—l—/—dt
cos

Vo
—t
d

©(t) = arctan <%)t)

cos

tanp =

(d) Az elézé alfeladatban meghatérozott o(t) fiiggvény segitségével adja meg a témegpont 7(t)
sebességvektorat az {€,, €,} bazisban!
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és et .
sin(arctan ) ————,
va?+1
cos(arctan x)
241
felhasznaldsaval:

w(t) = (d sin(arctan(%t))  du e+ (a 1 dvy . —
| cos?(arctan(2t)) d? + v3t? ) " cos(arctan(2t)) d? + v3t? | ¥

2. Surlédasmentes vizszintes asztal kozepén egy kicsiny lyukat furtunk. A lyukon atvezettiink egy
vékony madzagot, ami a lyukon keresztiil surlodasmentesen mozoghat. Az madzag asztal feletti
végére kotottiink egy m tomegii tomegpontot, az asztal alatti végére pedig egy M tomegil téglat
kotottiink, ami fliggblegesen mozoghat fel/le.

(a) Irjuk fel a két test mozgasegyenletét! Az asztalon 1év6 test mozgasat sikbeli polarkoordi-
natarendszerben irjuk le. Az asztal sikjaban mozgd m tomegil test lyuktél mért tavolsagat
jelolje . A fonal elegendéen hossz, igy nem kell aggdédnunk amiatt, hogy a lelogo tégla az
asztal lapjanak titkozik.

Jelolje az asztalon 1év6 test pozicidjat az (r,p) paros! Ekkor a tégla pozicijat, amely egydi-
menziés, —r irja le. A tégla mozgasegyenlete:

Mg— K = M¥,
ahol K a kotéler6. Az asztalon 1évé test egyenlete:
Ke, = m(it — r¢?)e, + m(2rp +ri)e,
Amibdl:

2ro+re =20 (1)
(M +m)i —mr¢g? = Mg (2)

2/6 2017.10.26.
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(b)

(f)

3/6

Hasznaljuk ki a perdiilletmegmaradést! frjuk fel az r(t) sugdrirdanyu mozgast leiré mozgase-
gyenletet!

Perdiilete csak az asztalon 1évé testnek van legyen az L. Az r irdnyd mozgds soran viszont
mindkét test mozog igy az r irdnyu effektiv tomeg m + M. Tehét
p; L

E= M
2(m+ M) i 2mr? +Mgr

Illetve
(M + m)it —mr¢* = Mg

Mutassuk meg, hogy a mozgasegyenlet formailag megfeleltetheto egyetlen tomegpont centralis
potencialban valé mozgasaval. Mekkora ennek a tomegpontnak a tomege? Mi az effektiv
potencial?

Az (2) egyenlet alapjan az effekt1v potencial

2

2mr?

Vepp(r) = + Mgr

A test effektiv tomege pedig a két test tomegének Osszege, azaz m + M.

Ha ismerjiik a rendszer E energidjat és L perdiiletét, akkor milyen [r,,in, Fmaz] értékek kozott
valtozik az asztalon 1évo test lyuktél mért tavolsaga a mozgds soran?

Az

L2

EFE=M
gr+ 2mir?

egyenlet harom gyoke kozil ketto pozitiv, azok hatarozzak meg 7, €S e €rtékét. Nem
kellett kiszamolni az 5 pontért.

Mi a feltétele annak, hogy az asztalon 1évé tomegpont egyenletes kormozgast végezzen? Ha
a perdiilet L, mekkora a korpalya sugara?
A korpalya akkor lehetséges, ha az effektiv potencidlnak szélséértéke van:

(3)

(Bénusz +5p) Mutassuk meg, hogy a korpalya stabilis. Kicsit kitéritve réla a tomegpontot,
milyen peridédusidejii oszcillaciokat végez a korpalya koriil? Hogy viszonyul ez a kormozgas
periédusidejéhez?

Az effektiv potencidl masodik derivaltjanak pozitivnak kell lennie, ami teljesiil:

d2‘/eff(’f‘) 3L2
oz Tt Y
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A rezgés periddusidejét az effektiv potencidl sorfejtésébdl kapjuk:

3L?
Wy = —
mri
ahol 74-t (3) egyenletbdl beirhatjuk. Tudvén, hogy ekkor L = mrip, ¢ szogsebességhdl
megkaphatjuk a kormozgés periédusidejét.

3. Egy m tomegl tomegpont mozgéasat vizsgaljuk az dbran is vazolt centralis potencidlban, ahol az
Ry és R, sugaru héjak kozott a potencidl nagysaga Vi > 0 egyébként 0, azaz

4/6

(a)

0 ,har< R,
V(’I“): VE) ,haR1<r<R2
0 ,haR2<7‘

Feltéve, hogy ismeri a témegpont impulzusmomentumanak L nagysagat, irja fel a sugariranyu
mozgésra jellemz6 V¢ (r) effektiv potencidlt! Rajzolja is fel a V.ps(r) fliggvényt!

L2
2mr?

Verp(r) =V(r) +

Lasd a 3/a dbrat!

A feladat els6 részében kotott mozgasokat keresiink. Ha ismerjiik a tomegpont L perdiiletét,
adjuk meg azt az F;, és Enq, energidkat, amik kozotti E € [Epin, Emae) energidkon kiala-
kulhat kotott mozgés.

Kotott mozgés a lenti abran, pirossal jelolt tartomanyban alakulhat ki,

2
2mR?
és 12
Emar Y %
2mR3 Y

energiak kozott.

Vazoljuk egy kotott mozgas esetén a tomegpont palyajat.
Lasd a 3/c dbrat!

Most tekintsiik azt az esetet, amikor a tomegpont szérédik ezen a centralis potencidlon.
Legyen a részecske energidja E, és az impakt paramétere b (lasd abra)! Irja fel a V.ss(r)
effektiv potencialt, hogy most benne L perdiilet helyett a b és F mennyiségek jelenjenek
meg!

E = smuvd és L = muob felhasznaldséval.

L? m2v2b? v?

Adott b esetén mekkora az a minimalis F,,;, energia, aminél nagyobb E > E,,;, energiaju
tomegpont bejut a bels6é héjon beliilre, azaz az r < Ry tartomanyba?
62

0 + R%
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v
Emin - 0

b < Ry esetén
(f) (Bénusz +5p) Az el6z6 feladatban szerepld, elegendéen nagy (E > E,.;,) energia esetén

mekkora ry tavolsagra kozeliti meg a tomegpont a gomb kozéppontjat?

b2
E=V,;=FE

=,
o

amibdl rqg = b.

R, R,
3/a. feladat

3. feladat

4. Egy homogén, m tomegl a oldalhosszusdgu, négyzet alaki keretet egy fliggdleges tengelyhez
rogzitettiink az abran lathaté modon. A fliggbleges irany jeloli ki az y tengelyt, az origd az abran
jelolt poziciéban talalhato. A vizsgalt idopillanatban a keret éppen az x — y sikban talalhato, és
w szogsebességgel forog az y tengely koriil. Az OP; és OP, szakasz egyenld hosszusagu.

(a) Adjameg a vizsgalt idépillanatban a rid origéra vonatkozé tehetetlenségi nyomaték tenzorat!
Mivel az objektum sikbeli, ezért z = 0, azaz 0,, = 6,, = 0.

Mivel az objektum tiikorszimmetrikus az x tengelyre, ezért 6., = 0. (Az x > 0 rész jaruléka
ugyanaz, mint az x < 0 jaruléka csak ellentétes el6jellel. Tudjuk, hogy xy sikobjektumoknal

5/6 2017.10.26.



Mechanika 1 1. nagyZH megoldasa 1-7. Gyakorlat anyaga

6/6

0., = Oz + 0y, ezért csak az utébbi kettét kell kiszamitani. Legyen p = m/(4a) a vo-
nalstiriség!

a/2 a y3 a/2 a3 92
O = Qp/ yidy + 2p/ a®/4dx = 2p {—] +— | = =mad®
a2 0 3] e 4) 12
“ 3 5
O,y = Qp/ z2dx + pa® = p ({2—} + a3) = —ma? (4)
0 3], 12

Ebbdl .. = 5ma®.

A szogsebesség ismeretében adja meg a rid origéra vonatkozo perdiiletvektorat ugyanebben
a pillanatban!
A szbgsebesség y irdanyt, tehat

0
5 5

=fw = M | v

0

Adja meg a rid (forgdsi) energidjat!
1 5}
Ei = —-mwlw = —maw?

2 12

Adja meg a P; és P, pontokban ébredé eréket! El6szor vizsgaljuk meg a forgatényomatékot.
A rogzitett tengely koriil forgd test perdiilete egyiitt forog a testtel. A forgatényomaték
tehat:

N=wxL

Azonban mivel L||w A fogatényomaték zérus, ahogy azt véarjuk is egy forgastengelyre merélegesen
tiikorszimmetrikus testnél.
A keret tomegkozéppontja azonban nem a tengelyre esik, ezért kell centripetalis erd, ami azt
korpalyan tartja. A test tomegkdézéppontja a/2 tavilsigra van a tengelytol:
F.p= mgw2
2
Adja meg a keret tomegkozéppontjara vonatkozd tehetetlenségi tenzorat!
A tomegkozéppont koordinataja
a/2
d=| 0

A Steiner-tétel alapjan #-bol kivonandé matrix:

2

a
D=m&
™y

o O O
o = O
_ o O
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