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Modern fizika vegyészmérnokoknek

/. ora: Savelmélet: Bloch-tétel, fémek - vezetok -
felvezetok

Budapest, 2023. november 8.



Sommerfeld-modell: fém = dobozba zart sok
elektron, Fermi-gomb
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A Sommerfeld-modell sok mindent megoldott, de nem magyarazta
meg a pozitiv toltéshordozdokat. Meg azt sem, hogy lesz valami
fém/szigeteld.



Savelmélet
fém = sok elektron, amelyek az atomtorzsek
kozott kvantumosan ugralnak
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Kristalyszerkezet
Eltolasi szimmetria (invariancia) - hosszutavu rend

Kristalyracs: Egy elemi geometriai objektum ismétl6dé eltolasaval megkaphaté
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Elemi (primitiv) eltolasvektorok mm) Pontracs (Bravais-racs)
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Auguste Bravais
(1811-1863)



Elemi cella: Az a térfogatelem, amely periodikus eltolasaval a teljes tér lefedhetd

Az elemi cella megvalasztasa nem egyértelm:

Primitiv elemi cella: A legkisebb elemi cella <> egy racspontot tartalmaz

térfogata: axb

Vo= (a1 x dsy)ds

llell cos




Egyszerl peldak Bravais-racsokra

Egyszerd kobos Tércentralt kdbos

a1 =a(1,0,0) a1 =a(1,0,0)
@o =al(0,1,0) @y =a(0,1,0)
@3 =al(0,0,1) T3 = %(1, 1,1)
Vo = a’ a3
VO = 7

egy atom per kocka két atom per kocka

Alig fordul el8: Po (Z=84) Alkalifémek, Cr, Fe,
Mo, Nb, Ta, V, W

Lapcentralt kobos

@1 =35(1,1,0)
T = %(0, 1,1)
@5 =5(1,0,1)

4
— — \ — a’
V0=(a1>< ag) CL;),:Z
négy atom per kocka
6
Cu, Ag, Au, Co, Sr, Al,

Ni, I, Pt, Rh, Pd



Reciprokracs (mindenfajta Bravais-racsra)

. g7 - R — ~
primitiv vektorok | b;-a; = 274, j
- 27, — Ey 27 _, —
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reciprokracs elemi cellaja, Wigner-Seitz cella — Brillouin-zéna

racsperiddikus fuggveény

térfogata




Példa: lapcentralt kobos kristaly (face centered cubic, fcc)

tércentralt kobos racs (bcc)



Szamolas

.. L .y o . 3 1
Egy kétdimenzids racselemi racsvektorai a; = a(1,0) ésa, = a (\/2—_,5) .

, = 44343 3\ =N N (s
Hatarozza megazR = a ,—| racsvektor R = i;a, + i,a, felbontasaban

az i, és i, egyutthatokat!

- . = . V4 7 - 77 7 .
Mivel az a; vektornak nincsen y komponense, R y komponense kizardlag a,-bél szarmazik,
ezért j,=3.

Tovabba: R — i,d, = a(2,0) = 2d,, tehat i,=2.



Tesztkérdeés

Az alabbi kétdimenzids racson melyik bejeldlt tartomany nem primitiv cella?

. m




Tesztkérdeés

Egy kétdimenzids racs elemi eltolasvektorai @'y = a(1,0)
Adja meg a reciprokracs elemi eltolasvektorait?

@2 =b(0,1) .
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Szamolas

Egy primitiv téglatest racs racsallandéia=0.2 nm,b=0.3 nm, c=0.4 nm.
Mekkora a Brillouin-zona térfogata?

A valds racs elemi cellaja egy téglatest, melynek oldalhosszai 0.2, 0.3 és 0.4 nm.
A primitiv elemi cella térfogata V,=0.2%0.3%0.4 = 24 * 103 nm3.
A Brillouin-zéna térfogata Vg, = (27)3/V, = 0.103 / nm?
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Elektronok allapotai periodikus potencialban:
Bloch tétel

Kristalyracs

V (?} =V (? + }_{}ﬂ) és Q(\?) =0 (?’ 4 En) - U (?”2 — |,

- W (? + Rﬂ) = Cﬁﬂ U?, (?J ahol EEH e ‘Cﬁﬁ =1

Born-Karman hatarfeltétel: M=MMM; wmhp |V:(7+Ma;)=v(7) (1=1223)

(M: elemi celldk szama
a kristalyban)

M;
—> ll‘-’-’?}} =1 mm) cz, =7 (1 <m; < M;)
| 3 . .
Brillouin-zéna: kE€Qpz k=Y m_; b, W) . =T mmp oy =eFF
My "

Bloch-tétel |#. — (? + En) =e'F ey = (7) :
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A Bloch-tétel szerint a periodikus potencialban az
elektronok energiasajatallapotai periodikusan
modulalt sikhullamok




Egy-egy savban az energiasajatallapotok
sikhullam-szertek

o iFE, - - o
¢n’,§(7“) = e’ run,,;(r) E, (k) n-edik sav: E_(k) folytonos fiiggvény
£, hulldamszamvektor - folytonos lehetne,
3 I ' /\ / de N atombdl allé kristalyban N megengedett érték
" l / \ / (egyenletesen mintavételezve).
=2 ; minden sav 2N allapotbdl all, a 2-es a kétféle spin
) N /_\: - miatt van 1 dE
n=1 \—~ . = Elektron sebessége = csoportsebesség: v = — ——
g | o h dk
=3n/a =a/a 0 n/a 3/a
sebesség hogyan fligg az impulzustol? — effektiv tomeg
—1
lapos sav o g2 d°E
— nagy effektiv témeg, mn,];’ — k2

nehezen mozgathaté elektronok

sav tetején tomeg negativnak addédna

— attérink lyukakra elektronok helyett



Szigeteloknél teljesen betoltott és teljesen Ures
savok vannak csak, a ketto kozott tiltott sav

6 elektron atomonként

ures

Tiltott sav:

E

 betoltstt \

-----------------------------------------------------------------------

=
|
|

2
i

-3n/a =xn/a () mla 3/a

e e e e e e Sl . - . . - R




Na de hol van a kémiai potencial? Ezt ugy kell

meghatarozni, hogy az 6sszes elektron bekeruljon
a rendszerbe

5 vegyértéki atomokbdl kristaly: 3. sav félig toltott = fém

6 vegyértékld atomokbdl kristaly: teljesen toltott és lires savok kozott tiltott sav — szigeteld

Betoltetlen
allapotok vezetési sav
==
Tiltott sav kémiai pot i3l . . 4 : g
K em|a.| potencial: E, Tiltott sav szélessége: ,band gap
vhol a tiltott sdvban ‘"
— - L
e E'___ 0 vegyértéksav
Betoltott '
allapotok
(vegyértéksavok)

2N Aallapot / sav
(spin miatt 2)

Jo elektromos vezetok! Nem vezetik az aramot!

\/ 1’,‘[_‘-

I T=1000K

0 2 4 6 8 10
E (eV)




A Bloch-tétel szerint a periodikus potencialban az
elektronok energiasajatallapotai periodikusan modulalt
sikhullamok

ekvivalens azzal, hogy az atomracsra lokalizalt
hullamfiiggvényekbél “rakjuk ki” a sikhullamot:




A fémek savjai sokszor konnyen kovethetden
kovetkeznek az atomi energiaszintekbdl...

(a) (b)

P—

Two atoms

O_.

a
Separation

Very many atoms

)
3s —¢— —¢— 3s Lt:cj
Isolated S Isolated
Na atom ' Na atom
Two Na atoms
(c) Many atoms (d)
S S
Q &
w 0 A Ww 0o -

I

a
Separation

Separation

Figure 6.1 The formation of energy bands
in solids. (a) Bonding and antibonding
energy levels and their occupation for a
molecule constructed from two Na atoms.
The black dots and arrows symbolize the
electrons with their spin. (b) The molecule’s
energy levels as a function of interatomic
separation. (c) The energy levels for a clus-
ter of many Na atoms as a function of their
separation. (d) For very many atoms, there is
a quasi-continuum between the lowest and
highest energy levels. This energy band is
half-filled with electrons (dark area) and half-
empty (bright area).



Szilardtestben az elektronok energiaszintjei az
allapotok térbeli atfedése miatt savokka
szélesednek
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De az atomi allapotok atfedésébodl 1étrejott savok
kozott tiltott savok is megjelenhetnek

3s

Energy (arb. units)

I
I
T

0 a
Separation (arb. units)



Kétdimenzios kristalyra a diszperzios relacio agai,
a savok, energiafelliletek (pl. grafén)

Credit: A. H. Castro Neto et al. [2]



Haromdimenzids kristalyra metszeteket szokas
abrazolni a diszperziods relaciobdl

z

o-c, \\// ﬂﬂ \\//

I

Figure 6.12 (a) Electronic energy bands in
Al along the I" — X direction only. The inset
shows the first Brillouin zone. (b) Energy
bands in different directions given by the
dashed path between high-symmetry points
of the Brillouin zone. The horizontal dashed
line represents the fictitious Fermi energy for
aluminum with the same structure but only
J X W K - ' one valence electron instead of three. Band

i structure taken from Levinson, Greuter, and
Plummer (1983).




Ismétlés: Savok aljan/tetején, ha jo kozelitéssel parabolikus a
diszperzids relacio, az allapotstiriség harom dimenzidéban az
energiaval gyokosen no

Allapotsiiriiséq

D(¢)de = N(K)d k = N(k)-47k>dk izotrop rendszer

D(.':)
V de D(e;)=2x10% 2
D(¢)=2 = F '
: () g3 (dk] eVmol
\ 2 nivotavolsag:
l , v ﬁkzL(zﬂ]-‘ﬁ ~5x10eV = 5x102°K
& n° h* 27\ h ,
€r folytonos spektrum!
Allapots(ir(iség altalanosan
Egy sav ekvienergias felllete
Vo d?k

S, () = {E cBZ: E, (k) = g} D, (2) =

17 Jsuie) |28




Savokban az allapotsiriség mondja meg, hogy
dE energiaablakba hany energiasajatallapot esik

Bands diagram and density of states of Silicon

or 1 == total DOS
3s

TSN
_
—

/\

-10

E—Ef / eV

K-points

Density of states



Homeérsékleti gerjesztések

Ha a homerseékletet novelem, egy szilardtestbeli energiaszint
betoltési valoszinisége hogyan valtozik?

.nc’S

. csokken

@ no, vagy csokken, kb. attol figgden, hogy

a kémiai potencial felett vagy alatt van

. nem valtozik



Egy savban lévo allapotok szama...

Egy kristalybdl veszek egy kockat. Ha a kocka élhosszat
megkétszerezem, az egy-egy savban lévo allapotok szama...

®8x no

. 8-adara csokken
C) Nem valtozik (a kocka “elég nagy”)

. 8x, vagy 16x no, attol fligg, a sav spindegeneralt vagy sem.



Energiaszintek tavolsaga a savban

Egy savban a szomszédos energiaszintek energiakulonbsége
mitol nem fligg?

. Milyen anyagot tekintink

Bl Mekkora a minta mérete

@ Mi a homérséklet

. A savon belul milyen energian nézzuk
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Melyik allapotsiriség?

Az abrazolt egydimenzids diszperzios relaciohoz melyik
allapotsutriség-gorbe tartozhat?
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Allapots(ir(iség

Minél nagyobb egy sav szélessége, a sav atlagos
allapotsurisége D(E) ...

A Annal nagyobb

@ Annal kisebb

C) Flggetlen a savszélességtol

. Nem megvalaszolhatd, mert a dE energiaablak nagysagatdl flgg.



Savszélesség és tipikus elektronsebesség

Minél nagyobb egy sav szélessége, a savot alkoto
elektronallapotok tipikus sebessége...

@ Annal nagyobb

Bl Annal kisebb
C) Flggetlen a savszélességtol
. A savban lévé elektronok sikhullam allapotban vannak,

ezért “sebességlikrél” nincs értelme beszélni



