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Sommerfeld-modell: fém = dobozba zárt sok
elektron, Fermi-gömb

A Sommerfeld-modell sok mindent megoldott, de nem magyarázta
meg a pozitív töltéshordozókat. Meg azt sem, hogy lesz valami

fém/szigetelő.



Sávelmélet
fém = sok elektron, amelyek az atomtörzsek

között kvantumosan ugrálnak
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Kristályszerkezet

Eltolási szimmetria (invariancia)  hosszútávú rend

Kristályrács: Egy elemi geometriai objektum ismétlődő eltolásával megkapható

a1

a2

a3

Pontrács (Bravais-rács)Elemi (primitív) eltolásvektorok

bázis (dekoráció)

Auguste Bravais
(1811-1863)
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Elemi cella: Az a térfogatelem, amely periodikus eltolásával a teljes tér lefedhető

Az elemi cella megválasztása nem egyértelmű:

Primitív elemi cella: A legkisebb elemi cella  egy rácspontot tartalmaz

Wigner-Seitz cella (Voronoj-poliéder)

térfogata:
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Egyszerű példák Bravais-rácsokra

Egyszerű köbös Tércentrált köbös Lapcentrált köbös

két atom per kockaegy atom per kocka négy atom per kocka

Alig fordul elő: Po (Z=84) Alkálifémek, Cr, Fe, 
Mo, Nb, Ta, V, W

Cu, Ag, Au, Co, Sr, Al,
Ni, Ir, Pt, Rh, Pd
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Reciprokrács (mindenfajta Bravais-rácsra)

reciprokrács vektorai

reciprokrács elemi cellája, Wigner-Seitz cella → Brillouin-zóna térfogata

rácsperiódikus függvény

primitív vektorok
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Példa: lapcentrált köbös kristály (face centered cubic, fcc)

valós rács reciprokrács a  Brillouin-zónával

tércentrált köbös rács (bcc)



9

Számolás

Egy kétdimenziós rácselemi rácsvektorai �⃗� = � 1,0 és �⃗� = �
	

�
,

�

�
.  

Határozza meg az 
 = �
��	 	

�
,

	

�
rácsvektor 
 = ��⃗� + ��⃗� felbontásában 

az i1 és i2 együtthatókat!

Mivel az �⃗� vektornak nincsen y komponense, 
 y komponense kizárólag �⃗�-ből származik, 
ezért i2=3.

Továbbá: 
 − ��⃗� = � 2,0 = 2�⃗�, tehát i1=2. 



10

Tesztkérdés

Az alábbi kétdimenziós rácson melyik bejelölt tartomány nem primitív cella? 

A) B)

D)C)
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Tesztkérdés

Egy kétdimenziós rács elemi eltolásvektorai . 
Adja meg a reciprokrács elemi eltolásvektorait?

A)

B)

D)

C)



12

Számolás

Egy primitív téglatest rács rácsállandói a = 0.2 nm, b = 0.3 nm, c = 0.4 nm.
Mekkora a Brillouin-zóna térfogata?

A valós rács elemi cellája egy téglatest, melynek oldalhosszai 0.2, 0.3 és 0.4 nm. 

A primitív elemi cella térfogata V0=0.20.30.4 = 24  10-3 nm3. 

A Brillouin-zóna térfogata VBZ = (2)3/V0 =  0.103 / nm3



Kristályrács 

és

ahol

Rácsvektor felbontása:

Born-Kármán határfeltétel:

Brillouin-zóna:  

Bloch-tétel 
13

(M: elemi cellák száma 
a kristályban)

Elektronok állapotai periodikus potenciálban:
Bloch tétel



A Bloch-tétel szerint a periodikus potenciálban az
elektronok energiasajátállapotai periodikusan

modulált síkhullámok



Egy-egy sávban az energiasajátállapotok
síkhullám-szerűek

n=0

n=1

n=2

n=3

Elektron sebessége = csoportsebesség:

sebesség hogyan függ az impulzustól? → effektív tömeg

lapos sáv
→ nagy effektív tömeg, 

nehezen mozgatható elektronok

sáv tetején tömeg negatívnak adódna
→ áttérünk lyukakra elektronok helyett

n-edik sáv: En(k) folytonos függvény

hullámszámvektor – folytonos lehetne, 
de N atomból álló kristályban N megengedett érték
(egyenletesen mintavételezve).

minden sáv 2N állapotból áll, a 2-es a kétféle spin 
miatt van



Szigetelőknél teljesen betöltött és teljesen üres 
sávok vannak csak, a kettő között tiltott sáv

üres

betöltött

betöltött

betöltött

Tiltott sáv:    Eg

6 elektron atomonként



Na de hol van a kémiai potenciál? Ezt úgy kell
meghatározni, hogy az összes elektron bekerüljön

a rendszerbe
5 vegyértékű atomokból kristály: 3. sáv félig töltött → fém

6 vegyértékű atomokból kristály: teljesen töltött és üres sávok között tiltott sáv → szigetelő

μ kémiai potenciál:
vhol a tiltott sávban

2N állapot / sáv
(spin miatt 2)

μ



A Bloch-tétel szerint a periodikus potenciálban az
elektronok energiasajátállapotai periodikusan modulált

síkhullámok

ekvivalens azzal, hogy az atomrácsra lokalizált
hullámfüggvényekből “rakjuk ki” a síkhullámot:



A fémek sávjai sokszor könnyen követhetően 
következnek az atomi energiaszintekből...



Szilárdtestben az elektronok energiaszintjei az 
állapotok térbeli átfedése miatt sávokká 

szélesednek



De az atomi állapotok átfedéséből létrejött sávok 
között tiltott sávok is megjelenhetnek



Kétdimenziós kristályra a diszperziós reláció ágai, 
a sávok, energiafelületek (pl. grafén)



Háromdimenziós kristályra metszeteket szokás
ábrázolni a diszperziós relációból



Ismétlés: Sávok alján/tetején, ha jó közelítéssel parabolikus a 
diszperziós reláció, az állapotsűrűség három dimenzióban az

energiával gyökösen nő

Állapotsűrűség általánosan

Egy sáv ekvienergiás felülete



Sávokban az állapotsűrűség mondja meg, hogy 
dE energiaablakba hány energiasajátállapot esik



Hőmérsékleti gerjesztések

Ha a hőmérsékletet növelem, egy szilárdtestbeli energiaszint

betöltési valószínűsége hogyan változik?

A)    nő

B)    csökken

C)   nő, vagy csökken, kb. attól függően, hogy

        a kémiai potenciál felett vagy alatt van

D)    nem változik



Egy sávban lévő állapotok száma...

Egy kristályból veszek egy kockát. Ha a kocka élhosszát

megkétszerezem, az egy-egy sávban lévő állapotok száma...

A)    8x nő

B)    8-adára csökken

C)    Nem változik (a kocka “elég nagy”)

D)    8x, vagy 16x nő, attól függ, a sáv spindegenerált vagy sem.



Energiaszintek távolsága a sávban

Egy sávban a szomszédos energiaszintek energiakülönbsége

mitől nem függ?

A)    Milyen anyagot tekintünk

B)    Mekkora a minta mérete

C)    Mi a hőmérséklet

D)    A sávon belül milyen energián nézzük



Melyik állapotsűrűség?

Az ábrázolt egydimenziós diszperziós relációhoz melyik

állapotsűrűség-görbe tartozhat?

E

k

π/a-π/a

E

D

E

D

E

D

E

D

A) B)

C) D)



Állapotsűrűség

Minél nagyobb egy sáv szélessége, a sáv átlagos

állapotsűrűsége D(E) ...

A)    Annál nagyobb

B)    Annál kisebb

C)    Független a sávszélességtől

D)    Nem megválaszolható, mert a dE energiaablak nagyságától függ.



Sávszélesség és tipikus elektronsebesség

Minél nagyobb egy sáv szélessége, a sávot alkotó

elektronállapotok tipikus sebessége...

A)    Annál nagyobb

B)    Annál kisebb

C)    Független a sávszélességtől

D) A sávban lévő elektronok síkhullám állapotban vannak,

       ezért “sebességükről” nincs értelme beszélni


