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Modern fizika vegyészmérnokoknek

6. ora: Vezetési jelenségek kvantumosan:
a Sommerfeld-modell

Budapest, 2022. oktéber 25.



Emlékeztetd: kvantummechanika, egy részecske:
hullamfliggvény tartalmazza a részecskérol az
osszes hozzaférhetd informacioét

elektron allapota:
komplex értéki hullamfuggvény U(7)

helyének valdszin(iségeloszlasa: U ()|

hely komponensének varhatéértéke: () = /d37“\\11(77)|2£8 = /dST‘P(F)*ﬂf‘P(F)

impulzus: Dr = —th0,
impulzus varhatéértéke: (Pp) = /d3r\11(77)*153;\1’(77)
teljes energia: 0= P’ N

2m

id6fejlodés a Schrodinger-egyenlet iR, U = HU

Energiasajatallapotok: X
idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet Hvy = Ev



Azonos részecskék kvantummechanikaja

Két egyrészecske allapotfiiggvény 0 (T,8), 0p (T, 8)
Kétrészecske hullamfliggvény, ha az egyik részecske ¢, a masik részecske ¢, allapotban van:
— — — — egyszer(sitd
1“"“1,81; T2952) ZC,OG(?"]_,S]_)(’O[)(T2,82) g?e|6|é5: 7@(1»2) = Pa (1)9013 (2)
Az altalanos kétrészecske hullamfliggvény a négy kilonboz6 lehetbség szuperpozicidja:

¥ (1,2) = caa Pa (1) Pa (2) + cap Pa (1) @1 (2) + cba b (1) a (2) + cop i (1) 05 (2)

A A

A részecskék azonossaganak elve: ) )
Két részecske felcserélége semmilyen kisérlettel nem mutathato ki. W) (17 ~) | = |¢ (27 1) |

bozonok

— (1, 2) fermionok

—> A kétrészecske hullamfiuggvény szimmetridja

A két részecske felcserelése esetén a hullamfuggvény:

v

’QD (27 1) = Caa Pa (2) Pa (1) + Cab Pa (2) @b (1) + Cbha @b (2) Pa (1) + Chb Pb (2) @b (1)

v



Ha tébb azonos részecske van egy rendszerben, az
egyuttes hullamfiggvényt
szimmetrizalni/antiszimmetrizalni kell.
vagy bozonok vagy fermionok.

,2) bozonok
1,2) fermionok

7@ (]—a 2) = Caa Pa (]—) Pa (2) + Cab Pa (1) @b (2) + Cba Pb (]—) Pa (2) + Cob Pb (1) b (2)
¢ (27 ]-) = Caa Pa (2) Pa (1) + Cab Pa (2) @b (1) + Cha Pb (2) Pa (1) + Cpb Pb (2) @b (1)

@a (1) pa (2)
bozonok: ¢,;, = cpa — #(p” (1) oy (2) + oy (1), (2))  héarom lehetséges szimmetrikus

@0 (1) O (2) kétrészecske allapot

Caa =05 o
fermionok: c,, = —cp, — _'(';r;” (1) pp (2) — @ (1) @, (2)) €9Y Iehgts?ges antls:Z|mmetr|kus
S 2 kétrészecske allapot



Az elektronok fermionok
Két elektron nem lehet azonos allapotban

Pauli-elv: Az elektronok fermionok, azaz a sokelektron
hullamflggvény elbjelet valt két elektron felcserélése
esetén (antiszimmerikus hullamfiggvény).

Caa — 0 \/5
fermionok: ¢y p = —cpa — Td(gpa (1) wp (2) — @ (1) wq (2)) Wolfgang Ernst Pauli
o = 0 < (1900-1958)

A fenti hullamfliggvény jol demonstralja a nevezetes Pauli kizarasi elvet:
Két elektron nem lehet ugyanabban az egyrészecske allapotban!
(Pauli 1924)



Minden kvantumos részecske vagy bozon, vagy
fermion. Az elemi részecskék is

fermionok az anyag épitékovei

mass —
charge -

spin -

name -

Quarks

Leptons

Three Generations

of Matter (Fermions)

1.27 GeV/c*

4+C

charm

171.2 GeVjc?

%t
%
top

104 MeV/c
" S

strange

<2.2 eV/c?

0

1/2V e
electron
neutrino

<0.17 MeV/c?

WV

muon
neutrino

<15.5 Mev/c?

»V

v, VT
tau

neutrino

0.511 MeV/c’ [l [105.7 Mev/c* Il | 1.777 Gevc?

-1 -1 -1

. 1% 2l
electron muon tau

Gauge Bosons

bozonok az erék kozvetitoi

Fotonok,
(fononok,
magnonok, ...)



Az osszetett részecskék:
Fermionok, ha paratlan sok fermion van bennuk.
Bozonok, ha paros sok (pl. O vagy 2).

Three Generations
of Matter (Fermions)

fermion: ! ! -
proton = 3 kvark: 2u és 1d oty :;,';Mewcz % " % 1 o
neutron = 3 kvark: 2d és 1u spin -{14 U %C Y
name-| Up charm top
104 Mev/c 4.2 Gev/c®
bozon: s %b
Y S v

pion = 1 kvark és 1 antikvark , lehet 3 féle:
u és anti-d, d és anti-u,
semleges pion:

Quarks

strange bottom

<2.2 eV/c® <0.17 MeV/c*|l |<15.5 MeV/c?

i . , . 0 0 0
(u és anti-u) + (d és anti-d) %Ve %Vp 1/,Vr
electron muon tau
neutrino neutrino neutrino

0.511 MeV/c®
€
Y2

electron

105.7 MeV/c?
-1
Y2

muon

1.777 GeVjc?

;1
v L
tau

Leptons

Gauge Bosons



~1920, elmélet: fliggetlen részecskék gaza
alacsony homeérsékletre tulhttve furcsan,
kvantumosan viselkedne

Eloszlasfliggvény: egy kvantumallapot atlagos betoltottsége o = Z Mo Pa (M)
Fermionokra Bozonokra
1 1

fep (¢) = e(e—m/ksT 1 1 feE (€) = e(e—m)/ksT _ |

Fermi-Dirac eloszlas

Enrico Fermi Paul A. M. Dirac
(1901-1954) (1902-1984)

1.0

0.8

0.6

0.4}

0.2

0.0

\

e k= 11/100
w— kT=0u/10
w— KT=p/2

o 7

Bose-Einstein eloszlas

Satyendra Nath Bose Albert Einstein
(1894-1974) (1879-1955)




Egvrészecske sajatédllapotok
HvYo =e,%a (o €N)

Egy allapotban lehetséges elektronok szama

n, =01

Annak a valésziniisége, hogy az a allapotban n, elektron van P, (n,)

Y Pi(na)=1

na=0.1

Az o dllapot dtlagos betsltottsége, azaz dtlagosan hdny elektron van az a dllapotban

=(na)= Y naPa(n.)=P.(1)

n,=0,1

A P, (n,) valészinliség arédnyos a Boltzmann-taktorral

Mo Sy

P, (ng) ~e *s7
Ha nagy az energia, akkor P, (1) — 0, ha kicsi, akkor P, (1) — 1

a U P,(1)—0
T P,(1)—1

Na(fa—kK)

P, (n,) ~e  F=T

—Eoy—p
1 e k=T 1
(0) P(l)=—— =
1+e ks7T 1+e k&7 8T +1
! 1
I(EJ: ot 3
eFeBT_l_]_

Az elektronok szama megegvezik az atlagos betoltottségek Gsszegével az 6sszes dllapotra

zm—z ——— — u(T)

JcBT +]-



1990-es évek: atomi gazok villamgyors lézeres
tulhGtésével kisérletileg is kvantumos
kondenzatumot allithatunk el6

In 1995 (70 years after Einstein’s prediction) teams in Colorado and
Massachusetts achieved BEC in super-cold gas.This feat earned
those scientists the 2001 Nobel Prize in physics.

S. Bose, 1924  A. Einstein, 1925 E.Comnell C. Wieman W. Ketterle

Light Atoms Using Rb and Na atoms




Kitérd: A litium melyik izotopja bozonikus,
melyikbol lehet Bose-Einstein-kondenzatumot
csinalni?

Li | TLi i




Emlékeztetd: a Pauli-féle kizarasi elv miatt van
periodusos rendszer, kémia

Periodic Table of the Elements

1 18
Period | 1008 ',f’“za 2
S 55.845  I——
7625 183 26:g {— electronegativity 13 17 Hu"e
” V4 4 ’ [ é il R 9. a0 10
[ ]
atom eldallitasa (elméleti recept): | E— B E, |Ne
082 13 45 17|04 18
L X] s A w1y AN 'u..v
1) vegyiik az atommagot: Al | |Ar
o 3 4 5 § 7 8 9 10 11 12 . it JI [ec
femizy]  [EE22f=es oo odle bslme oslame oylees pslnse 20[EN 0|, ilEen ao e Tea i 34[m a5 e 36
Sc T |V 1Co Ni Cu 1Zn |Ga |Ge |As |Se |Br Kr
—-— Standum Teaniom Vanadum 1| coban | Nickal Coppar Zine Gallium. Garmanium | Arsenic Selenium Bromine Kryptan
, 2 9o M Go i 3y ool an )
83008 39 01224 4Q[02008 49 |e5es 42 |eE AZ| 10107 A4 | 10201 AL (10042 AR |107ET A7 (1241 A8 |1482 4Q[1eT 5O |12176 54 |12760 5D |12600 5313128 54
. i ! i 3 1 i : i i i i ! i i i ;
) ez létrehoz egy potencialgodrot X |NB Mo le.. Ry B4 189 (G4 o 190 1Sb T8 L. (X8
P LT3 n (& Y 18 L O R Y [ B2 | S D o S S ISR aa] 27 86
3) bb t . 4 L - T Hg T |Pb 1Bi, 1P
la_ T Hg T [Pb [Bi |Po
ebbe tegyun € egyeseve M 2R o e AR don, o I G F et T
%1)“ 59 * EE..EA” 1()4 (282) 105 §280) 1057 (284) 107 {217) 108 (208) 109 241} 110 {272) 111 {285y 112 (284) 113 (280) 114 {288) 115 (282) 116 4]
| Ac |« Rf Db [Sg (Bh |Hs Mt Ds_|Rg [Cn (Nh |FI ~|Mc |Lv
e e t ro n t -"_1#. e Actinium :uﬂwgra;'dmm Dubnium Seal ym Bohrium Hassium Meitnerium Darmstadium | Roentfenium | Copernicium Nihonium Flerovium ‘Moscovium Livermerium Tennesss

caron configuraton blocks

4) mindegyik a legalacsonyabb energias [
még szabad allapotba megy  =.. = :fm pa U e [pu
@LB%‘JIL@I .)“mm | [ [E— [ POV — [P = -

TR e e T e
.
B 5

(CErT E=En) EeTer) Foren
Er |Tm |Yb |Lu

[ [ sl 4
.. 99| @D, 100[i=0,_101]9 _102(2= 103

|Fm |Md_|No |Lr

Lawrencium

S gl

*
=E
=5

Fotsrae

wement” enerqy
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Sommerfeld-modell
Fém = atomtorzsek elkent hattere + vezetési
elektronok sikhullam-allapotokban

atom el6allitasa (elméleti recept):

1) vegyiik az atommagot:
N proton + A-N neutron,

2) ez létrehoz egy potencidlgodrot

3) ebbe tegyiink be egyesével
N elektront

4) mindegyik a legalacsonyabb energias
még szabad allapotba megy

(Pauli-elv)

fémkristaly el6allitasa (elméleti recept):

1) vegylink ~6e23 atomtorzset:
(atommagok+torzselektronok)

2) ezek létrehoznak egy téglatest alaku
potencialgodrot

3) ebbe tegyiink be egyesével
~ 6e23 elektront

4) mindegyik a legalacsonyabb energias
még szabad allapotba megy

(Pauli-elv)



Szamolashoz praktikusabb doboz helyett
periodikus hatarfeltételt venni. Sok részecske —
felllet kicsi a térfogathoz képest = hatar mindegy

Egy dimenzioban:

Mint a két végén befogott har rezgései

V2 1 koo ik
r) = —=sinkxr = et — e
) =1 VoA )
k:n%, n=1,2,

(a)



Sommerfeld-modell képletekkel 1 dimenziéban

Born-Karman periodikus hatarfeltétel RPN RPN At
i : ;
— (p, x-¢,t) ol kX _ poik(x+L)

Wp = Aeh s Pn=hky,
/ x‘ L 'X+L

—— s
27 ) i : |
k= nT. aholn=0,1,2, ... egészszamok w(x) W(x+L)= w(x)

A nivok betoltése N db. elektronnal (T=0 hédmeérsékleten, alapallapotban)
érvényesul a Pauli-elv:

az elektronok egyre magasabb energiszintekre kerulnek

Definicidok
a legmagasabban betoltott
-~ n N T {:k A z T
1d szemléltetés allapotsiriseég kF =——=2n allapot energiaja:
£ hossz 2L 2 a Fermi-energia
1 (térfogat) =
P - hkg
|
L 2m
’ *  N=2— 2k
L] @ ]r
. H I impulzusa:
- . a Fermi-impulzus
= & egy adott sajatallapotban
. . csak 2 db. elektron lehet, Pr =hkg
O | ! . >
-t tptdetetted ellentétes spinnel
27 k

k



A kvantummechanika a szabad elektronok leirasara valoszinidségi hullamfuggvényt alkalmaz: az
elektron megtalalasi valészinlisége a fémben egyenletes, |W|2 mikozben terjedéséta p =hk impul-
zus és a j valoszinlségi aramsiriseég jelzi (lasd pl. 6sszefoglalo eléadas 6. lapjan az A amplitudéju
sikhullamra vonatkoz6 szamolast).

Az elektronok lehetséges allapotait a hullamszammal jellemezhetjik, amelyek egy véges méreti
rendszerben — a Born-Karman periodikus hatarfeltétel alkalmazéasaval — diszkrét Kk, értékeket
vehetnek fel. A hullamszam novekedésévek a hozza tartozo energia-sajatallapotok értékei is
novekszenek. Az N darab elektront tartalmazé alapallapotu (T=0 K) rendszerben, a magasabb
energiaju nivok is betoltédnek, mivel a kvantummechanikai Pauli-elv* miatt azonos allapotban csak
2 db. elektron lehet (ellentétes spinnel). A legmagasabb betdltott nivoé energiaja az Fermi-energia,
a hozza tartozo hullamszam a Fermi-hullamszam.

Egy egydimenziés fém esetében konnyl leszamolni az allapotokat, és ennek segitségével
meghatarozni az L (linearis) méretl dobozba helyezett N db. elektronhoz tartozé Fermi-energiat.

Az kovetkezo lapon a 2- és 3-dimenzios szamolas lathato. Itt felhasznaljuk, hogy makroszkopikus
méretl anyagra a k-térben az allapotok slrlin helyezkednek el, és az allapotok szama a k-térbeli
allapotsilriiség és a betoltott allapotokat jellemzd gomb térfogatanak szorzata adja.

A legmagasabb energiaju betoltott allapotok ekvienergias felllete, a Fermi-fellilet, fontos szerepet
jatszik a fémek tulajdonsagainak leirasaban. (Fermi-felllet: azon k-térbeli pontok halmaza, amelyek
&g energiaval rendelkeznek).

*A Pauli-elv szorosan kapcsolodik ahhoz, hogy az azonos részecskék megkiilénbéztethetetlenek.



Sommerfeld-modell 2 és 3 dimenzidoban

Fermi fellilet

Definicié
a Fermi-energiahoz tartozé
elektron-allapotok a k-térben:

Fermi-felulet

1 dimenzié
ekvienergias felllet a k-térben:
2 db. pont

2 dimenzié
ekvienergias felulet a k-térben:
kor

2 T
Ak, =—
I |

A

v

3 dimenzid
ekvienergias felulet a k-térben:
gomb

A kalium Fermi-felllete




Fém = vezetési elektronok Fermi-gémbben

A nivok betdltése N db. elektronnal (3 dimenzid) A Fermi-hullamszam meghatarozasa
érvényesil a Pauli-elv: az elektronok az elektrondriiségbal:
egyre magasabb energiszintekre kerulnek N e
h’k? al é v 7 ke=37n
1K™ ; s I apots(r(is -
Az energianal kisebb energiaju E tgﬁogat 3z
2m A legmagasabban betdltott
betoltott allapotok a reciprok térben egy l l allapot energiaja:
3 e e . V 4r .
}k’ sugaru gombom belul helyezkednek el N=2 — —k 2.2
87° 3 h'kg
B
2m
egy adott sajatallapotban impulzusa:
Y csak 2 db. elektron lehet, a Fermi-impulzus
|E 5 Ak, = "T ellentétes spinnel = =
origo
‘\/I: _2z A Fermi-energiahoz tartozo
<« Y I elektron-allapotok a k-térben:
Ak =27 Fermi-feliilet _ o
=g a kalium Fermi-felulete

A k-térbeli allapotsiriség
egyenletes:
Vv

2m

A Fermi-energiat a térfogategységre jutod
elektronok szama hatarozza meg:




Tipikus értékek

A Fermi-paraméterek szamszerU értékei
szabad elektron tomeggel, és tipikus
elektrons(iriséggel szamolva (6x1023 elektron/mol)

Tipikus értékek
Fermi-energia: ep =5-8¢eV
h’k}? R AP Ep
Ep = er =—A37°n T, =——=60.000-100.000 K
F m F =y ( )- F ky
Fermi-hullamszam:
3
ﬁ:nz kF,—)k,,—33ft"n n=1023%—>kp=108cm_'
\'4 RV & cm’
Fermi-sebesség: _ Tkp ve =108EM
Fm ol S
Allapots(ir(isé D(¢)de = N(k)d’k = N(k)-47k>dk izotrép rendszer
D(¢)
-1 nivo
1% »( de D(ep)=2x10"
D(g)=2—=4rk" = F £
(€) P (dk] eVmol
> nivotavolsag:
V.om V (2m)3

= S S RAR=E—"—""7=
7 h” 2r”

|

<m ~5x107eV = 5x107°K
h

]-t/z

folytonos spektrum!




Mekkora az elektronok Fermi-energiaja, hGmerséklete,
hullamszama, hullamhossza, és sebessége réezben?

Adatok:  n = 0.8492 - 1099i3 h=1.0546-107% Js

m

. . h? 2
Fermi-energia eF = (37r2n)0/3

2m

2

(1.0546 x 10731)

m =9.109- 10" kg

1.1289 x 1018
(20.61 x 0.8492 % 10%°)%/% = 1.1289 » 10718 J =2 X 107~y

| 1.1289 x 10~!*
1.381-10-28

=|81745 K

1
kp = 1.3598 x 1010 —
m

— 1.6207 x 10719 m =

0.462 nm

T 900,109 % 1031
Cla EF
Fermi-h6mérséklet Iy = = Tp +=
B
Fermi-hulldmszam kp = (37r2n)1/3
: . 27
Fermi-hullamhossz Ap = — Ap
kg
, . hkg
Fermi-sebesség VR = vR

10546 - 107 x 1.3598 x 10'% m

9.109 - 10—31

kp = 1.381-107%3

J
K

7.05eV

1.602 x 10-19 ©

B 15743 x 1082

S S

20



Az energiasajatallapotok betoltési valoszinlségét
a Fermi-Dirac-eloszlas adja meg

1

J (E) S li— W: kémiai potencial = E. Fermi-energia

e*BT + 1

T=0K hémérséklet: éles hatar bet6ltott és be nem toltott allapotok kozott

Homérséklet miatt a hatar kiszélesedik, kg7 tartomanyban
(pl. 300K = 25.9 meV kiszélesedés)

1 —— L — _»
| E \—
0.5 = 05 o
T=0 a \ 7= 1000 K
0 2 4 6 8 10 0 2 4 68 10

E (eV) E (eV)



Elektronok szama = (allapotok szama) x
(betoltottségi valdszinliség)

Pl. sav aljahoz kozel:

The density of occupied
states equals the product of ...

| 9]
e
e

N, (E)

N, (E) (102 m™3 ev)

0 2 4 6 8 10

(a)

no

n T=1000 K
N

N,(E) (102 m™3 ev)

0 2 4 6 8 10

E (eV)
@ 4 b
Few or no Lots of Few or no

occupied occupied occupied
levels levels levels

... the density of

. the occupancy

energy levels and ... probability
I ~
/‘ILF
3 05
3 & r=0
1
< 0 2 4 6 8 10
'N"',.- 9 E (eV)
" X
S
<1
T
-
=
0 2 4 6 8 10 ! B
fnerov (e V)
Energy (eV) —~
. D5
= T=1000 K
0 2 4 6 8 10
Few or no Lots of E (eV)
levels levels 1‘
‘ Little or zero
Full occupancy occupancy
probability probability



Elektromos vezetés szemléletes magyarazata a
Sommerfeld-modellben: Fermi-gombot
elektromos tér eltolja

Equilibrium _ _
Fermi Diffuse scattering

\ .,r" distribution, f, due to
v ﬂ electric field
i /
+

/

U

distribution, f, P. 1 P 4 iNon-equilibrium Fermi




Vezetési jelenségek (kiegészité anyag)

Elektromos vezetés

Id6fligg6 Schrodinger egyenlet: szabad elektron kilsé elektromos térben

'ra'r'_'t" ﬁg_‘nt E-7T|v(T.t)
tn—wIlr.v)= |——4% ern - r | wir,
f_’}t L r S Em cul | E
Megolda (T, t) L %07 o Y E? (t) dt’ ahol |k (t)=k —=Et
egoldas wvwir,r) = TE exp _E ; 9 (T )a L) = 7
2 = — . PR (D)
,1d6flggd energia” e—(t)= | d&ry* (T,t) | ——A+eE-T|¥(T.t) = -
g8 g = \b) f vor.t [ m ] T ) 2m
, . .. RE(t) Rk e—=
Elektron sebessége v () = L/ — —FEt /
- m 1L ™m \
. - . e _. .. lenk 1e2—
Toltésaram s(irliség J—=(t)=——v—={t) = —— ——FEt /
ke Vok V' m Vm
. ol s s s — | - N —= \
Teljes toltésaram s(irlség Je= P f dkf ( k t) 73 () /
Am) JB=Z /

ahol f (E__ t\) nem-egyensulyi valdsziniliség eloszlas (betéltottség)

Probléma: egyenletesen gyorsulé elektronokat ir le (allandé tér hatasara folyton névekvs dramsiirtiség)
figyelembe kell venni a racsmozgasok és racshibak miatt fellépé Gtkozéseket

\
Relaxacids id6 kozelités 7



Relaxacios id6 kozelités: az utkdzések miatt csak egy atlagos T ideig gyorsulnak az elektronok

‘— stacionarius (id6ben allanddsult) dllapot jon létre —

ov

e —
= ——FT

[ m

Sk = —%ET

— — —
| k)~ (ﬁs—ékj: [ﬁs —ET)
(s il }r[k} f ( ) fﬂ 0 + "
W 7 S Jolk — Oz —
|l —E ( o) - m 9% (ZF F
RN = L noe \ ok
-f.r Y, \\ vy —
[ VN p0f(k) Elektron — ik 1 0=
= (- > I — , V— = = ——
ek-Tgm T I\ | e Coom Rok
\ c /ﬁ d N T
1:1‘- -7 ! - — afu .
e e f(kr):fu(ﬁc —ET(— )Fﬁ-
) BE? ke
. . i2rulék: .= de | ——— | 7= d°kde— —= ( —. FE —
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Hoaramlas

az el6z6hoz

0sszevonva az elektromos
tér hatasaval:

HGtan els6 fotétele —

Linedris valasz:
(izotrép kozegre)

inhomogén kémiai potencial és h6mérséklet —

p(m), T(7)
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Tiszta h6vezetés h&aram hémérsékleti gradiens hatdsara ugy, hogy nincs elektromos dram

1=0

—

Hoévezetési egyltthato

(Wiedemann-Franz
torvény)

—_—

—~ v VT
€ T

)| =

Tﬂzz(—vT)

Lorenz-szam: L=2,45 e 108 V2 K2

Seebeck effektus Egy fém két pontja kdzott h6mérsékleti gradiens hatdsara elektromos fesziiltség keletkezik

1=0

—

E +

=

i

—SVT

—

g_lon
T o

abszolut differencialis termofesziiltség
(Seebeck egyutthatd)

Peltier effektus Egy fém két azonos hémérsékletl pontja kdzott elektromos dram csak Ggy folyhat, hogy az egyik ponton
hét ad le, a masik ponton pedig hét taplalunk be

VI =0

Mérési elrendezések
sematikus vazlata

—

Seebeck effektus

II=5T

Peltier egylitthatd

Peltier effektus



