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Modern fizika vegyészmérnokoknek

3. ora: A kvantummechanika gyokereitél az
“igazi” kvantummechanikaig: Elektronhulldamok
és Schrodinger-egyenlet

Budapest, 2023. szeptember 20. / oktéber 4.



Osszegzés és tovabbi tervek

A) Elektromagnesség,
optika

1. Elektromagneses hullamok
a) Elektromos és magneses terek

b) Elektromagneses indukcio,
Maxwell-egyenletek
c) EM hulldamok

2. Fénymikroszkép muikodése
a) Kétréskisérlet

b) Fénymikroszkép modellje

c) Felbontoképesség hatarai

B) Bevezetés a
kvantummechanikaba

3. A kvantum gyokerei
a) Fotonok

b) Elektronhullamok

c) Komplex szamok

4. A kvantum matematikaja

a) Hullamfliggvény
b) Schrédinger-egyenlet
c) Spin, mérés



Kvantum gyokerei 2. - az atomok szinképe
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Gazok emisszids és abszorpcios spektrumaban
vonalak vannak. Miért?
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A spektralis vonalakat energiaszintek kozotti
ugrasokkal magyarazhatjuk
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Az energiaszintek a Bohr-féle atommodellben az
elektronok palyai
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Kitérd: a palyak energiaszintjei folytonosan is
valtozhatnanak, mint a bolygok palyaiéi?
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Az atommag kortli elektronok olyanok, mint a
rezgb hurok
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1924, de Broglie herceg doktorija: az elektronok

hullamok!
foton impulzusa: D= é
(ismert) b\
elektron hullamhossza: )\ _
(posztulalt)
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A de Broglie hipotézist beirva a Coulomb-erébe,
kijonnek a H-atom energiaszintjei!
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Elektron is hullamzik: akkor 0 is tud

interferenciaképet adni - Davisson-Germer,
1923-27
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Egyes elektronokkal végzett kétréskisérletre
1989-ig kellett varni. Az elektronok is “egyszerre
mennek at a két résen”
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Tonomura, Hitachi, 1989



Az “igazi” kvantummechanika

A fotonhipotézis és a de Broglie-hipotézis is a
hagyomanyos fizika barkacsolgatasa =

a kvantummechanika gyokerei.

Ennél egységesebb elmélet kell: ez az “0j” vagy
“igazi” kvantummechanika.



A kvantummechanika alapjai:
részecskék hullamtulajdonsagokkal

fotonok:

EM tér hullamzasa kis adagokban terjed

Fotonok részecskék, de szuperpozicidoban
lehetnek

A dinamikat a Maxwell-egyenlet adja meg

elektronok:
Elemi részecskék

Interferencia — szuperpozicioban lehetnek

Mi hatarozza meg a dinamikat?
(Schrédinger-egyenlet)



Az elektront leiré hullamfliggvény a
valoszinldségsuruséggel van kapcsolatban

Elektron képes konstruktiv/destruktiv interferenciara:
mindig nemnegativ valdszinlségs(irliség mogott valami “alapvetébb” van

r hely kérdli kis dV térfogatban megtalalas valoszinlisége: P =|U(A)|*dV
hullamfiggvényt érdemes komplex értékiinek definialni \Ij(f)’ t) c C
Pl. sikhullam, V térfogatban: (7 t) = —=
2T
2T _
k= — W= "7
) T
hullAamszam korfrekvencia

Tovabbi példa: hidrogénatom elektronja

{a)



Az impulzust a hullamfliggvénybol derivalassal
kapjuk meg (de Broglie)

sikhullam:

1 T
\Ij(”l“, t) — _ezkr—zwt

7

h
de Broglie: p=7y= hk
sikhullamra: P, = —ih0, py = —thdy  p. = —ih0,

Az impulzusnak egy differencialoperatort feleltetiink meg.



Tipikus hullamfiggvényeknek a hullamhossza és a
helye is bizonytalan
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Hatarozatlansagi relacio kovetkezménye a szabad
részecske hullamfliggvényének szétfolyasa
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Figure 2: The wave function spreads out of time. Thus, the range of probability
locations increases.

Thus, we see that the uncertainty in position at any later time is inversely proportional to
the initial position. The better we know it now, the worse we will know it later. Hopefully
this principle does not apply to your knowledge of quantum mechanics.



A hatarozatlansagi relacio a hullamfliggvények
tulajdonsaga

uncertainty
In momentum

| h h
AgiNg = L.
47 2

uncertainty
in position

The more accurately you know the position (i.e., the smaller Ax is),
the less accurately you know the momentum (i.e., the larger Ap is);
and vice versa



A Schrodinger-egyenlet “levezethet6” a Planck- és
de Broglie-hipotézisekbdl, sikhullambadl

sikhulldm, ha nincsen potencidl: W (r,t) = __ pthr—iwt

Y

keresiink linearis differencidlegyenletet, ami sikhullamra jél mikodik

0¥ (r,t) = const - (02 + (95 + 02U (7, t)

, h
Planck: F = hv = hw de Broglie: p= 1= hk
W E 2/2m h
const = —— = —1h— = —ihp / - g —
L2 p2 p2 .

visszahelyettesitve:
2

ihO VU (7) = —;—m(aﬁ + 02+ 02)U(r,t)



A hullamfliggvény idofejlédését a Schrodinger-

egyenlet irjale P

) 27

1ho U (1) = —;—m(ﬁi + 85 + INU(7,t) + V(P U(7, t)

hasonloan a Maxwell-egyenletekhez, parcialis differencidlegyenlet
Jelen ismeretében megadja a jovot

- értelmezése
- megoldasa
- tomoren, H differencidloperatorral (Hamilton-operator):

iho, U (7, t) = HU(F,t)

2
. (02 + 05 + 02) +V(7)

2m o - .
A
Laplace-operator
A ]32
A Hamilton-operator a teljes energia operdtora H = — + V(x)

2m



A kvantummechanika eszkoztara: hullamflggvény,
operatorok

elektron allapota:
komplex értékd hullamfiiggvény

helyének valészinliségeloszlasa: (7, )]

hely komponensének varhatoértéke: ;) — /dS,,a (7?2 = /dfﬂrq,(;)*x\p(;)

impulzus: Py = —ih0,
impulzus varhatéértéke: (Pr) = /dST\If(F)*ﬁx\P(F)
. . H2
teljes energia: 7 T v
2m

idofejlédés a Schrodinger-egyenlet iho, U = O



A hullamfliggvény mértékegysége

A kvantummechanikai hullamfliiggvény a helyhez komplex értéku
mennyiséget rendel. Ennek mértékegysége is van, ami...



Schrodinger-egyenlet helyesen
2
0¥ (F) = —2h—(a§ + 02+ 02)U(r,t) + V(7)¥(r, )

m

A Schrodinger-egyenlet igy nem helyes. Ahhoz, hogy kijavitsuk
(gondold meg a mértékegységeket)...

A) A baloldalt szorozzuk meg h-sal

Bl A baloldalt osszuk el h-sal
C) A jobboldalt szorozzuk el h-sal

D] A potenciilis energiat osszuk h-sal



Elektron hullamhossza

Az elektron tomege m_=9.11 103%kg, a Planck-allandé h=6.62 1034 Js.

A fénysebesség 1%-aval haladé elektron hullamhossza...

A 242 fm
. 242 pm
C) 242 nm

D] 242 um



Elektron hullamhossza

Az elektron tomege m_=9.11 103%kg, a Planck-allandé h=6.62 1034 Js.

A fénysebesség 1%-aval haladé elektron hullamhossza...

=mv=— —> A= —
P A mu

h=6.62x10"3Js v=3x10°= m=09.11x10"3"kg
S

6.62 x 1034

= T 0 w3 ™ 2.422 x 10719 m =242 x 10 ? m = 242 pm
. X o X X




A Schrodinger-egyenlet energiasajatallapotokra is
vonatkozik. Ez az un. idéfluiggetlen Schrodinger-
egyenlet

iho U (7, t) = HU(F, t)

keressiik energiasajatallapotokat, E=hw energiaval
U(7,t) = e *“'9(F)
mUkodik, ha P sajatfliggvénye H operatornak (helyettesitsd be!)

A

Hip(r) = hwyp(r) = Eyp(r)



1D dobozba zart elektron

I g(a) + V@) = Béla)  wala) = \/% sin ()

V(z) =0,ha 0 <z < L; V(z) = ooegyebkent
E A véges térfogatba zaras kvantalja a spektrumot:
nem valtozhat folytonosan az energia,

bizonyos megengedett hullamszamértékek
— energiak:

n=>3 h2 2

E, = 2
2m L2 "

0 L X -Felfelé ritkulé spektrum

. . -Gerjesztések: ugrasok szintek k6zott
M,mt 4 k?t vesen befogott -Kisebb doboz — “Dragabb” gerjeszteni
hur rezgései



1D—3D dobozba zart elektron

2

o2 PR+ V@ = Bp

2m

Szorzat-trikk: Kereshetjik szorzatalakban a megoldast (potencidl 6sszeg)

Vi (T) = 4/ % sin (ng:x) sin (%y) sin (%jz)

3 kvantumszam P2 (n2  ng  n?
Ly = + = +
om \12 T Iz T 2

-Kisebb doboz — “Dragabb” gerjeszteni

- Hal,, L, < L,: alacsony energian x, y iranya mozgas “kifagy”, 1D

- Hal, <L, L,: alacsony energian x irdnya mozgas “kifagy”, 2D

- megengedett hullamszamvektor-értékek racspontok



Dobozba zart elektron

A doboz minden oldalat 1/10 részére zsugoritom.
Az alapallapoti energia hanyszorosara valtozik?

Bl 100

C) 1000 000
D] 1/10



Szamolos feladat

Egy 200 pm élhosszusagu kockaban egy elektron van a legalacsonyabb energias
allapotaban. Legalabb hany eV-os foton kell, hogy felgerjessziik?

(Az elektron tomege m_=9.11 1031kg, a Planck-allandé h=6.62 1034 Js.
1eV =1.6021071))

h2m2 n? n n
_ x y
Ensc My sz ™ (L2 + +
xr

2m L2 L ) Nz, Ny,n. =1,2,3,...

ISR Nl R )

B2 2

L,=L,=L,=1L En nom. =
Yy xflysliz QmLQ

(n2 +n2 +n?)

A2 2 3n*m?

El,l,l = QmLQ 2,1,1 1,2,1 1,1,2 mLQ
B P 3r2m2  3h?

ph = 211 1,1,1 = o2 Sml2
3 % (6.62 x 1034)* J252
Jo ( ) S =451 x 10718
8 x 9.11 x 1031 x (200 x 10-12)" kgm
4.51 x 1018

= eV = 28.15eV

Ph ™= 176 x 1019



Szamolos feladat

Egy 200 pm élhosszusagu kockaban egy elektron 8. energiasajatallapota
hanyszorosan degeneralt?

Ng Ny N 2 | deg.
1. {1 1 1 3 1
2. | 2 1 1 6 3
3. | 2 2 1 9 3
4. | 3 1 1 11 3
5. | 2 2 2 12 1
6. | 3 2 1 14 6
7.1 3 2 2 17 3
8. | 4 1 1 18 3

A 8. energiasajatallapot tehat haromszorosan degeneralt.



Szamolos feladat

Egy nanodrotot kozelitsiink 3x3x200 nm élhosszusagu négyzetes hasabbal.

- Hany eV a minimalis gerjesztési energia?

A2 ni ’ﬂ»g, ng | 9.3
Mg, My Nz I (LE Lg +L§) Mgy My, Ny = 1,4,9,...

L,=L,=3nm L, =200nm
h2 n2+n2 n? h? o oy [200\%
Enm,ny_,n: — Sm( L:% + Lg) - Sng (nm + ?’ly) (3) + n.,

h2
= I3 (4444 (n2 +n)) +n2)

2
h? 3 x (6.62 x 1034
Fi12—F111= ;(4-1)= ( ) 5J =4.51 X 10724
| o 8mlLZ 8 X 9.11 x 1031 x (200 x 10-9)

4.51 x 102
= 16 < 10-19 eV = 0.28 eV




Szamolos feladat

Egy nanodrotot kozelitsiink 3x3x200 nm élhosszusagu négyzetes hasabbal.

Az els6 néhany energiasajatallapotig még egydimenzidosnak tlinik a drot.
Hanyadik energiasajatallapotnal jelennek meg az x és y iranyu gerjesztések?

2

Eiin. = S (8888 +n2)
h? h?
Paii =g — (5 x 4444 + 1) = 8mL%22221

8888 +n? > 22221 — n. > 116



Szamolos kérdés (ZH)

Vegylink egy 1nm élhosszusagu kocka alaku dobozba zart elektront.
A legalacsonyabb energias allapotban (alapallapot) hany eV a kinetikus energiaja?

Az elektron energiaja csak kinetikus energia, mivel a doboz belsejében a
potencialis energia zérus.

hg 2 2 2
N, Ny ,N= — 8mL2 (nm_l_ny_'_nz) nscrnyanz — 123*
L =1nm
352 3 % (6.62 x 10734)° "
Ein = 5 = 5J =1.8x 107" J
8mL® 8% 9.11 x 10731 x (10-9)
1.8 x 10719
- o eV = 1.125eV

1.6 x 1019



Szamolos kérdés (ZH)

Vegylink egy 1 nm élhosszusagu kocka alaku dobozba zart elektront.

Mekkora a kinetikus energidja az els6 gerjesztett (masodik legalacsonyabb energiaju)
allapotban?

hQ
M My Ms L2 (ni —I—ni—l—ng) Mgy Ny y Ny = 1?2?3,...
' m
L =1nm
2
6h2 6 x (6.62 x 1034
Eoiq = — ( ) J=36x10"1J
2 2
8mL® 8 x9.11 x 10731 x (10-9)
3.6 x 1019
=~ 16 %< 10-19 eV = 2.25eV

Az elektron energiaja csak kinetikus energia, mivel a doboz belsejében a
potencialis energia zérus.



Hidrogénatom Schrodinger-egyenlete: a potencial
nem 0sszeg, nehezebb

@24 o2+ 2w — - Ly = B
_ _ - _ 7
om T %y T T Ameg |77 "
z gombi koordinatakra érdemes attérni,

ott szorzatalakkal préobalkozni

jellemz6 hosszskala:

h241e
a —

e EE 53pm

.
redukalt tavolsag a magtél: o = -




Hidrogénatom Schrodinger-egyenlete:
megoldasok 3 kvantumszam alapjan, energia csak
n-tol fligg

e? 1
B 47T€0 W

2

I o2 o2+ 02yu(

2m

(7) = Ey(r)

3 kvantumszam: n fokvantumszam, | mellék-, m= magneses-

n=12,...; [=0,1,....(n=1); my=-l,—(1—-1),...,1—1,1

Energia csak az n fékvantumszamtdl fligg

) met 1 . , =
822 12

N——
13.6eV

E,=—

1
alapallapot: W(r) = T o—rla
ma-




H-atom: Néhany energiasajatallapot

n—=1 £=0 m =20 z,.’;m[):%(aé):e'"p
0
=i
n—2 £=0 m=10 Y200 = 3211—( ) (2 - pe 2
=1 m=10 aﬁ) pe P2 cos(6)
X P
3
= = 1 Z\2 : :
£=1 m = +1 e (a_) 2 o0/ sin(0)e* i6
Z 3
n=3J3 {=0 m =20 Y300 = - 27—18p+2p)e"
8137 \ a0
3
=l m=20 Z 5 2\ o—p/3
Y310 = a_ (6r — p*)e /" cos(6)
— ‘ 1 r : + i
£=1 m = 11 Y3141 = W a_o (6p p?)e /3 sin(B)e*
£=2 m =10 Y300 = : (E) %p2e""-3(3c032(6‘) —1)
81y/6m \ @0
t=2 m = +1 P2+1 = i/_ (E) ipze P/3 sin(6) cos(8)e™
o 81y/m \ ap
1 (2z\:
=2 m = +2 Y32+ 2 162\/_ ( ) p’e ?3sin?(@)e* 29

https://chem.libretexts.org/Courses/University_of California_Davis/UCD_Chem_107B%3A_Physical_Chemistry _for_Life_Scientists/
Chapters/4%3A_Quantum_Theory/4.10%3A_The_Schr%C3%B6dinger_Wave Equation_for_the_Hydrogen_Atom



A hullamfiggvényeket nehéz vizualizalni

Nodes

Node Node

1s 2s 3s
(a) Electron probability (b) Contour probability

3s

Electron probability (W2r?)

Distance from nucleus (r)

(c) Radial probability

https://chem.libretexts.org/Courses/University_of California_Davis/UCD_Chem_107B%3A_Physical_Chemistry_for_Life_Scientists/
Chapters/4%3A_Quantum_Theory/4.10%3A_The_Schr%C3%B6dinger_Wave_Equation_for_the_Hydrogen_Atom



Azonos energiaju megoldasok szuperpozicidja is megoldas

1sg

“Fizikus” hullamfliggvények:
szinek = komplex fazis

“Vegyész” hullamfiiggvények:
valos értékl linearkombinacidk szin = +/-




The Orbitron gallery of atomic orbitals

Forras: https://winter.group.shef.ac.uk/orbitron/
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H-atom

Ha a vakuum dielektromos allanddja 10-szeresére nd, hanyszorosara valtozik
a H-atombeli elektron hullamfliiggvényének linearis mérete?

ng
I'm = a0 —

A

thg

C) 1/10 e

= 5,2917721067(12) x 10 "' m




H-atom

Ha az elektron tomegét gondolatban 10-edrészére csokkentem,
hanyszorosara valtozik a H-atombeli elektron alapallapoti energiaja?




H-atom

Hanyszorosan degeneralt a H-atom 4. energiasajatallapota?




1922: Stern-Gerlach kisérlet:
Mérjuk ki, merre allnak az atomi palyak!

Classical prediction |
| Anyagi tamogatas:
Experimental result Henry Goldman (Goldman-Sachs egyik alapitdja)

zhnl. ]M !’l"- m /e. 12/. J Y ‘*“mu-(ad& lc«.tmo
A Ao : ‘f. / p g

Levelez6lap, Gerlachtél Bohrnak




Valdjaban a Stern-Gerlach kisérletben az elektron spinje
okozza az effektust: kisztri a le- és felfelé allo spint
részecskéket

EgyszerUsitett jel6lés:

IT)
L)

<)
=)

1944: Nobel-dij Sternnek, Gerlach kimarad
(nemzetiszocialista rezsimmel
valé egytttm(ik6dés )




1922: Stern-Gerlach kisérlet:
Dontésre kényszeriti a spineket!

3.
1. z tengely
z tengely mentén
mentén 2.
x tengely




https://en.wikipedia.org/wiki/Stern%E2%80%93Gerlach_experiment




https://en.wikipedia.org/wiki/Stern%E2%80%93Gerlach_experiment
Experiment 1 > ,;

|
The top illustration shows that when a second, identical, S-G L
apparatus is placed at the exit of the first apparatus, only z+ is seen
in the output of the second apparatus. This result is expected since
all neutrons at this point are expected to have z+ spin, as only the =~ Exp. 1 - Notice that no z- neutrons

z+ beam from the first apparatus entered the second apparatus.[1%] are detected at the second S-G
analvzer

Experiment 2

The middle system shows what happens when a different S-G
apparatus is placed at the exit of the z+ beam resulting of the first
apparatus, the second apparatus measuring the deflection of the
beams on the x axis instead of the z axis. The second apparatus
produces x+ and x- outputs. Now classically we would expect to

EXp. 2 - The z-spin is known, now
measuring the x-spin.

have one beam with the x characteristic oriented + and the z characteristic oriented +, and another with the
x characteristic oriented - and the z characteristic oriented +.[10]

Experiment 3

The bottom system contradicts that expectation. The output of the
third apparatus which measures the deflection on the z axis again
shows an output of z- as well as z+. Given that the input to the
second S-G apparatus consisted only of z+, it can be inferred that a
S-G apparatus must be altering the states of the particles that pass ~ EXP- 3 - Neutrons thought to have
through it. This experiment can be interpreted to exhibit the N Z+ Spin are measured again,
uncertainty principle: since the angular momentum cannot be  [Nding that the z-spin has been
measured on two perpendicular directions at the same time, the Foser.

measurement of the angular momentum on the x direction destroys

the previous determination of the angular momentum in the z

direction. That's why the third apparatus measures renewed z+ and z- beams like the x measurement really
made a clean slate of the z+ output.w
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A spin barmerre allhat, de ha megmérijuk,
két opcid kozott dont: elemi bit
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Einstein: Az elektron nem tud “spontan” donteni!
Kell legyen valami rejtett tulajdosaga, ami
az eredményt megjosolja
— lokdlis realizmus

Bohr: ez csak ures filozofalgatas,
az elmélet helyesen josolja a kisérletet,
csak ez szamit
— pragmatizmus




A kvantummechanikai mérés: beavatkozas,
"beugrasztja” a hullamfliggvényt

THE COPENHAGEN INTERPRETATION

The act of measurement causes all the possible
positions of the wave function to collapse

into a single point. What happens to the other
positions? According to Hugh Everett, they
split off into other worlds.

Before
measurement Wave function

Position in space

After
measurement Wave function

“collapse”

Position in space



