9/+1. Aladar (32 kg) és Bozsi (22 kg) mérleghintazni akarnak. A mérleghinta ridja 6,4 m hosszu és 10 kg témeg(,
a felez6pontja alatt van aldtdmasztva egy 40 cm magas tartéval.

a) Hol van az Aladar + Bozsi + rdd rendszer tomegkozéppontja, ha a gyerekek a rad végén ilnek?

b) Mekkora a nehézségi erd forgatbnyomatéka az alatamasztasi pontra vizszintes helyzetben?

c) Mi torténik a gyerekekkel, ha nem ér le a labuk?

d) Hova kell Gljon Aladar, hogy vizszintes helyzetben egyensulyban legyenek?

e) Ha megoldhaté lenne, hogy az alatamasztast odébb toljuk, akkor hol kéne alatamasztani a rudat, hogy
vizszintes helyzetben egyensulyban legyen, ha a gyerekek a rid végén (lnek?

MO.
a) A tomegkozéppont kiszamitasahoz vegyilnk fel egy x tengelyt a rdd mentén
pl. igy:

- ®

ekkor a tomegkozéppont x koordinataja
Xs=1(0-32+3,2:10 + 6,4-22) / (32+410422) = 2,7 m;

vagy igy:
QmA=32 kg Miaa = 10 kg @ me=22ke
. : X
—L/2=-3,2m L/2=3,2m

ekkor a tomegkozéppont x koordinataja
Xs=(-3,2:32+0:10 + 3,2:22) / (32+10+22) =-0,5 m.

Tehat a tomegkozéppont az alatdmasztdstdl 0,5 m-re van a nehezebb gyerek, Aladar felé.
b) A forgatényomatékot kiszamolhatjuk

> testenként:

az Aladdrra hatd nehézségi erd a hintat balra akarja forgatni (pozitiv forgdsiranyba)
Ma =mag - (L/2) =32:10-3,2 = 1024 Nm;
a Bozsire hatd nehézségi erd a hintat jobbra akarja forgatni (negativ forgasiranyba)
Mg =—-mgg - (L/2) =-22-10-3,2 = =704 Nm;
a rudra hato nehézségi er forgatbnyomatéka zérus, mert az eré atmegy az alatdmasztasi ponton;
tehat a rendszer forgatényomatéka sszesen
M =M, + Mg + 0 =320 Nm, balra.
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> arendszer tdmegkodzéppontjaba helyezve az 6ssztomeget:

ekkor az er6kar a tomegkozéppont és az aldtamasztas tavolsaga, k; = 0,5 m:
M = (ma+mg+m,yq)-g - ks = (32+422+10)-10 - 0,5 = 320 Nm, balra.

c) Mivel az alatamasztas nem a tomegkozéppont alatt van, ezért a hinta vizszintes helyzetben nincs
egyensulyban. A tomegkozéppont az alatamasztastdl balra van, ezért a hinta elfordul balra:

Ebben a helyzetben a tomegkdzépponton atmend nehézségi er6 vektora a két aldtdmasztasi pont kdzott van,
ezért a mérleghinta igy egyensulyban van.

d) Aladar kozelebb kell Gljon az alatdmasztashoz, hogy a kbzos témegkozéppont éppen az alatamasztas folott
legyen, igy az eredd forgatdonyomaték zérus lesz.

Vegyik fel pl. igy az x tengelyt, igy x, = 0 kell legyen:
ma =32 kg Maq = 10 kg mg =22 kg

Xs=(Xa'32+0-10 + 3,2:22) / (32+10+22) =0 -  Xa=-2,2m,
tehat 1 m-rel kdzelebb kell cstsszon a rud kozepe felé.

e) A tomegkozéppont alatt, amit a b) részben mar kiszamoltunk, tehat a rad kézepétél 0,5 m-rel balra.
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9/+2. A Mikulas vizszintesen kitart karral piruettezni kezdett a jégen.

Mennyire valtozik meg a forgdsanak a szogsebessége, ha

a) a karjait tovabbra is vizszintesen tartva konyokben vizszintesen visszahajtja?

b) a karjait fliigg6legesbe forditja (a valla koriil, a torzs-hengerének szélénél)?

A Mikulas homogén s(ir(iségl, a tomege 150 kg.

Torzsét+labait+nagykabatjat tekintsiik 16 cm sugard, 150 cm magas hengernek,

fejét egy ezen lev6 12 cm sugari gombnek,

karjait a henger tetejénél annak szélétél kiinduld 5 cm sugaru, 60 cm hosszu hengereknek.
A Mikulas konyoke a karja kozepénél van.

Kinyujtott vizszintes karral a szogsebessége 12,0 s

T 7T

MO.

Ha piruettezés kozben a Mikulds a karjat behajlitja vagy fligg6legesbe forditja, a Mikulas 6sszes
impulzusmomentuma nem vdéltozik meg, mivel a karok mozgatasa belsé er6 hatasara torténik, kozben a kiilsé
er6k forgatonyomatéka zérus, tehdt L =0 w= konst.

Mivel megvaltozik a Mikulas alakja, a karjanak félbehajlitasaval ill. fligg6legesbe forditdsdval azok 6sszességében
kozelebb keriilnek a forgastengelyhez, ezért a tehetetlenségi nyomatéka lecsokken, és igy a szogsebessége
megné.

ElSszor ki kell szamolni a tehetetlenségi nyomatékot a kiinduld és a két megvaltozott alakra.

A Mikulas térfogata

V = Vigrs + Vigj + 2Vier = 0,16°T81,50 + (4/3)-0,12°T1+ 2 - 0,05°T60,60 = 0,1206+0,0072+2-0,0047 = 0,1373 m’,
a slrlsége

p=m/V=150/0,1373 =1092,5 kg/ma,
az egyes részeinek a tomege:

t0rzs Mysrzs = P-Visrs = 131,8 kg,

fej Myej = PViej = 7,908 kg,

egy-egy kar my,, = P-Viar = 5,148 kg.

A Mikulas tehetetlenségi nyomatéka a torzsének kézepén atmend forgastengelyre, ha a karja ki van nyujtva:
> atorzse egy henger, ami a szimmetriatengelye koril forog; a henger tehetetlenségi nyomatéka a
szimmetriatengelyére
Ohenger = BMR? ; Mysrzs = 131,8 kg, Rysras = 16 €M,
tehat Oy, = 0,5:131,8:0,16% = 1,687 kgm?;
> afeje egy gomb, aminek a tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére
Ogomb = MR’ , Me; = 7,908 kg, Ryej = 5 cm,
tehat O, = 0,4-7,908-0,05° = 0,0455 kgm?;
> egy-egy karja egy-egy hosszu vékony henger, ami a henger szimmetriatengelyére meréleges tengely kordl
forog, ezért a henger ilyenkor radnak tekinthetd!
a forgastengely a végpontjatdl R, = 16 cm-re van, erre a tengelyre a tehetetlenségi nyomatékot

Steiner-tétellel szamolhatjuk: a rud felez6pontjan atmeng tengelyre ©, = o ML?,
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az eltolas d = %Lar + Risrss = 30416 = 46 cm,

tehat O, = 1—12 Mior Liar? + Mir d° = 5,148-0,6%/12 + 5,148-0,467 = 1,244 kgm®:;
Osszesen

O = Opsrzs + Opej + 2 Oy = 4,220 kgm? kinyujtott vizszintes karral.

a) Ha a karja vissza van hajtva, akkor egy karja két olyan hengernek tekinthetd, aminek a tdmege
%my,, = 2,574 kg, a hossza %L, = 30 cm, mindkét rész ugy forog, hogy a vége a forgastengelyt6l 16 cm-re van, a
részek tomegkozéppontjanak a tavolsidga a forgdstengelyt8l d’ = %+(%Liar) + Risres = 15+16 = 31 cm, tehat egy fél
kar tehetetlenségi nyomatéka

Ol kar = 2,574-0,3°/12 + 2,574-0,31% = 0,2475 kg m’;
a Mikulas tehetetlenségi nyomatéka 6sszesen

O, = Orzs + Orej + 4 Oy yar = 2,722 kgm? félbehajtott vizszintes karral.

Az impulzusmomentum-megmaradast felirva:
O,w=0,w, - =0,/0, w=4220/2,722-12,0=18,65".

b) Ha a karja fluggdleges, akkor a forgastengely parhuzamos a henger szimmetriatengelyével, igy a kar
tehetetlenségi nyomatéka a henger tehetetlenségi nyomatékabdl szamolhatd Steiner-tétellel:

Ohenger = BMR? ; My, = 5,148 kg, Rior = 5 cm,

az eltolas d” = Rysrps + Riar = 21 cm, tehat egy kar tehetetlenségi nyomatéka

Otar fige = 0,55,148:0,05% + 5,148:0,21% = 0,2335 kgm’;
dsszesen

O3 = Oysrzs + Oej + 2 Oxar figg = 2,200 kgm? kinyuijtott fugg6leges karral.

Az impulzusmomentum-megmaradast felirva:
O,w=0;0; - =0,/0;-w=4,220/2,200-12,0=23,05".
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