FIZIKA LABOR

METROLOGIA ES HIBASZAMITAS

1. Metrologiai alapfogalmak
A metroldgia a mérések tudomanya, a mérésekkel kapcsolatos ismereteket foglalja 6ssze.

Méréssel egy objektum valamilyen tulajdonsagardl szamszer( értéket kapunk. A mérési eredményt egy szammal
(a mértékszammal) és a mértékegységgel adjuk meg.

A mérés torténhet mérGeszkozzel vagy miszerrel. A mérbeszkozzel vald mérésnél az objektum valamilyen
tulajdonsagat kozvetlen Gsszehasonlitassal kapjuk meg (pl. ha hosszisagot méterruddal vagy tomeget kétkaru
mérleggel mériink). A miliszerrel valé mérés viszont kozvetett, az objektum és a miszer valamilyen
kolcsdnhatdsabol kalibralassal adja meg a mérni kivant mennyiség értékét. (Pl. az elektromos aram erGsségét mérg
Deprez-rendszer(i ampermérGben a mutatd szogelforduldsa az aram, a magneses tér és a rugd koélcsénhatasanak
az eredménye, de a mUszer skalaja mar aramerdsségre van kalibralva.)

Sok esetben nem tudjuk a jellemezni kivant mennyiséget kdzvetleniil mérni, hanem csak mas, vele kapcsolatban
allé egy vagy tobb mennyiséget, és az ezekre kapott mérési eredményekbdl szamitassal kapjuk a kivant adatot.
Ekkor kdzvetett, illetve 6sszetett mérésrdl beszéllink.

A mérés hibjja

A mérést megismételve altaldban nem kapunk azonos mérési eredményeket. Egyrészt, mert a mérendé mennyiség
valtozhat az id6vel. De ha a mérend6 mennyiség allandd is, a mérési eredményt a miszer allapota és a megfigyelést
végz6 ember is befolyasolhatja.

Jel6ljik a mérni kivant mennyiség valdsagos értékét x,-vel, a mérési eredményt xm-mel.

A mérés hibaja, Ax a mért érték és a valdsagos érték kiilonbsége:

AX = Xm — Xy . (1)
Haszndlatos még a relativ hiba:
X = AX [ Xy . (2)

A mérés megbizhatdsagat els6sorban a mérémdszer jellemz6i hatdrozzak meg.

A mliszerek jellemz6i

Erzékenység: Azt adja meg, hogy a mérendd mennyiség egységnyi valtozasahoz a mlszerrél kdzvetleniil leolvashaté
érték mekkora megvaltozasa tartozik. Ez a mdszerrél leolvashaté legkisebb egységnek (skalarésznek) megfelelé
mérend6 mennyiség reciproka. (Pl. ha egy mutatés mA-méré végkitérése 250 mA, a skaldja linearis és 50 beosztasu,
akkor a m(iszer érzékenysége 50 skr / 250 mA = 0,2 skr/mA.) Ha a skala nem linearis, akkor az érzékenység fligg
attél, hogy milyen érték kozelében mérink.

Pontossag: A mért és valdédi érték maximalis lehetséges eltérése, a hiba abszolut értékének maximuma.
Reprodukalhatdsag: A miszerrel torténd ismételt mérésekkel kaphatd mérési eredmények lehetséges maximalis
eltérése egymastol.
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Hibatipusok

Véletlen hiba: A mérési eredmények a valdsdgos értékt6l mindkét irdnyban azonos valdszinlséggel,
véletlenszerlen térnek el. Nagy szamu mérés atlagat véve a véletlen hiba tetszélegesen csokkenthetd.
Rendszeres hiba: A mérési eredmények a valdsagos értéktdl eltérd érték koril ingadoznak. Oka a hibdas vagy rosszul
beallitott muszer, de rendszeres hibat okoz az is, ha elhanyagolunk vagy rosszul vesziink figyelembe valamilyen, a
mérést befolydsold kilsé tényezét (pl. h6mérsékletet vagy nyomast).

2. A hibaszamitas alapjai
A hibaszamitas a valdszinliségszamitas és matematikai statisztika felhasznalasaval a mérés sordn fellépé véletlen
hibak becslésére ad modot.

2. 1. Valészinliségszamitasi alapfogalmak

Méréssel nemcsak egyetlen objektum valamilyen allandé érték( sajatossagara kaphatunk szdmszer(i értéket, hanem
jellemezhetjik egy objektum olyan sajatossdgat is, mely idében vagy helyileg valtozik (pl. beszélhetiink a terem
hémérsékletérdl, akkor is, ha a hGmérséklet a radidtor mellett mas, mint az ajté mellett, ill. éjszaka mas, mint nappal). Vagy
jellemezhetiink egy olyan egyedekbdl allé sokasagot, melyekre nézve a mérendé tulajdonsag kilonbozd mértékd (pl.
megadhatjuk az évfolyamon a hallgatélanyok atlagos magassagat). Egy sokasag esetén az egyedi mérések valamilyen atlaga
lesz az egész sokasdag jellemzdje, de tisztdznunk kell, hogy értjuk ezt az atlagot.

A sokasagot jellemzd szamnak az egyedekre is jellemzének kell lenni valamilyen mddon, a sokasdgra vonatkozé adatbdl
bizonyos mértékig meg kell tudnunk jésolni az egyedi mérések eredményét, azaz a sokasag jellemzésénél azt is meg kell
adnunk, hogy a megadott atlagérték koril adott valdszinliséggel milyen intervallumban lesznek az egyes mérések eredményei.
A terem hémérsékletének megadasanal a termet kiilonb6z6 id6pontokban elképzelve tekinthetjiik sokasagnak, melynek
elemei az egyes idGpontokban a terem pillanatnyi allapotai, és ezekben az allapotokban mérhetjik az egyedi
hémérsékletértékeket. De akkor is, ha egy jol meghatarozott, id6ben dllandé mennyiséget ismételten mériink, a miszer id6ben
kilénb6z6 dllapotai, a mUiszer és a mért objektum, valamint a kdrnyezet id6ben valtozd kdlcsonhatasa miatt az ismételt mérés
eredményei valtozni fognak, ezért ezek az elképzelt ismételt mérések megint egy sokasdg elemeinek tekinthetdék.

Tételezzlnk fel egy sokasagot, és egy, a sokasagon értelmezett { mennyiséget. £ kiilonb6z6 értékeket vehet fel, de
egyeseket nagyobb, masokat kisebb valdszinliséggel. (Egy hallgatdlany magassagat gyakran mérjik 160 és 170 cm
kozotti értéknek, és a terem hémérséklete kevéssé valdszinl, hogy —10 °C alatt van.) Azt mondjuk, hogy
€ valdszinliségi valtozd. Egy valdszinliségi valtozé lehet folytonos (mint a magassag vagy hémérséklet), és lehet
diszkrét (mint a kockadobdlds eredménye). A sokasdag lehet véges elem(i (mint a hallgatélanyok sokasaga), vagy
végtelen elemi (mint a terem dllapota tetsz6leges id6pontokban).

Amikor mérink, kivalasztjuk egy egyedét a sokasagnak, és ezen végezzik el a mérést. Azt is mondhatjuk, hogy
mintat vesziink a sokasagbdl és azon egy kisérletet végziink. A kisérlet ,,eredményes” vagy , sikeres”, ha azt kaptuk,
amit vartunk (pl. 6-ost a kockadobaldsnal). A sikeres kisérletet nevezzilk eseménynek.
Az esemény valdszinlisége P: az dsszes lehetséges kedvez6 kimenetelld mintavétel ill. kisérlet szdma (nk) osztva az
Osszes lehetséges kisérlet szamaval (N):

P=ng/N. (3)
A valészinliség pontos értékét meghatdrozhatjuk, ha van informdacidnk az egész sokasagrol. Egyéb esetben a
sokasag tobb-kevesebb elemén végzett kisérlet alapjan P értékét becsuljuk.
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Legyen példaul a sokasag 100 doboz gyufa, és a € diszkrét valdszinlségi valtozo a gyufaszalak szdma egy dobozban.
Ha megvizsgdltuk az 6sszes dobozt és tudjuk, hogy a 100-bdl 10 dobozban van 40 szal gyufa, akkor annak az
eseménynek a valdszinlsége, hogy egy véletlendl kivalasztott skatulydban pont 40 szal gyufat talaljunk,

P(¢€=40) = P(40) =10/ 100 =0,1.
Ha a valdszinlségi valtozd folytonos, akkor csak azt kérdezhetjik, hogy egy bizonyos intervallumba esé értéket
milyen valdszinlséggel vehet fel. Pl. ha a valdszin(iségi valtozé a hallgatélanyok magassaga, és tudjuk, hogy az
évfolyam 50 hallgatélanyabdl 10-nek a magassaga 160 és 170 cm kozé esik, akkor annak a valdszin(isége, hogy egy
véletlenszerdlen kivalasztott [Any h magassagat 160 és 170 cm kozottinek taldljuk:

P(160<h<170) =10/50=0,2.

Abban az esetben, ha nincs informacionk a teljes sokasagrél, hanem N-szer mintat vesziink a sokasagbdl (N-szer
dobunk a kockaval, ill. megmérjik N hallgatélany magassagat), azt tudjuk kiszamolni, hogy mennyi az esemény
relativ gyakorisaga. Ha a kisérletet N-szer ismételtiik meg, és n esetben kaptunk kedvez6 eredményt (pl. 40 szal
gyufat a gyufaszamlalasi kisérletben), akkor a g relativ gyakorisag

g=n/N. (4)
Ha N ng, a relativ gyakorisag a valészinlséghez tart:

Jim q=P. (5)
2.1.2. A valészin(iségi siirliség- és eloszlasfiiggvény
Jeloljiik a € folytonos valdszinliségi valtozd aktualis mért értékét x-szel.

P (xi< x < x+Ax) annak a valdszinlsége, hogy x értéke x; és xi+Ax; kozé essen. A

. P(xj<x<xj+AXx)
lim ——=f(x; 6
Ax—0 Ax ( I) ( )

hatdrérték a ¢ valtozé valdszinlségi s(irlisége x; -nél, az f(x) fliggvény pedig a ¢ eloszlasdanak valdszinliségi
siirliségfiiggvénye (avagy frekvencia figgvénye).
Annak valdszinlisége, hogy x értéke x; és xi+Ax; kozotti értéket vegyen fel, kozelitSleg

P (xi < x < xi+Axi) = f(xi) - Ax, (7)
ha Ax elég kicsi.

Altalanosan annak valdszin(isége, hogy x értéke xi és x, kozé essen:

P(x1<x<xp)= fx"lz f()dx . (8)
A valoszinGségi sUrilségfiggvény integralfliggvényét valdszinliségi eloszlasfiiggvénynek nevezziik és F(x)-szel
jeloljuk:

F(x) = [, fO)dx . (9)
F(xi) annak a valdszinlisége, hogy a valdszinliségi valtozé értéke nem nagyobb, mint
egy adott x; érték:

P (x <xi)=F(xi). (10)
Annak a valoszinliségét, hogy a valdszinlségi valtozo értéke x; és x, kozé esik, megadhatjuk az eloszlasfiiggvénnyel

is:

P(xe <x<xp) = fxxlz f(x)dx = f_x; f(x)dx — f_x; f(x)dx = F(x2) — F(x1). (11)
A valdszinlségi s(ir(iségfliggvény integrdlja a valdszinliségi valtozo teljes értelmezési tartomanyara
[ f(x)dx' =P(-0 < x < ) =1, tehdt F(oo)=1. (12)
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2.1.3. Osszetett kisérlet eredményének valdsziniisége, a mérések fiiggetlensége
Ha két mennyiséget, &-t és n-t mérink egymas utan, mi a valdszinlsége annak, hogy ¢-re x-et, n-ra y-t kapjunk
eredményil? Ha N(y/x) azoknak az eseteknek a szama, amikor n-ra y értéket kapunk, feltéve, hogy &-re mar x

értéket kaptunk, akkor a valdszinliség értelmezésébdl
. N(y/x) _ . N(y/x) N(x)

Ploy) = lim == lim S B = ply/x)-P(x). (13)
P(y/x)-et feltételes valdszinliségnek nevezziik. Ha az n valtozéra vonatkozé kisérlet eredménye nem fiigg a §
valtozotdl, akkor

P(y/x)=P(y) és P(xy)=P(x)-P(y). (14)
Ebben az esetben a két esemény vagy kisérlet, ill. valdszin(iségi valtozé egymastdl fliggetlen. Fliggetlen események

valészinliségei szorzddnak, és ugyanez all a valdszin(iségi slirliségfliggvényekre is.

A mérést altaldban tobbszér megismételjiik, hogy biztosabb eredményt kapjunk. Ilyenkor feltesszik azt, hogy az
egyes méréseket egymastdl flggetlenil végeztiik, hogy egy kés6bbi mérés eredményét nem befolyasolja egy el6z6
eredmény. Vigydzzunk, hogy ez tényleg teljesiiljon! Nagyon gyakori a megismételt mérés eredményének
onkéntelen szubjektiv torzitasa!

Az eloszlds paraméterei, a minta jellemzGi

A valdszinlségi slrlségfliggvényben szerepl6é konstansok és az azokbdl leszarmaztatott mennyiségek az eloszlas
paraméterei. Amikor mintat vesziink a sokasagbdl és ezen a mintan mérést végziink, a célunk az, hogy az eloszlasrdl
kapjunk informdciét. A valdszinlségi slrlség- ill. eloszlasfliggvény alakja vagy ismert, vagy egy meghatdrozott
fliggvénnyel kozelitjik, és a mérésbél a fuggvényben szereplé konstansokat akarjuk meghatarozni ill. megbecsilni.
A mérési eredményekbdl az eloszlasparaméterekre kapott becsléseket nevezziik a minta jellemzginek.

A mérés lehetséges kimenetele, a jév6beli mérési eredmény is valdszinliségi valtozé és igy valamilyen valdszin(iségi
slrlségfiggvény rendelhetd hozza. A mérésnél ténylegesen kapott mérési eredmények viszont konkrét szamok,
melyekkel kapcsolatban mar nincs értelme valdszinlségrél beszélni.

A mintavételnél is beszélhetliink a majdani mintarél mint sokasagrdl, melynek elemei — az elképzelt mérési
eredmények — valdszinliségi valtozok. Ennek az elképzelt mintdnak mint sokasagnak a jellemzGi szintén
valészinlségi valtozok lesznek.

A kovetkez6kben az eloszlas paramétereit — melyek a sokasdgra jellemz6k — gorég, a minta jellemzéit pedig latin
betlikkel fogjuk jeldlni.

2.1.4. A legfontosabb eloszlasparaméterek

Legyen a sokasdgon értelmezve egy & valdszin(iségi valtozd (egy mérhet6 tulajdonsaga a sokasag elemeinek),
melynek mért értékét x-szel jeldljik.

a.) A varhato érték

A varhato érték a sokasagon értelmezett valdszin(liségi valtozét jellemz6 egyetlen, jol kdzelits érték.

Tételezzink fel egy véges, N elem( sokasagot, melyen értelmezett valdszinliségi valtozd diszkrét értékeket vehet
fel (pl. a sokasag 100 doboz gyufa és a valdszin(iségi valtozd a gyufaszdlak szama egy dobozban). Ha € értéke a
sokasag niszamu elemén x;, akkor x atlagértéke

— N X
X= ZiT )
ami felirhatd ugy is, hogy
Y=Zixi-P(Xi), (15)

mivel véges sokasag esetén az n; / N = q; relativ gyakorisag egyenld az esemény P(x;) valdszin(iségével.
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(15)-6t altaldnositva tetszGleges eloszlasra definialhatunk egy, az eloszlasra jellemz6 paramétert, az eloszlds
varhato értékét az aldbbiak szerint:
Ha az eloszlds diszkrét, de a sokasdg nem feltétlenll véges, és a & valdszinliségi valtozd az x; értéket P;
valdszinlséggel veszi fel, akkor a § valoszinliségi valtozo varhato értékén, E[x]-en, ill. a gyakrabban hasznalt
jeloléssel px-en, a kovetkezd 6sszeget értjik:

E[x] = Xix-P(x;) = px . (16)
Ha az eloszlas folytonos, és az eloszlas valdszin(liségi s(irliségfliggvénye f(x), akkor (16) analdgidjara az E[x], ill. p
varhato érték

E[x] = f_+:x F(X) dx = py . (17)

A valdszinlségi valtozé konstansszorosanak varhaté értéke a varhato érték konstansszorosa:

E[c'x] = ¢ - E[X] . (18)
Két folytonos valdszin(iségi valtozd dsszegének varhaté értéke a két varhatd érték dsszege:

E[x+y] = E[x] + E[y] . (19)
Két fliggetlen valdszinliségi valtozd szorzatanak varhaté értéke az egyes varhato értékek szorzata:

Elx-y] = E[x] - Ely] . (20)

b.) A median és a médusz
A eloszlas medianja () a valdszin(iségi valtozénak az az értéke, melynél kisebb és nagyobb érték is ugyanolyan
valészinlségl, azaz ahol az eloszlasfliggvény értéke
F(ue) =0,5.
Az eloszlds médusza a s(rliségfliggvény maximumhelye.

Szimmetrikus eloszlas varhaté értéke, medidnja és mddusza azonos.

c.) A variancia és a szoras
A valdszinlségi valtozo értéke kisebb vagy nagyobb mértékben eltérhet a varhaté értéktsl a sokasag elemein. A

variancia ennek az eltérésnek a mértéke. Folytonos eloszlas esetén
Var([x] = E[(x—px)?], tehat

Var[x] = f_+;°(x—ux)2- f(x) dx. (21)

Valtozd konstansszorosanak varianciaja a variancia szorozva a konstans négyzetével:

Var[c-x] = c? - Var[x] . (22)
Két fliggetlen valdszinlségi valtozd 6sszegének variancidja az egyes variancidk 6sszege:
Var[x+y] = Var[x] + Varl[y] . (23)

Két fliggetlen valdszinlségi valtozd szorzatanak variancidja nem egyezik meg viszont a varianciak szorzataval!

A sz0ras a variancia gyoke.
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2.2. A normalis (Gauss) eloszlas
Normalis eloszlast mutatnak azok a valdszinlségi valtozok, melyek értékét sok kismértékl véletlenszer(i hatas
befolyasolja. A normalis eloszlasnal a valdszinliségi slrlségfliggvény az un. Gauss-fliggvény:

1 _1(2)2
f(x) = ‘e 2\o/ 24
()= — (24)
ahol W azeloszlas varhatd értéke, o pedig a szdras, a variancia négyzetgyoke.
A valészinlség szdmoldsahoz ezt a slirlségfliggvényt kell integrdlni, de ennek a fliiggvénynek nem irhaté fel zart

alakban primitiv figgvénye, ezért a szamoldsokndl el6szor attériink az

X—H
i (25)
o
transzformacidval az Un. normalizalt Gauss-fliggvényre:
fu) s e
uj=—-€e 2 , 26
(W) == (26)
melynek varhato értéke 0 és szdrasa (varianciaja) 1.
A normalizalt Gauss-eloszlashoz tartozd F(u) valdszinliségi eloszlasfiiggvény ill. d(u) ,hibaintegral”:
u 1 _1l2
= —_— 2 = —
F(u) f_wm e 2" dt=d(u) (ahol F(o0) = 1). (27)

Ennek a figgvénynek az értékeit matematikai kézikonyvekben tablazatosan megtalaljuk.
1. tablazat: A normalis eloszlas F(u) eloszlasfliggvénye, a d(u) hibaintegral értékei

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,50000 | 0,50399 | 0,50798 | 0,51197 | 0,51595 | 0,51994 | 0,52392 | 0,52790 | 0,53188 | 0,53586
0,1 0,53983 | 0,54380 | 0,54776 | 0,55172 | 0,55567 | 0,55962 | 0,56356 | 0,56749 | 0,57142 | 0,57535
0,2 0,57926 | 0,58317 | 0,58706 | 0,59095 | 0,59483 | 0,59871 | 0,60257 | 0,60642 | 0,61026 | 0,61409
0,3 0,61791 | 0,62172 | 0,62552 | 0,62930 | 0,63307 | 0,63683 | 0,64058 | 0,64431 | 0,64803 | 0,65173
0,4 0,65542 | 0,65910 | 0,66276 | 0,66640 | 0,67003 | 0,67364 | 0,67724 | 0,68082 | 0,68439 | 0,68793
0,5 0,69146 | 0,69497 | 0,69847 | 0,70194 | 0,70540 | 0,70884 | 0,71226 | 0,71566 | 0,71904 | 0,72240
0,6 0,72575 | 0,72907 | 0,73237 | 0,73565 | 0,73891 | 0,74215 | 0,74537 | 0,74857 | 0,75175 | 0,75490
0,7 0,75804 | 0,76115 | 0,76424 | 0,76730 | 0,77035 | 0,77337 | 0,77637 | 0,77935 | 0,78230 | 0,78524
0,8 0,78814 | 0,79103 | 0,79389 | 0,79673 | 0,79955 | 0,80234 | 0,80511 | 0,80785 | 0,81057 | 0,81327
0,9 0,81594 | 0,81589 | 0,82121 | 0,82381 | 0,82639 | 0,82894 | 0,83147 | 0,83398 | 0,83646 | 0,83891
1,0 0,84134 | 0,84375 | 0,84614 | 0,84850 | 0,85083 | 0,85314 | 0,85543 | 0,85769 | 0,85993 | 0,86214
1,1 0,86433 | 0,86650 | 0,86864 | 0,87076 | 0,87286 | 0,87493 | 0,87698 | 0,87900 | 0,88100 | 0,88298
1,2 0,88493 | 0,88686 | 0,88877 | 0,89065 | 0,89251 | 0,89435 | 0,89617 | 0,89796 | 0,89973 | 0,90147
1,3 0,90320 | 0,90490 | 0,90658 | 0,90824 | 0,90988 | 0,91149 | 0,91309 | 0,91466 | 0,91621 | 0,91774
1,4 0,91924 | 0,92073 | 0,92220 | 0,92364 | 0,92507 | 0,92647 | 0,92786 | 0,92922 | 0,93056 | 0,93180
1,5 0,93319 | 0,93448 | 0,93574 | 0,93699 | 0,93822 | 0,93943 | 0,94062 | 0,94179 | 0,94295 | 0,94408
1,6 0,94520 | 0,94630 | 0,94738 | 0,94845 | 0,94950 | 0,95053 | 0,95154 | 0,95254 | 0,95352 | 0,95449
1,7 0,95543 | 0,95637 | 0,95728 | 0,95818 | 0,95907 [ 0,95994 | 0,96080 | 0,96164 | 0,96246 | 0,96327
1,8 0,96407 | 0,96485 | 0,96562 | 0,96638 | 0,96712 [ 0,96784 | 0,96856 | 0,96926 | 0,96995 [ 0,97062
1,9 0,97128 | 0,97193 | 0,97257 | 0,97320 | 0,97381 | 0,97441 | 0,97500 | 0,97558 | 0,97615 | 0,97670
2,0 0,97725 | 0,97778 | 0,97831 | 0,97882 | 0,97932 | 0,97982 | 0,98030 | 0,98077 | 0,98124 | 0,98169
2,1 0,98214 | 0,98257 | 0,98300 | 0,98341 | 0,98382 | 0,98422 | 0,98461 | 0,98500 | 0,98537 | 0,98574
2,2 0,98610 | 0,98645 | 0,98679 | 0,98713 | 0,98745 | 0,98778 | 0,98809 | 0,98840 | 0,98870 | 0,98899
2,3 0,98928 | 0,98956 | 0,98983 | 0,99001 | 0,99036 | 0,99061 | 0,99086 | 0,99111 | 0,99134 | 0,99158
2,4 0,99180 | 0,99202 | 0,99224 | 0,99245 | 0,99266 | 0,99286 | 0,99305 | 0,99324 | 0,99343 | 0,99361
2,5 0,99379 | 0,99369 | 0,99413 | 0,99430 | 0,99446 | 0,99461 | 0,99477 | 994920, | 0,99506 | 0,99520
2,6 0,99534 | 0,99547 | 0,99560 | 0,99573 | 0,99586 | 0,99598 | 0,99609 | 0,99621 | 0,99632 | 0,99643
2,7 0,99653 | 0,99664 [ 0,99674 | 0,99683 | 0,99693 | 0,99702 [ 0,99711 | 0,99720 | 0,99728 | 0,99736
2,8 0,99744 | 0,99752 | 0,99760 | 0,99767 | 0,99774 | 0,99781 | 0,99788 | 0,99795 | 0,99801 [ 0,99807
2,9 0,99813 | 0,99819 | 0,99825 | 0,99830 | 0,99836 | 0,99841 | 0,99846 | 0,99851 | 0,99856 | 0,99860
3,0 0,99865 | 0,99869 | 0,99874 | 0,99878 | 0,99882 | 0,99886 | 0,99889 | 0,99893 | 0,99896 | 0,99900
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A Gauss-eloszlas alkalmazasa

Tételezzik fel, hogy ismerjik egy adott sokasdgban egy bizonyos valdszin(iségi valtozd eloszlasat, és ez normalis
eloszlas, adott pvarhatd értékkel és o szérassal. Milyen valdszinliséggel esik a valdszinliségi valtozo értéke a varhaté
érték koruli, adott Ax sugaru intervallumba, tehat x; = p—Ax és x; = p+Ax kozé?

Ilyen feladatoknal az aktualis valtozot (25) alapjan dgy transzformaljuk, hogy normalizalt Gauss-eloszlast kapjunk.
Az intervallum végpontjai:

ui=—Ax/o és ux=Ax/o, (28)
(11)-et alkalmazva a valdszin(iség felirhatd az eloszlasfiiggvénnyel: fiv)

P(u1 <u<uy) = F(uz2) — F(u1),
ill. uz = v jeloléssel (ekkor u;=-v)

P(—v<u<v) = ¢(v) — d(—v).
A tabldzatokban csak pozitiv argumentumra talaljuk meg a ¢ hibaintegralt, ezért
d(—v) értékét ki kell fejeznlink d(v)-vel. Az dbran a két pottyozott terilet a fliggvény
szimmetridja miatt egyenl, tehat

$(-u) =1 —-¢(u), (29)
amibdl

P(—v<uv) =2 ¢(v)-1.
Annak a valészinlisége pedig, hogy a valtoz6 értéke kiessen az adott szimmetrikus intervallumbdl, tehat egy adott
tlrésnél jobban eltérjen a varhatd értéktdl:

Plus—vUu2v)=1-(2¢(v)-1)=2(1-d(v)). (30)
Célszerli megjegyezni, hogy a normalis eloszlasndl a varhatd érték korili o sugard intervallumba (v=1) a
valdszinlségi valtozo értéke 68,3%, a 20 sugaru intervallumba pedig (v=2) kb. 95,4% valdszinliséggel esik.

Példa
Az évfolyamon 80 lany van, a magassageloszlasuk valdszinlségi stirliségfliggvénye a magassagot h-val jelolve és cm-ben mérve:
1 1L (h—ﬂ)z

f(h)=m.5-e 2\ 5 .
a) Mi annak a valdszinlisége, hogy egy véletleniil kivalasztott lany magassaga 160 és 170 cm kozott legyen?
b) Varhatdéan hany magasabb 160 cm-nél?
c) Varhatdéan hanynak a magassaga 170 cm és 175 cm kozotti?
d) Van-e 175 cm-nél magasabb, ill. 150 cm-nél alacsonyabb lany?
Megoldds:
A hallgatéldnyok magassageloszlasa normalis eloszlast kovet w = 165 cm varhatd értékkel és o = 5 cm szdrdssal.
Térjlnk at a normalizalt eloszlasra és keressiik ki a normalizalt Gauss-eloszlas tablazatabdl a d(u) fliggvény értékeit.
a) h1=160cm —> u1=(160-165)/5=—-1; hy =170 cm — uz = (170-165)/5 = 1;

P(160<h<170) = P(-1<us<1) = d(1) — d(-1) = d(1) — (1-d(1)) = 2 (1) — 1 = 2-0,84134-1 = 0,68268 = 68,27%.
b) P(160<h) =P(-1<u)=1-P(u<-1) =1—-¢(-1) =1 - (1-d(1)) = d(1) = 0,84134,

N =80 lanybdl ns160 = 0,84134:80=67,31 — varhatdan 67 lanynak a magassaga nagyobb 160 cm-nél.
c¢) hs3=175cm — u3=(175-165)/5=2;

P(170<h<175) = P(1<u<2) = ¢(2) — $(1) =0,97725 - 0,84134 = 0,13591.

N = 80 lanybdl npi70;1751 = 0,13591-:80 = 10,87 —> varhatdan 11 lany magassaga esik 170 és 175 cm kozé.
d) P(175<h) = P(2<u) =1 —P(2<u) = 1 — $(2) = 1-0,97725 = 0,02275;

n>175s = 0,02275-80=1,82 — varhatdan 2 lany magasabb 175 cm-nél.

hs=150cm — us=(150-165)/5=-3;

P(h<150) = P(u<—3) = d(-3) =1 — ¢(3) = 1-0,99865 = 0,00135;

Nn<iso = 0,00135-80 = 0,108 —  varhatdan nincs 150 cm-nél alacsonyabb lany.
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Miért éliink olyan gyakran azzal a feltételezéssel, hogy az eloszlasunk normalis eloszlast kovet?

A centrdlis hatdreloszlds tétele szerint barmilyen eloszldsi sokasdg esetén az n elemd minta szdmtani
kozépértékének eloszlasa a minta elemszamdanak novekedésével egy olyan normalis eloszlashoz tart, melynek
varhato értéke megegyezik az eredeti eloszlas varhaté értékével.

Ez azt jelenti, hogy ha mar egyetlen mérési eredmény is atlagnak, pl. id6atlagnak tekinthetd, akkor vérhatd, hogy
az normalis eloszlasu lesz. A mérési eredmények nagyon gyakran ilyen atlagértékek. Mutatds miszernél a mutaté
a tehetetlensége miatt egy atlagértéknek megfelel6 helyzetbe all be. Ha elektronikusan gy(jtiink adatot, azt is egy
bizonyos ideig tessziik, és az 4tlagjelet dolgozzuk tovabb fel, ill. a kijelz6n az atlag jelenik meg. igy a gyakorlatban
legtobbszor normdlis eloszlasu mérési eredményekkel talalkozunk.

2.4. A kozépérték eloszlasanak tulajdonsagai
Meérjuk egy sokasagon a § sajatossagot n-szer. Képzeljiink el egy n mérésbdl allé mintat, ahol az egyes mérések
(egyel6re elképzelt) eredményei xy,...,xn . Ezek valdszinlségi valtozok, még nem tudjuk, milyen értéket kapnak a
mérésnél. Az xi,...,Xn valdszinlségi valtozdk szamtani kozepe

X== ¥0x, (31)
szintén valdszinlségi valtozo, tehat tartozik hozza egy f(xs,...,xn) valdszinlségi slirliségfliggvény, és kérdezhetjik, mi
ennek a varhato értéke és variancidja. Az egyes mérési eredmények fliggetlenek egymastol, tehat

f(X1,...,%n) = f(x1) - ... - f(xn) . (32)
Mivel ugyanazt a mérést ismételjik, az egyes mérési eredmények varhaté értéke E[x;] = 1 és varianciaja Var[x] = o®
azonos minden egyes mérésre. Az 6sszeg és konstansszoros varhatd értékére és varianciajara felirhaté (18), (19),
(22), (23) formuldkat alkalmazva kapjuk, hogy

1 ,
E[X] = L1 E[xi] =N és (33)
1 1 1
Var[x] == X Var[x] == Var[x] = =02, (34)
n n n
azaz a kozépérték varhatod értéke megegyezik az egyes mérések varhatod értékével, varianciaja viszont n-ed része az
egyes mérések varianciajanak. Ez azt jelenti, hogy a mérések szamanak névelésével a kérdéses mennyiség varhaté

értékét egyre kisebb szdérassal kapjuk meg, n mérés elvégzése esetén az atlagérték szérdsa az egyszeri mérés
szérasanak v/n-ed részére csokken.

3. A mérés eredményének megadasa

Ha ismerjlik egy valdszin(iségi valtozo eloszlasat (azaz a valdszinlségi slrliségfliggvényt és az eloszlasparaméterek
értékét), akkor meg tudjuk mondani, hogy egy bizonyos intervallumhoz mekkora valdszinliség tartozik. Ez azt jelenti,
hogy ha az adott eloszldst kdveté mennyiség értékeire méréseket hajtunk végre, akkor meghatarozhatd, hogy
mekkora valdszinliséggel esik egy mért érték egy bizonyos intervallumba (vagyis hogy az eredményeket adott
valdszinlséggel milyen intervallumban kapjuk meg — pl. az eloszlas varhato értéke kordil). Pl. tudjuk, hogy normadlis
eloszlasndl az egyes mérési eredmények a p varhato érték korili o sugaru intervallumba 68,3% valdszinlséggel, a
20 sugaru intervallumba 95,4% valdszinlséggel esnek. Ha mas P valdszinlséggel — P konfidenciaszinten — akarjuk
megjosolni a mérési eredményeket, az intervallum szélessége meghatarozhatd a valdszin(iség ismeretében. Az
intervallum szélességét célszer(i k-0 alakban, tehat a szérds valahanyszorosaként felirni (ekkor k értéke éppen a
normalizalt valtozdéval egyenld). A normalizalt Gauss-eloszlas tablazata segitségével kiszamolhato, hogy milesz az a

[u—ko,u+kol]
konfidenciaintervallum, melybe a mérési eredmények az adott P valdszin(iséggel beleesnek.
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Mérésnél a mérési eredmények alapjan szeretnénk valaszt kapni arra a kérdésre, hogy az adott mennyiség
valdsdgos értéke milyen intervallumba mekkora valdszinliséggel esik. Hogyan értékeljik ki a méréssorozatot, hogy
a legmegbizhatébb informaciot kapjuk a valdsagos értékrél, azaz a valdszinlségi valtozd varhatd értékérél? Ha
legaldbb a mérés szdérdsat ismernénk, mondhatnank, hogy egy-egy mérési eredmény ugyanolyan tavol van a
valdsdgos varhatd értéktél, mint forditva: azaz ha a valdsdgos érték k-o sugaru kornyezetébe esnek P
valdszinlséggel a mérési eredmények, akkor P valdszinliséggel a mérési eredmény k-o sugaru kdrnyezetébe esik a
mérendé mennyiség varhatd értéke. (Egy mérési sorozat esetén pedig az varhatd, hogy a sorozat szamtani
kozepének (az atlagnak) a k-o/+/n sugart kdrnyezetébe esik P valdszintséggel a valdsagos érték.)

Mivel sem a varhato értéket, sem a szorast nem ismerjiik, elsé 1épés becslést adni a varhato értékre és a szorasra a
mért értékek alapjan.

3. 1. Az eloszlasparaméterek becslése
A mintavétel és mérés célja az, hogy informdacidt kapjunk a sokasagon az adott tulajdonsag eloszlasardl, azaz meg
tudjuk becsiilni az eloszldsparamétereket (a varhatd értéket és a varianciat ill. szérdst) a sokasdg elemszdmdndl
sokkal kisebb minta alapjan.
A becsilt paramétereket hulldmvonallal fogjuk jeldlni. Egy becslés torzitatlan a © paraméterre nézve, ha a becslilt
érték és a valdsagos varhaté érték megegyezik, azaz

E[6]=8,
vagy

E[6-6]=0, abecslés hibdjanak varhatd értéke O.

3.1.1. A varhato érték becslése
A varhato értéket ugy vezettiik be véges elemd, diszkrét sokasagra, mint az adott tulajdonsagnak a sokasagra vett
atlagat (16). Ha most nem az egész sokasagot vesszik, csak egy mintat bel6le, becsulhetjiuk Ugy az egész sokasagra
vonatkozod atlagot, hogy csak a mintdra atlagolunk, azaz a varhato értéket, p-t a kovetkez6képp becsiiljik:

o= % i=1 X - (35)
Amig a mérésrél csak beszéllink, fi valdszinlségi valtozd, az x; valdszinlségi valtozok szdmtani kozepe. A
konstansszorosra és az 6sszegre vonatkozé (18), (19) dsszefliggések alapjan lathatd, hogy a szamtani kozép varhato
értéke megegyezik az egyes mérés varhaté értékével. Tehat {i = y, a becslés torzitatlan.

A varhato értéket tehat a szamtani kozéppel becsuljik:
— 1lgy
u=X=;Zi=1Xi . (36)

3.1.2. A variancia becslése
A varhaté érték becsléséhez hasonldan okoskodva a varianciat becsilhetjik az egyes mérések hibanégyzetének
(azaz az atlagtdl vett eltérések négyzetének) atlagaval:

52 :% 0 (x-%)% . (37)
A varhaté érték konstansszorosdara és az dsszegére vonatkozo (18), (19) 6sszefliggések segitségével (elég hosszu
atalakitassal) azonban belathatd, hogy

E[6°] = (n-1)/n 0%, (38)
tehat ez a becslés torzitott. A torzitatlan becslés a variancidra a kovetkez6képpen szamolhato:
1 n —\2
02=5¢= — i1 (Xi—X) . (39)

sx -et az egyes mérési eredmények korrigalt tapasztalati szorasanak nevezziik.

METROLOGIA /9



A kozépérték korrigalt tapasztalati szérasa (standard deviacidja), sy pedig
SX
Sy = ﬁ B (40)

mivel (34) szerint a kdzépérték varianciaja az egyes mérések variancidjanak n-ed része, igy a szérasa az egyes
mérések szérasanak v/n-ed része.

3.2. A Student-féle t-eloszlas és t paraméter
A célunk az, hogy megadjuk, hogy a méréseink kozépértéke mennyire jé becslése a varhatd értéknek, azaz bizonyos
P valdszinliségi, azaz konfidenciaszinten a kozépérték koriil vett mekkora intervallumba esik a varhato érték.
A varhatd érték és a széras pontos értékének ismeretében meghatarozhatd lenne, hogy mekkora valdszinliséggel
esik egy mért érték, ill. tobb mérés atlaga egy bizonyos (varhatd értékre szimmetrikus) intervallumba. A varhato
érték és a szords becsiilt értékét hasznalva azonban ugyanahhoz a valdszinliséghez nagyobb szammal kell
megszorozni a becslilt szérast a konfidenciaintervallum meghatarozasanal, mint ezt egy ismert szérdsu normalis
eloszlasndl tennénk, mivel becsiilt értékekkel dolgozunk. Kérdés, hogy mekkora ez a szorzészam.
irjuk fel a jellemezni kivant valdszinlségi valtozd varhatd értéke, p, valamint a méréssorozatbdl szamitott
kozépértek, x és a kozépérték korrigalt tapasztalati szordsa, sx kdzott a kdvetkezd Gsszefliggest:

X = Hx + TSy . (412)
Mivel X és sy a konkrét méréssorozattdl fugg, tehat véletlenszer(ien valtozik, a T = (x—)/sx paraméter — mint az X

és Sy valdszinliségi valtozok fliggvénye — szintén valdszinliségi valtozd, melynek eloszlasa meghatarozhato x és sy
eloszlasabdl. Az eredeti x valtozéra Gauss-eloszlast feltételezve W.S. Gosset hatdrozta meg a t paraméter
valdszinliségi slrlség- és eloszlasfiiggvényét, de mivel munkdit Student (didk) névvel szignalta, a T paraméter
eloszlasat "Student-féle t-eloszlasnak" hivjak. Az eloszlas- és slrlségfliiggvény fligg a mérések szamatdl, ezek
szamdnak novelésével az f(t) slrliségfliggvény félértékszélessége csokken.
Annak a valdszin(isége, hogy T értéke egy [t, t] intervallumba essen:

P(-t<t<t)=2F({t)-1, (42)
mivel T varhaté értéke 0, és f(t) szimmetrikus.
Ekkora annak a valdszinlisége, hogy X és Ly eltérése a [ —t-sg, +t'Sy ]| intervallumba essen, azaz hogy a
meghatarozandd py varhato érték az [ x—t-sy , X+t'Sz ] intervallumba essen.
Az adott P valészintséghez (konfidenciaszinthez) tartozé szorzéfaktort (t) Student paraméternek nevezziik. Ertéke
fligg a mérések szamatdl is. A Student-féle t paraméter értéke a P valdszin(iség és az n mérésszam alapjan a Student-
tadblazatbdl hatarozhato meg.

A Student-féle t paraméter értékei P konfidenciaszintnél és n mérésszamnal

NG 0,8 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
2 3,078 6,314 12,706 25,452 63,657 127,32
3 1,886 2,920 4,303 6,205 9,925 14,089
4 1,638 2,353 3,182 4,176 5,841 7,453
5 1,533 2,132 2,776 3,495 4,604 5,598
6 1,476 2,015 2,571 3,163 4,032 4,773
7 1,440 1,943 2,447 2,969 3,707 4,317
8 1,415 1,895 2,365 2,841 3,499 4,029
9 1,397 1,860 2,306 2,752 3,355 3,832
10 1,383 1,833 2,262 2,685 3,250 3,690
20 1,328 1,729 2,093 2,433 2,861 3,174
© 1,282 1,645 1,960 2,241 2,576 2,807
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3.3. Méréssorozat kiértékelésének Iépései
A fentiek alapjan egy n mérésbdl allé sorozat kiértékelése a kovetkezSképp torténik.

Meghatarozzuk a mérési eredmények szdmtani kézepét:
n
iz Xi

n

X= (43)

Meghatarozzuk a Ax; = xi — X  deviancidkat (az egyes mérési eredmények eltérését a szamtani
kozépértéktdl), és ezek négyzetét 6sszegezve meghatarozzuk a kozépérték korrigalt tapasztalati szorasat:

n _\2
S = iz 6 —%)° (44)

X n(n-1)

A mérések szamahoz (n) és a kivant konfidenciaszinthez (P) tartozd t paraméterértéket kikeressik a
Student-tablazatbal.

Meghatarozzuk a konfidenciaintervallum (hibaintervallum) sugarat:
Ax=t- Sx- (44)

Megadjuk a mérési eredményt a kovetkez6 formdaban:
€ = (X * Ax ) [mértékegység] P konfidenciaszinten. (45)

A felirt végeredmény azt jelenti, hogy a mérendé mennyiség valdsagos értéke a konfidenciaszintnek
megfeleld valdszinliséggel az [ x—t-sy , X+t-s¢ ] intervallumba esik.

A konfidenciaintervallum felirdsanal figyeljiink arra, hogy hany értékes jegyet adunk meg a
végeredményben! Nincs értelme a hibaintervallumot pontosabban megadni, mint az atlagértéket. Els6
[épésben a hibaintervallumot kerekitjik. A hibaintervallumot altalaban két értékes jeggyel adjuk meg,
illetve 1-essel kezd6d6 értékeknél szokds 3 értékes jegyet hasznalni. Ezutan a hibaintervallumhoz igazitjuk
azt, hogy a valddi értéket milyen pontossaggal adjuk meg: olyan helyiértékkel, ami a hibaintervallum két
értékes jegyének felel meg.

Példa / 1.

Van egy nagy kupac ismeretlen névleges értéki ellenallasunk. Kivesziink bel6le 6 db-ot és megmérjik azok
ellendlldsat. A kovetkezd értékeket kapjuk:

98Q 1000 101Q 990 101Q 101Q

Szamoljuk ki ennek alapjan az ellendlldsaink névleges értékét, és a hibaintervallumot 99%-os
konfidenciaszinten!
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Megoldds:
A mért értékek atlaga R=100Q.

A kozépérték korrigalt tapasztalati szérasa

_ _ [(98-100)2 + (100-100)2 + (101-100)2 + (99-100)2 + (101-100)2 + (101-100)2 _ |8 _
Sq = J = = \/; =0,5164 Q.

A tablazatbdl a Student-paraméter értéke n =6 és P = 0,99 esetén t=4,032.
A hibaintervallum, azaz a konfidenciaintervallum sugara
AR=t-5;5=4,032-0,5164=2,082 Q.

Tehat az ellendllasok értéke P = 99%-o0s konfidenciaszinten

R=(100,0£2,1)Q intervallumba esik.

4. Kozvetett mérés hibaja, Gauss-féle hibaterjedés

Tegyuk fel, hogy meg akarjuk hatarozni egy olyan & mennyiség értékét, melyet nem tudunk kozvetlenl
mérni, de ¢ flgg az x,y,z,... mennyiségektdl, és az utdbbiak viszont kdzvetlenil mérhetbk; ismerjik
varhato értékiket és variancidjukat, illetve mérés alapjan megbecsultik ezeket a paramétereket. A kérdés
az, hogyan fligg ¢ varhaté értéke és variancidja az x,y,z,... varhatoé értékétdl és varianciajatol.

Fejtsik sorba ¢ -t valtozdinak varhatd értéke koril, és alljunk meg a linearis tagoknal:

dd b
OOGY,-) = Dllhy) # 52| ) F T yy) (46)
My Ky y MoKy
0¢ . i , . L
A 5 parcidlis differencidlhdanyadosok az x = W, y = Wy,... helyen értenddék, de a tovabbiakban
: P-X:U-y/---

ey 0D
roviditjik o—JeIoIesseI.
A linearis sorfejtés a varhato értékektdl vald kis eltérések esetén jo kozelités.

El6sz6r hatarozzuk meg ¢ varhatd értékét. Alkalmazva az Osszeg és konstansszoros varhatd értékére
vonatkozo 6sszefliggéseket (azaz hogy E[a+b] = E[a]+E[b] és E[c-a] = c-E[a] ) :

EL00Y,] = EL0bbobty)] + 5 Elcp] + 32+ Elyp] + . (47)
Mivel E[x—px] = E[y—py] = 0 és E[D(px Hy,-..)] = O(Hx, Hy,...), €2Ert
ELB0Y,.-)] = Bl1bo by ). (48)

Most hatdrozzuk meg ¢ varianciajat a fenti kozelités alapjan. Alkalmazva az 6sszeg és konstansszoros
variancidjara vonatkoz6 dsszefliggéseket (azaz hogy Var[c-a] = c?Var[a], és fliggetlen valtozék esetén
Var[a+b] = Var[a]+Var[b]) :
3 )2 3 )2
Var[}] = Var[d (s, Hy,...)] + (E) Var[x] +(a—y) Var[y] +.... (49)
Mivel Var[d(px,Hy,...)] = 0, ezért

Var[}] = (%)Z-Var[x] +(%)2-Var[y] +o.. . (50)
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A mérési eredmények alapjan ismertek az x,y,z,... mért mennyiségek varhatd értékének becslésére
szolgald kozépértékek (X ,y , ... ), és a variancidjuk becslésére szolgdld korrigalt tapasztalati szoras-
négyzetek ( s¢°, svz, ... ), vagy egy adott P konfidenciaszintre vonatkozo hibaintervallumok (Ax, Ay, ...).
Ezek felhasznalasaval

a ¢ mennyiség varhaté értékének becslése

Elby, ) =d=d(X¥,..), (51)
és a ¢ kozépértékének korrigalt tapasztalati szorasara szolgald becslés
3 2 3 2
= - x e 2 i L2
%= (@X i,v,...) =¥ <5V|i,v,...> RAR (52)

Az utdbbi egyenlGség érvényes akkor is, ha a kozépértékek korrigalt tapasztalati szorasat beszorozzuk az
adott konfidenciaszinthez tartozé t paraméterrel, azaz igaz lesz a hibaintervallumokra is. Ha az x,y,...
mennyiségek Ax, Ay, ... hibaintervallumai azonos konfidenciaszintre ismertek, akkor ugyanezen a
konfidenciaszinten a ¢ mennyiség hibaintervallumara szolgalé becslés:

2
0
) DX + o0
XY, oylyy,

A = (%

A derivalt fliggvényekbe az egyes mennyiségek atlagértékeit kell behelyettesiteni (mert a levezetésnél
abbdl indultunk ki, hogy a fliggvényt a varhaté értékek koril fejtjiik sorba).

2
> DY+ (53)
%,

Példa / 2. Az 1. példaban kiszamolt Ri=(100,0+2,1)Q névleges értékii és konfidenciaintervallumd
ellenallasaink mellett van egy masik kupac ellendlldsunk is, aminek névleges értéke és
konfidenciaintervalluma ugyancsak 99%-os konfidenciaszinten R =(400,0+4,3)Q.

Mindkét kupacbdl egyet-egyet véletlenszerien kivalasztva ...
A. ... sorosan kapcsoljuk 6ket. Mennyi lesz a soros ered6 varhato értéke és hibaintervalluma?
Megoldds:
R1=100,00Q; R,=400,00; AR1=2,1Q; AR, =4,3Q.
A soros ered6 szamitdsara szolgald fliggvény: Rsoros(R1,R2) =R1+Ra.
A soros eredd varhaté értéke
Rsoros = R1 + R2 = 100,0 + 400,0 = 500,0 Q.
Az Rsoros(R1,R2) = R1 + Ry fliggvény parcidlis derivéltja Ry ill. Rz szerint

6 RSOI’OS _ 6 RSOI’OS
dR; IR,

=1.

A soros eredd ellenallas hibaintervalluma

BRsoros = \/ (e gRl) (AR,)? + (2 Fsors Rsr?;os) - (8R,)? = 122,12 + 12:4,32 = 4,785 Q.
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Tehat a soros eredd értéke az adott P = 99%-o0s konfidenciaszinten az
Rsoros = (500,0+ 4,8 ) Q intervallumba esik.

B. ... parhuzamosan kapcsoljuk 6ket. Mennyi lesz a parhuzamos eredé varhaté értéke és hibaintervalluma
az adott konfidenciaszinten?

Megoldds:

. 1 101 N . . g s C gtz
Tudjuk, hogy — =t Ez az 6sszefliggés alkalmas a parhuzamos eredé ellendllds varhaté értékének
parh 1 2

kiszdmoldsara, de a hibaintervallum szdmolasahoz szlikséges parcialis derivalas miatt ezt az 6sszefliggést
rendezni kell az Rpsrh mennyiségre:

R1-Ry

Ri+Ry

Rpérh(Rl,RZ) =

A parhuzamos ered§ varhato értéke

R - 100,0-400,0 80.0 O
P = 100,0 +400,0
Ri-Ry . , . L .
Az Rparh(R1,R2) = — flggvény parcialis derivaltja R1 szerint:
1 2

dRparh _ R2 - (R1+Rp) =Ry Ry ( R, )2
0 R1 (Rl + Rz)z Rl + RZ

és hasonldan R szerint

0 Rpé)rh _ ( R1 )2
0 R2 R1+R2 )

Az R1=100,0Q és R, =400,0 Q &atlagértékek behelyettesitésével

0 Rparh 400,0 \2
= - (100 0+ 400 0) =0,64;
0 Rq RR, ) ’
9 Rparh 1000 \?
- - (100 0+ 400 o) =0,04.
0 Ry R.R, ) ,

A parhuzamos ered6 ellendllds hibaintervalluma

0 Ry
ARpsrh = <ﬂ

2
=0 ) - (OR,)? =4/0,642-2,12 + 0,04%-4,32 = 1,355 Q.
1 1,R2

2
Ry,
Vo2
R1R, OR IR, R

Tehat a parhuzamos eredé értéke az adott P = 99% konfidenciaszinten az
Roarh = (80,0£1,4)Q  vagy Rpan=(80,0%£1,36)Q

intervallumba esik.
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5. Gyakorlé feladatok

1. Egy test atlagsebességét szeretnénk kiszamolni. Mérések alapjan meghataroztuk, hogy a test egy
s=(28,65+0,42) m utat t=(6,72+0,134) s alatt tesz meg (mindkét mérés azonos konfidenciaszintre
vonatkozott). Hatarozzuk meg a test atlagsebességét az s és t mérésének konfidenciaszintjével azonos
valdszinlségl konfidenciaintervallummal egyitt!

Megoldds: 5=28,65m, As=0,42m, t=6,72s, At=0,134s.
Az dtlagsebesség:
v=s/t.
Az atlagos értéke
V=35/t=28,65/6,72=4,263 m/s.
A v=s/t fuggvény parcialis derivaltjai:

ov 1
ds t’
ov _ s
ot t2°

Az5=28,65m és t=6,72s atlagértékeket behelyettesitve
ov 1
—| =-—=0,14881/s;
dslst 6,72
ov 28,65 )
— =- 5 =0,6344 m/s?.
ot 5T 6,72

A konfidenciaintervallum:

ov
Av = (E

tehat az atlagsebesség értéke az adott konfidenciaszinten
v=(4,26+0,106) m/s (vagy: v=(4,26+0,11) m/s).

2 2
) f) - As? + (ﬂ|_f) - At? =4/0,14882- 0,427 +0,6344%- 0,134% =0,1055 m/s,
S, Sl

ot

2. E = (24,06 £ 0,38) V elektromotoros erejli idealis telepet terhellink két sorba kotott ellenallassal, az
egyik R1=(145,6 %+ 3,2) Q, a masik R, =(380,4 +6,0) Q ellenallasu (az értékek azonos konfidenciaszinten
vannak meghatarozva). Mekkora lesz a mért aram értéke?

Megoldds:
E=24,06V, AE=0,38V, R; =145,6Q, AR1=3,20, R,=380,4Q, AR,=6,00Q.
Az dram értéke az alabbi fliggvénnyel szamolhatd:
|=E/(R1+R2).
Az dram atlagos értéke
I'=24,06 / (145,6+380,4) = 0,04574 A = 45,74 mA.
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Az | =E/(R1+Ry) fliggvény parcidlis derivaltjai:

ol 1
dE Ry+Ry’
or____E
o] Rl B (R1+ Rz)z’

o1 _o1
3Ry OR;

AzE=24,06V, R, =145,6 Q, R, =380,4 Q &tlagértékek behelyettesitésével
a1 ___190110%1/Q, AE =038 V;
dE ERLR, 145,6+380,4

ol _ 24,06 _ 5 2 _ 5 _ .
— -2 86961075 V/O? = -8,696-10° A/Q, AR; =32 Q;
0R; Eﬁl,ﬁz (145,6+380,4)

2 - -8,696-105A/Q, AR, = 6,0 Q.
OR2ER; R,

A konfidenciaintervallum:

Al = \/ (1,901103.0,38)" + (~8,696:10°:3,2)" + (-8,696:10°:6,0)° =9,336:10* A =0,9336 mA,

tehat
| = (45,74 £ 0,93) mA.

3. Egy folyadék sirliségét szeretnénk meghatarozni. Kitoltliink beléle valamennyit egy f6z6poharba és
megmeérjlk otszor a folyadék magassagat a poharban; a mért értékek:
3,8cm 3,6 cm 3,8cm 3,8cm 4,0cm
a) Adjuk meg a folyadékoszlop magassagat és annak hibajat 80%-os konfidenciaszinten!
b) Szamoljuk ki a folyadék siirliségét és becsiiljiik meg a hibajat, ha
a f6z6pohar bels6é atmérdje d = 5,2 cm, hibdja 0,1 cm;
a f6z6pohar tomege Uresen msp = 82,3 g,
a folyadékkal egytutt M =151,7 g,
és a tomegmeérés hibaja mindkét esetben 0,1 g.
(A tomeg- és hosszmérésnél leolvasasi hibdk vannak megadva, ezért nincs tobb értékes jegyik.)

Megoldds:
1.a) h=3,8cm,

=0,06325 cm.

o = J (3,8-3,8)2 + (3,6-3,8)2 + (3,8-3,8)2 + (3,8-3,8)2 + (4,0-3,8)2
P
54

A Student-tablazatbol t(n=5, P=0,8) = 1,533,

Ah =t -s;=1,533-0,06325 = 0,09696 cm,
tehat P =80%-os konfidenciaszinten h=(3,80 +0,100) cm.
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b) A kiszamolandé mennyiség a mért mennyiségekkel kifejezve:
p=(M-mg)/(%4d?mh).

A s(r(iség varhato értéke
p =(151,7-82,3) / (%-5,2%1-3,8) = 0,85996 g/cm3.

A parcialis derivaltak és a behelyettesités:

d0p _o(M-mg) /(hd?rh) 4 1 3 _ )
= . vl 0,01239 1/cm?3, AM=0,1g;

dp _O(M-mg)/(4d>mh) 4 1 3 _ .
o Y it 0,01239 1/cm?, Amgp=0,1g;

— 1%-d2 —
2p _ d(M-mip) / (hed”rch) _ 4('\2" mf;) =-2=-0,2263 g/cm?*, Ah=0,1cm;
dh dh d>mh h
a ) 14.d2. h . —

op _ (M-mgy) / (4-d®1h) - 24(2" mip) =-2%=-0,3308 g/cm?, Ad=0,1cm3.
ad ad d*mh d

A konfidenciaintervallum

s \/(:_;)2 AM® + (OaMpfp)z - Amgp” + (Z_‘;)Z Bh7+ (Z_Z)z Ad =

=1/0,01239%:0,12+ (-0,01239)-0,1%+ (-0,2263)?-0,1%+ (-0,3308)%-0,1% = 0,04012 g/cm?.

Tehat a strdség 80%-os konfidenciaszinten

p = (0,860 + 0,040) g/cm?3.

4. Hatszor megmérjik egy telep elektromotoros erejét, a kapott eredmények:
12,1 12,2 11,9 12,2 11,7 11,9 V.
a) Adjuk meg azt az intervallumot, melybe a telep elektromotoros ereje 95% valdszintiséggel esik!
b) A telepet terheljik egy R ellenallassal, és mérjik a terhelésen folyd | dramerésséget.
(Az amperméré belsé ellendlldsa elhanyagolhatd.) Szintén 95%-o0s konfidenciaszintnél
R=(61,2+1,22)Q, 1=(0,1460 +0,0029) A.
Hatdrozzuk meg a fentiekbdl a telep Ry belsé ellenallasat és annak hibajat!

Megoldds:
2.a. E=12,0V.
_ 2 _ 2 — 2 _ 2 _ 2 _ 2
s = \/(12,1 12,0)2 + (12,2-12,0)2 + (11,9-12,0) ;5(12,2 12,02 + (11,7-12,02+ (11,9-12,002 _ 0,08165 V.

A Student-tablazatbél t(n=6, P=0,95) = 2,571;
AE=t-sg=2,571-0,08165 = 0,2099 V;
tehat P = 95%-os konfidenciaszinten E=(12,00+0,21) V.
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b. 1=E/(R+Ry) — azRybelsé ellendllas E-vel, R-rel és I-vel kifejezve:
Ro=E/I-R.

Az atlagos értéke
R, =12,00/0,1460 - 61,2 = 20,99 Q.

A parcidlis derivaltak és az atlagértékek behelyettesitése:

Ry 0NN _1__1 _gga9 1/A, AE=0,21V;
0E 0E 10,1460

Ry _OEMR)_ 4 AR=1,22Q;
oR oR

R _0EMR __E__ 1200 _ 563,0V/A2=-563,00Q/A, Al=0,0029A.
ol 9l | 0,1460

A konfidenciaintervallum

ARy = \/(%)2 D% + (Z—R;)z - DR? + ("G—Rf)z P =

=1/6,849%.0,212+ (-1)>-1,22%+ (-563,0)>-0,00297 = 2,495 Q.

Tehat a belsé ellenallas 95%-o0s konfidenciaszinten

Rb=(21,0+2,5) Q.
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