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Bevezetés

A kozépiskoldban mar részletesen megismerkedtiink az alapvetd elektromos és magneses
jelenségekkel. Bar a jelen tanulmanyainkban ezeket ismét targyalni fogjuk, a f6 hangsulyt most
ezen ismeretek atfogd rendszerezésére kivanjuk helyezni, valamint az ismert torvényszeriiségek
belsd Osszefliggéseinek feltarasara. E célok eléréséhez pedig a mechanikdbol mar jol ismert
axiomatikus targyalasmod a legalkalmasabb. Az elektrodinamika axiomai a nevezetes Maxwell-
egyenletek, amelyek az elektromdgneses térmennyiségek kozott allapitanak meg Osszefiiggéseket.
Az elektrodinamika legegyszeriibb, rovid targyalasara akkor nyilna mod, ha ezeket a Maxwell-
egyenleteket mar valahonnan jol ismernénk, ¢és ezekbdl mint axidmakbol kiindulva
magyaraznank meg a kiilonféle elektromagneses jelenségeket. Mivel azonban ez nincs igy, ezért
az a feladatunk, hogy eldszor megismerkedjiink a Maxwell-egyenletekkel, és megmutassuk, hogy
ezek a mar ismert elektromagneses torvényekbodl kikovetkeztethetok. Ez teszi majd ki
tanulményaink zomét. Befejezésiil -mar a Maxwell-egyenletek birtokdban- az elektroméagneses
hullamokkal foglakozunk, valamint a t6ltés és az energia mérlegegyenleteivel.

Kis fizikatorténet

(olvasmany)

A gorogoktol csak a neveket 6rokoltiik. Platon és Arisztotelész mindossze annyit jegyzett fel, hogy a magneskd
vonzza a vasat, de utana csak amolyan Hary Janos, vagy Miinchhausen bard féle torténetek kovetkeztek, mint hogy a magnes
fokhagymaval bedorzsolve avagy gyémantkd jelenlétében elveszti magnességét. Ezt azutan senki sem ellendrizte, eszébe sem
jutott, hogy megtehetné, mert kisérletezni nem volt szokas, e helyett tekintélyekre hivatkoztak.

Petrus Peregrinus (Pierre de Maricourt) 1269: gémb alaka magnes terét mérte ki iranytiivel. O vezette be a pélus elnevezést.
Sajat koraban ismeretlen volt: Aquindi Tamas és Albertus Magnus kortarsa, de 6k nem emlitik sem 6t, sem eredményeit.

William Gilbert (1544-1603) Erzsébet kiralynd udvari orvosa. 1600-ban jelent meg f6 miive. Megallapitja, hogy a Fold egy nagy
magnes. Hitet tesz a kisérletezés mellett. Megallapitja a polusok kozotti eréhatas jellegét is: lehet vonzd és taszitd. Azt iS
felfedezi, hogy a magneses polusok nem valaszthatok szét: a kettétort magnes darabjaiban ugyanugy fellelhet6 az északi és a déli
polus is. A dorzselektromossagot is vizsgalja (nemcsak a borostyant). Osszehasonlitja a magneses és elektromos jelenségeket.
Szerinte a magnesség forgatd, az elektromossag vonzo hatast gyakorol (nem tudja, hogy taszithat is).

Otto von Guericke (1602-1686) magdeburgi polgarmester. (Magdeburgi féltekék.) Dorzselektromos gépet alkotott (1672).

Isaac Newton (1642-1727, Annus mirabilis: 1666, Principia irasanak kezdete: 1684). Bar kifejezetten elektromagnességgel nem
foglalkozik (optikaval igen, de ekkor még nem vilagos, hogy ez az elektrodinamika része), mégis szemléletmodja -vagyis a
kvantitativ matematikai leiras- uralkodova valik a fizikaban.

Benjamin Franklin (1706-1790). A villam elektromos jelenség. Villamharito.

Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) Coulomb torvény felirasa 1784. (Szép példaja egy kvantitativ er6térvénynek, de neki
konnyti dolga volt: ismerte Newton graviticios torvényét.)

Luigi Galvani (1737-1798) ,,Allati elektromossag” vizsgalata (a békacombban).

Alessandro Volta (1747-1827) Volta oszlop: hatékony aramforras 1800.

Hans Christian Oersted (1777-1851) Aram mégneses hatasa 1820.

André Marie Ampére (1775-1836) Aramok er6hatasa 1821.

Georg Simon Ohm (1787-1854) Ohm torvény 1826.

Michael Faraday (1791-1867) Indukcié torvény 1831. Fizikai tér: elektromos és méagneses. ?? Onképzé kisérleti fizikus, igy
fiiggetleniteni tudja magat a tdvolhatas akkoriban uralkodo elméletétél (Newton).

James Clerk Maxwell (1831-1879) (On Physical Lines: 1864, A treatise on electricity and magnetism: 1873) Faraday
térelképzelését onti elméleti formaba és teljessé teszi az elektrodinamika elméletét az eltolasi aram bevezetésével. Ismerték és
tisztelték egymast, bar Maxwell 40 évvel fiatalabb volt, mint Faraday. A treatise on ...: itt még komponenses forméaban (got
betiikkel) vannak targyalva a dolgok. A mai leiras vektorokra és vektoranalizisre épit.
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Vektorok, vektoranalizis

(olvasmany)
Invarians geometriai reprezentacié: iranyitott egyenes szakasz, és ez a geometriai entitas
ugyanaz marad, ha mas koordinatarendszerbdl tekintjiik is. A vektor egy geometriai egység, ami
a koordinatarendszertdl fliggetlen.
A vektorok és vektoranalizis torténete
Holorok. Szam n-esek (vektorok), és szamtablazatok (matrixok). Index-jel6lés. Az els6 holor a komplex
szam volt. John Wallis (1616-1703) 1673-ban javasolta a komplex szamsikot, amelyen egy komplex
szam mint egy geometriai pont abrazolhato.
William Rowan Hamilton (1805-1865) Zseni. Mar 5 éves koraban tudott latinul, gorogiil és héberiil. A
Hamilton-elv megalkotdja. De 6 a kvaterniokra volt biiszke, melynek fontossagat a kalkulushoz (a
Newton-féle differencial- és integralszamitashoz) mérhet6 felfedezésnek tartotta. Dublin 1843: kvaterniok
(quaternions). Mar itt megjelenik az i, j és K, de nem mint egységvektorok, hanem mint harom egymastol
kiilonb6z6 imaginarius egység.
Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) El6szor teologiat tanult. A matematika és a holorok irant
1932-ben kezdett el érdeklédni. F6 miive: Die Ausdehnunglehre 1844. Akkoriban senki sem értette ezt a
korszakalkotd miivet, €s ezért a stettini gimnaziumban tanitott tovabb, egészen halalaig.
Peter Guthrie Tait (1831-1901) Nem toltott be pozitiv szerepet. A kvaterniok fizikai alkalmazasat
erdltette, de a fizikusok sehogy sem lelkesedtek. Maxwell is panaszkodott Taitnek, hogy nem jol illik a
kvaternids leiras az elektrodinamikéhoz: gyakran dnkényesen kell negativ eldjeleket bevezetni mindenféle
magyardzat nélkiil.
Oliver Heaviside (1850-1925) Londonban sziiletett, nagybatyja Sir Charles Wheatstone, a hires
taviromérnok. 16 éves koraban otthagyta az iskolat. Eldszor tavirasz. 1872 utan sok szellemes, sot
kimondottan szorakoztatod és €lcel6dd cikket kozol az elektromagnességrol. A vektoranalizis mellett az
operatorszamitasnak is a kezdeményezdje. A kvaterniosokkal sok nézeteltérése volt, akiket gunyos
megjegyzéseivel ugyancsak magara haragitott. A Nature lapjain vitazik Tait-tel. Az elektromérnoki
tudomany megalapitdja. Késobb elismerik zsenialitdsat és a Gottingeni Egyetemen tiszteletbeli PhD.
fokozatot kap.
Josiah Willard Gibbs (1839-1903) Az amerikai Yale egyetem professzora 1871-t61. Max Planck minden
idok egyik legnagyobb elméleti fizikusanak tartotta (méltan). A termodinamika és a statisztikus
mechanika elméleti megalapozoja, de a vektoranalizis is sokat kdszonhet neki. Az elsé komoly jvilagi
tudos. Hamar felismeri, hogy Maxwell elektromagneses elméletében a kvaternidk csak nehézkesen
alkalmazhatok. 1881-ben bocsatja kozre ,,Vector Analysis” c. miivét, amivel azutan 6 is magara vonja Tait
b6sz haragjat.

Jelolés

A vektoralgebra és -analizis mai formajat elsésorban Heaviside és Gibbs munkai hoztak 1étre. A
skalar- ill. vektorszorzat jelolését: pont (-) ill. kereszt (x) Gibbs vezette be. A nabla ,,V” operatort
még Hamilton javasolta, és altalanosan elfogadott. A divergencia sz6t Gibbs hasznalta el6szor, a
rotacio szot pedig Maxwell. Az utdbbira Gibbs a ,,curl” (csavarodas) kifejezést hasznalta. A nabla
¢és a v=v(r) vektortér skalar- illetve vektorszorzatat Heaviside jelolte eloszor div(v) és curl(Vv) -
vel. A utobbit az angolszdsz konyvek hasznaljak csak igy, a német és a magyar irodalomban a
rot(v) jelolés az elfogadott. A nabla és az s=s(r) skalartér szorzatat egy Gans nevil szerz6 konyve
nevezi el6szor grad(s)-nek 1905-ben.
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A Maxwell-egyenletek kvalitativ ismertetése

Mint a bevezetésben mar szo volt rola, az a célunk, hogy a kozismert elektromos és
magneses kisérleti megfigyelésekbol és torvényszeriiségekb6l a Maxwell-egyenleteket mintegy
“leszarmaztassuk”. Az e kozben alkalmazott megfontoldsok azonban minden bizonnyal
érthetdbbek lesznek, ha nagyjabol mar elére ismerjiik a kitiizott célt. frjuk fel tehat a Maxwell-
egyenleteket elészor csak anélkiil, hogy mélyebb megértésiikre torekednénk, mondhatni mintegy
“ismerkedésképpen”. A szlikebb értelemben vett Maxwell-egyenleteken az alabbi négy
Osszefiiggést szoktak érteni:

rotH=j+D 0
rotE =-B ()
divB=0 (1)

divD=p

Ehhez jarulnak még a kdvetkezd definiciok:

D=gE+P B=gH+M,

¢s az anyagi egyenletek:

P=P(E), ez gyakrana kovetkezé formaban irhaté: P =g,y E,
M=M(H), ez gyakrana kovetkezé formaban irhaté: M=p,x,.H,
j=J(E,E"), ez gyakrana kovetkezd formaban irhatd: j=oc(E+E'),

valamint az elektromagneses tér er6hatdsit megadd, a mechanikdval kapcsolatot létesitd
egyenletek (f az erésiirtiség, p a teljesitménysiiriség):

f=pE+jxB p=j-(E+E")
A fenti egyenletek Un. lokalis alakban vannak felirva, tehat a tér egy pontjara érvényes formaban.
A késObbiekben ismertetni fogjuk az Un. globalis alakokat is, melyek a tér egy tartomanyara
érvényesek. Azt is megemlithetjiik, hogy a Ilokalis egyenleteket egyszeribb felirni ¢és
megjegyezni (ezért is kezdjiik veliik), de a globalis alakok konnyebben érthetdek.

Eloszor tekintsiik csak a sziikebb értelemben vett négy Maxwell-egyenletet. Ezen
egyenletekben H a magneses, E pedig az elektromos térerésség vektora, B a magneses indukciot,
D az elektromos eltolast jeloli (mely utdbbit szokés elektromos megosztasnak és dielektromos
indukcionak is nevezni), | az elektromos aramsiiriiség vektora, p pedig az elektromos
toltésstlirliség. Mieldtt részletesebb magyarazatba bocsatkoznank, igen fontos kiemelni, hogy
valamennyi valtozé térmennyiség. Ez azt jelenti, hogy nagysaguk —és vektorok esetén az iranyuk
is— egy adott idépontban attol fiigg, hogy a tér melyik pontjaban tekintjiikk 6ket. E helyfiiggés
hangsulyozasara az alabbi jeldlést hasznalhatnank:

E(r), D(r), H(), B(r), i), p(r),
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de ezt a Maxwell-egyenletekben a rovidség kedvéért nem szoktuk alkalmazni. Ennek ellenére
soha nem szabad elfeledkezniink arrdl, hogy az elektrodinamika térelmélet, amely vektor- és
skalarterekkel foglalkozik. Erre a Maxwell-egyenletekben szerepld vektoranalitikai operatorok
(rot és div) is figyelmeztetnek, hiszen csak helyt6l fiiggdé vektortereknek lehet 6rvénye, vagy
forrasa. (Ertelmetlen dolog lenne példaul egy gépkocsi, vagy egy anyagi pont sebességének a
fluidum esetén, ahol a sebesség pontrol pontra véltozhat. Itt a sebességtér rotacidja, illetve
divergenciaja mindig szamithato, legfeljebb homogén sebességtér esetén ez zérus.)

A Maxwell-egyenletek természetesen csak gy nyernek fizikai értelmet, ha a benne
szerepldé mennyiségekre vonatkozo preciz mérési utasitasokat is megadjuk. Ezeket a
késObbiekben részletesen targyalni fogjuk, most csak annyit jegyziink meg, hogy lehet ilyen
mérési utasitasokat megadni.

Az egyenletekben szerepld mennyiségeket tanulmanyozva a kovetkezd gyakori kérdeés,
hogy miért van sziikség az elektromos és a magneses tér leirdsdhoz egy-egy vektortér helyett
kettd-kettére. A vdalasz erre az, hogy az anyag jelenléte befolyésolja a tereket és ezt a P és az M
irja le, és a D illetve a B ezeket is magaba foglalja. Az is fontos, amint azt majd a késébbiekben
latni fogjuk, hogy D és B kozvetleniil mérhetd mennyiségek.

Ha azonban anyagi kozeg nincs jelen, akkor a vakuumra érvényes Osszefliggések igen
egyszertiek:

D=gE B=gH j=0 p=0,

ahol €y ¢és pg, a vakuum permittivitdsa és permeabilitasa, jol ismert univerzalis allandok

(60 =885-102 As/Vm, pg=4n-10" Vs/Am). Ezért a vakuumra vonatkozé Maxwell-
egyenleteket az alabbi formaban lehet felirni:

rot H=¢g,E )
rotE=—uoH ()
divH=0 (11
divE=0 (1V)

azaz itt tényleg csak E és H szerepel, mint az elektromos és magneses teret jellemzd
mennyiség.

Itt gyakran felvetnek egy kérdést, ami tulajdonképpen csak egy szemléletbeli probléma, és
amit valahogy igy szokas megfogalmazni: az elektromos €és magneses teret jellemzd két-két
mennyiség koziil melyik az ,,igazi”: az E vagy a D, illetve a H vagy a B? Mint lattuk, vakuumban
ezek kozott a mennyiségek kozott szigoru aranyossag all fenn, tehat az elektromagneses tér
jellemzésére vakuumban elegendd egy elektromos térjellemz6 (az E vagy a D) és egy magneses
térjellemzo6 (a H avagy a B) megadéasa. De melyikeket valasszuk? Nos, ilyen esetben az E és a B
kivalasztasa a célszerli, mert ezek a vektorterek szerepelnek az erét megado formuldkban. Szokas
ezért a D-t és a H-t un. ,,segédmennyiségeknek” is tekinteni; ez azonban nem tul szerencsés
szemlélet, mivel egy kicsit azt sugallja, hogy a segédmennyiségek nem olyan fontosak, nem
olyan ,jigaziak”. A tanulmanyaink soran latni fogjuk, hogy mind a négy vektortérre egymastol
fiiggetlen elvi mérési modszer all rendelkezésiinkre, és amikor az anyag kontinuum modelljét
alkalmazzuk, az elektromagneses tér leirasahoz mind a négy térjellemzdre sziikségiink van. E
négy vektortérrel a Maxwell-egyenletek ugy irhatok fel, hogy az mind vdkuumban, mind anyagi
kozegben érvényes. Tehat mind a négy teljes jogu, ,,igazi” mennyiség, és érdemes igy tekinteni
rajuk.
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A Maxwell-egyenletek lokalis, globalis és verbalis megfogalmazasai
Az els6 4 Maxwell-egyenlet kétféle alakban fogalmazhatdo meg. Amit felirtunk, az a tér
egy tetszés szerinti pontjara vonatkozd, tehat helyi vagy lokalis alak. Feliileti, térfogati, illetve

gorbe menti integralok, valamint a vektoranalizisb6l ismert Stokes- és Gauss-tételek
felhasznalasaval irhat6 fel ezen egyenletcsoport Un. globalis alakja:

[rotH-dA=[(+D)-dA —%= fH.dr=1+1"" (1)
A A G

[rotE-dA=-[B.-dA %=, fE.dr=U""=-dg (II)
A A G

[divB dv = [0 dv S, {B-dA=0 (1)
Vv Vv A
[divDdv=[pdv _ Gauss fD-dA=Q (1IV)
\Y Vv A

A lokalis alakot szokds még a Maxwell-egyenletek differencialis, a globalisat pedig a
Maxwell-egyenletek integralis formajanak nevezni. Az egyenletek jelentését szavakban, azaz
verbalisan is megfogalmazhatjuk, ez megértésiik mellett a megjegyzésiiket is segiti.

() Az els6 egyenletet roviden “jobbkéz szabalyként” jegyezhetjiik meg, ha az aramtol
atfolyt vezetd magneses terére gondolunk. Ebben az esetben amennyiben jobb kezilink
hiivelykujja mutatja az aramiranyt, akkor a vezetdt oOrvényszertien koriildlelé magneses
erdvonalak irdnyat jobb keziink lazan behajlitott tovabbi négy ujja fogja mutatni. A differencialis
alak preciz verbalis megfogalmazéasa: “A magneses térerdsség Orvénytere (rot H) a tér egy
pontjaban egyenld az ottani elektromos aramstiriiség (j) és eltolasi aramstirtiség (D) dsszegével”.
Az integralis alak pedig ugy fogalmazhaté meg, hogy “A magneses térnek egy zart G gorbére vett
cirkulacioja (f H-dr) egyenl6 a G gorbe altal hatarolt A feliileten atfolyo elektromos (| = jj-dA)

A

G

Ielt.

és eltolasi (1™ = I D-dA) aramerdsségnek az osszegével”. Az elsd egyenlet altal leirt fizikai
A

jelenségeket az Oersted-kisérlettel szemléltettiik.

(IT) A masodik egyenletet szemléletesen “balkéz szabalynak™ is nevezhetjiik. Ha ugyanis
bal keziink hiivelykujja mutatja a tér egy pontjaban a magneses indukcio valtozasi sebességének
az iranyat, akkor bal keziink tovabbi négy ujja az orvényszeriien zarodo elektromos erdvonalak
iranyaba mutat. A lokalis alak szavakban: “Az elektromos térerdsség Orvénytere (rot E) a tér egy

pontjaban ellentétes eldjellel egyenld a magneses indukcié véltozasi sebességével (B ) ugyanezen
pontban mérve”. A globdlis alak pedig a kovetkezd: “Az elektromos térerdsségnek egy zart

gorbére vett cirkulacioja ( § E-dr) ellentétes el6jellel egyenlé a magneses indukcionak a G gorbe
G

altal hatarolt A feliiletre vett fluxusdnak a valtozasi sebességével (d)B = I B-dA)”. Kisérlet:
A

magnes mozgatasa vezetd illetve tekercs kozelében.
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(III) A harmadik egyenlet roviden azt jelenti, hogy valodi magneses toltés nem létezik.
Lokalisan: “A magneses indukciotér forrassiirisége (divB) a tér minden pontjaban nulla.”

Globalisan: “A magneses indukci6 fluxusa barmely zart feliiletre nézve (dy :§ B-dA) eltlinik.”
A

Kisérlet: vaspor kirajzolja az egyenes vezetd magneses erOvonalait. Az erOvonalak zarddnak,

tehat nincs forrasuk.

(IV) Végill a negyedik Maxwell-egyenlet szerint az elektromos eltolds forrdsa az
elektromos toltés. Differencialis megfogalmazasban: “A dielektromos eltolas forrassiirisége a tér
barmely pontjaban (divD) egyenld az ott mérhetd elektromos toltéssiiriiséggel (p).” Ugyanez

integralis formaban: “A dielektromos eltolas terének barmely zart A feliiletre vett fluxusa
({ D-dA) egyenld a zart feliilet belsejében talalhato toltések dsszegével (Q = j pdV ).” Kisérlet:
A \Y%

griz ricinusolajban. Er6vonalak a pozitiv t6ltéstol indulnak ki és a negativ toltésekben végzodnek.
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Az elektrodinamika felosztasa

Az elektrodinamika jelenségeit leird Osszefiiggéseket tehat a Maxwell-egyenletekbdl kiindulva
vezethetjik le. Bizonyos specidlis esetekben azonban a Maxwell-egyenletek jelentdsen
egyszerisodhetnek. Erre az nyajt modot, hogy a jelenségek idébeli lefutasara egyes esetekben
egyszerisitd feltételekkel €lhetiink. Az elektrodinamika fejezeteit ezen egyszerisitd feltételek
szerint szokas osztalyozni.

- Ha id6ben alland6é jelenségeket vizsgéalunk, és elektromos aram sincs, akkor sztatikarol
beszélink. A Maxwell-egyenletekben ekkor valamennyi iddéderivalt és az elektromos
aramstriiség is zérussal tehetd egyenlové. Ez a Maxwell-egyenletek jelentds egyszertisodésén tul
még azt is eredményezi, hogy ekkor az elektromos és magneses térjellemzok kozotti kapcsolat
megszinik (hiszen ez a kapcsolat e térjellemzok valtozasi sebességén keresztiil jon 1étre). Vagyis
az elektrodinamika sztatika fejezete két egymastol latszolag fiiggetlen alfejezetre bomlik: az
elekrosztatikara ¢s a magnetosztatikara.

- Ha fenntartjuk a térjellemzok id6beni dllanddsagara vonatkozo kikotéstinket, de megengedjiik
az iddben allando6 (stacionarius) elektromos dramot, akkor a staciondrius terek és az egyendramok
elméletéhez jutunk.

- Ujabb, gyakorlatilag fontos eset, amikor a magneses indukcié idében valtozik, de az
elektromos eltolas valtozasi sebessége (az eltolasi aram siriisége) elhanyagolhatd az elektromos
aramsiliriség mellett. Ekkor a kvézistacionarius terek egyenleteihez jutunk, amelyek a véltakozé
aramok leirasaban nyernek fontos gyakorlati alkalmazast.

- Végiil a gyorsan valtozd terek elmélete a Maxwell-egyenletek teljes rendszerével dolgozik,
bar bizonyos egyszerlsitések természetesen itt is eléfordulhatnak. (Példaul az elektromagneses
hullamok targyalasanal jelentds konnyebbséget jelent, ha vakuumbeli terjedést kivanunk leirni.)

Az elektrodinamika szokasos felosztasa tehat

Elektrosztatika:

j=0, B=0, D=0.
Magnetosztatika:

j=0, B=0, D=0.

Stacionarius terek és egyendramok:
j#0, B=0, D=0.
Kvazistacionarius terek és valtoaramok:
j#0, B=0, D=0.
Gyorsan valtozo terek és elektromagneses hullamok:

j=0, B=0, D=0.

Az elektrodinamika részletes targyalasat az elektrosztatikaval kezdjiik.
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