K1A labor

1. MECHANIKA

Periodikus mozgasok: kérmozgés, rezgések, lengések

A mérés célja A cimben szereflmozgasokat mindennapi tapasztalatainkbdl jél igikerés kordbbi
tanulmanyainkban is foglakoztunk velik. Ennek akgykatnak célja egyrészt az, hogy ezeket a mozgdsok
kisérletileg tanulmanyozva még tobb kdzvetlen tajadatot szerezzink roluk, masrészt ez a mérésisarra
lehetséget teremt, hogy atismételjik a mechanika néfagaimat és modszerét.

Elméleti bevezed
1. Kérmozgas

Itt most csak azegyenleteskdrmozgéssal foglalkozunk. Kinematikai leirdssbleéegy anyagi
pontnak olyan sikmozgéaséardl van szé, amely egynddiaR sugaru koron torténik, mégpedig agy, hogy a
mozgéas szogsebességd (iem valtozik. Korabbi tanulményainkbdl tudjuk,gycaz egyenletes kdrmozgas
is gyorsulé mozgas, mert bar a sebesség nagysagaaneakiradnya allandéan valtozik. A gyorsulas a kor
kdzéppontja felé mutat (centripetalis gyorsulaapysaga pedig &= RdY.
Dinamikai szempontbol elBbaz kévetkezik, hogy amennyiben egy m tofhegnt kering ezen a kdrpalyan,
akkor ez csak ugy valdsulhat meg, hogy a tomegadmtd ek eredje allandbéan a kér kozéppontja felé
iranyul és nagysagalin, Szokas ezt centripetalisseek nevezni: &= mih,,
A centripetalis eft kifejtheti pl. egy kotél vagy egy kor alaku palya

Az egyenletes kdrmozgas létrejottének (vagyisllandd nagysagu sebességnek) a feltétele az, hogy
az éring irnyu etk eredsje zérus legyen.

2. Rezgmozgas
2.1. A harmonikus rezgmozgas- mint a kérmozgas vetilete

Kdzépiskolabdl tudjuk, hogy a harmonikus réxgzgas az egyenletes o~
kérmozgas vetlletének foghatd fel. Ez kinematikaenspontbdl teljesen @
kielégit magyarazat, hiszen tulajdonképpen csak annyit moogy a vetilet X
mozgasat ezentul harmonikus réawzgasnak fogjuk nevezni. Azt a kérdést
azonban, hogy egy rugora felfliggesztett tomegpadsttmégez éppen ilyen — X
mozgéast, nemigen firtattuk. Migt azonban erre a kérdésre ratérnénk, 7
ismételjik at réviden a harmonikus rémpzgas kinematikai leirasat.
A kbérmozgas palyaja legyen az x—y sikban elhelydZke sugart kor. A kor
kozéppontja legyen az origd. Ezen a palyan Aallanddészogsebességgel
mozogjon egy m tdmeganyagi pont.
Ez azt jelenti, hogy amennyiben a helyvektornak gengellyel bezart szogét
vel jeloljuk, akkor ez a sz6g egyenletes kormozegetén az iil/el ardnyosan
né: ¢ = wi+ o,
aholdo ad szog értéke a t = Odgdillanatban.
A helyvektor x és y komponense ennek megelei

X(t) = Ridos@+ ¢g) ill. y(t) = RSin(wE+ ¢o)
Tekintsiik most az x tengelyen vett vetllet mozgasaR sugarra utald jelolést
pedig valtsuk fel az A jeloléssel, ami a harmonikesgmozgas amplitudéja
lesz. igy tehat

X(t) = AlGosid+ ¢),
ami valoban a harmonikus rézgozgéas egyenlete az x kitérésre. Itt

w a harmonikus rezgnozgasdrfrekvencidjajeloli,
A azamplitidot(a maximalis kitérést),

-

X

¢ afazist t

¢o afaziséllandot mas névekezdifazist Egyenletes kérmozgas

A korfrekvencia és a frekvenciaill. T periodusid 6sszefliggése: és vetllete
Ww=2rrv=2r/T.

A harmonikus rezfinozgés sebessége és gyorsulasa

Az elméleti ebadason latjuk, hogy a fenti x(t) figgvény derivaldd megkapjuk a harmonikus
rezgmozgast végrtest sebességét:

v(t) = dx/dt = — AdiSin(wl+ ¢o),
illetve Gjboli derivaldsaval a gyorsulasat:
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a(t) = dv/dt = &/dt* = — Ay’ [Bos@ + ¢).
Osszefiiggés a harmonikus rémmpzgas 'a’ gyorsulasa és 'x’ kitérése kozott
A gyorsulast az aldbbi formaba irva

a(t) = —~’TIA Bos(+ ¢o)]
jOl lathato, hogy a szdgletes zarojelen belll gaémmennyiség éppen az x(t). Vagyis felirhatd, hogy

a(t) = —w(t).
Dinamika. A harmonikus redmozgas és a rugé&kapcsolata
Szorozzuk meg az &6 egyenlet mindkét oldalat a mozgé pont témegével:

mEA = — me’lX .
Ha ezek utan a dinamika masodik axiomajanak fettédézaval az 'fa’ szorzat helyébe az Fégrirjuk,
valamint az egy adott mozgas soran allandasihelyébe egy masik allandét irunk, amit k-val jétik,
akkor arra az ére, ami a harmonikus re@gozgast létrehozza, az alabbi egyenletet kapjuk:

F=-Kx,
ami nem mas, mint eugalmas eé erstdrvénye amennyiben x a rugdeformécioja azaz a rugéyugalmi
hosszatomért eltérés. Az x deformacioé a rugd megnyulasdéespozitiv, révidllése esetén pedig negativ.
A visszah(z6 €r nagysaga egy idealis rugénal aranyos annak debtidjgaal, és azzal ellentétes iranyd,
éppen ugy, ahogy a fenti formula mutatja. Ezzeltebelattuk, hogy a rugdervaldban harmonikus
rezghmozgast hoz létre.
A mozgasegyenlet megoldasa rugalmdsesetén

A fentiekben a harmonikus rergozgas egyenletéh az x(t) fuggvénybl jutottunk el a
mozgasegyenlethez, hogy belassuk, a rugbarmonikus rezgmozgast hoz létre. A forditott utat bejarva
viszont megkaphatjuk azt, hogy egy adott m téimeegtet egy adott k rugéallandéju rugéd végéhezitogz
milyen rezmozgas jon létre, azaz mennyi lesz a rezgés kddraliaja, peridodusideje, amplitidoja,
fazisallanddja.
A fentebbi képletek Osszevetésével lathatd, hogyttaa tomeg és k rugdallandd esetén mindig olyan
harmonikus rezgmozgas fog létrejonni, amelynek korfrekvencid@ja v k/m,
azaz a periodusideje

T=2ym/k .

Az egyes konkrét mozgasok azonban kilonboznek amplitido és &, kezdifazis szerint. Ezeket az un.
kezdeti feltételek — azaz ag & kezdeti kitérés és @ kezdsebesség — szabjak meg:

¢, = arctg ——2 A= Yo 2+x2
° J WX, ) W 0"

2.2. Csillapitott rezgmozgéas Yo
A csillapitott rezgmozgas esetén a szokasos rugoeellett egy a sebességgel é%
aranyos, de azzal ellentétes irasyilodasi ed is fellép, igy a mozgasegyenlet: X
mid*x/df® = — KX — ddx/dt. X
Ennek megoldasa felfoghaté egy olyan egyenleteméagas vetileteként, ahol a
szOgsebesség allando, de a kdérmozgas r sugaramftiysan csokken (nem
linearisan, hanem exponencidlisan: E:in)
A csillapitott rez§mozgas egyenlete tehat a kdvetkataku:
X(t) = A& dos ol + §g).
Ao ésd, ertékét a kezdeti feltételek (azazés ) hatdrozzak meg.
Lathato, hogy az amplitidé exponencialisan csokkeh:= Aje ™",
ahol a p csillapitasi ténye# a test tdmege és a surlodasibbem szeregl
c konstans hatarozzak meg: = c/(2m) .
A csillapitott rezgmozgasw korfrekvencidja kisebb (periédusideje nagyobbtmi
az ugyanazon rugoval és testtel Iétrehozott céiilpn rez§mozgase, méghozza

w= ‘\]('002 -p*,

ahol wy’ = k/m a csillapitatlan resgnozgas korfrekvenciaja.

t
Ha a csillapitas igen nagy (hf3 = wy), akkor a mozgasperiodikussavalik. Az ilyen aperiodikus
mozgasokkal azonban itt nem foglalkozunk, miveisgketeinkben a csillapitas ennél joval kisebb.
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2.3. Rugo flgdleges poziciéban
Eddig a harmonikus és csillapitott rémgpzgas targyalasanal nem vettik figyelembe a @graidgithatasat, a
flggdleges elrendezésnél azonban szamolni kell azzal is.
Nézzink egy rugora felfiggesztett tomegpontot.ligeydoaz m tdmegpont helyzetét a felfliggesztésittgbn
mérve, ésga rugo nyugalmi hosszat; ekkor az m témeg mozgésdete a csillapitast is figyelembe véve az
alabbi alaku lesz:

mid?y/dt® = — K{y—lo) + mg — édy/dt.
A rendszer egyensulyi pontja az a pont, ahovi he®e& tdmegpont ott is marad, amennyiben nincsen
sebessége (dy/dt=0); ez a pont az, ahol a rdgéer a nehézségi erkompenzélja egymast, igy a
tdmegpontnak ott nincs gyorsulasdy(dt’=0). Ezeket a feltételeket a mozgéasegyenletbe tiebjeve azt
kapjuk, hogy a kérdéses egyensulyi pont y koordjaat

Ye = lo + mg/k
Ha bevezetiink egy Uj x valtozo6t, amely azt mutatigg, hogy a témegpont milyen tavol vandetiz
egyensulyi ponttol:

X=y—=¥=y-(b+mg/k)
és atirjuk erre a mozgasegyenletet, felhasznalegy laz 0j és régi valtozoé dderivaltjai megegyeznek
(hiszen § és mg/k idtdl fuggetlen allanddk), akkor az Uj mozgasegyenleegszokott

mid*/df® = — KX — ddx/dt  alakot 6lti.
Tehat a_nehézséqgi cermodositja ugyan az egyensulyi helyzetet, de mé&ashanincs a harmonikus
rezgmozgasravalamint a rugdolhossza sem jatszik kozvetlen szerepet. (Kozverettepe azonban van,
mert az ugyanolyan misédi, de 2} hosszusagu rugoé rugdallanddja fele akkora lesat az | hosszusagu
rugéé — Id. rugék soros, ill. parhuzamos kapcsolasa

3. Matematikai inga
A matematikai inga egy L hosszUsagu sulytalan,thgfigitlan fonalbdl és radgsitett M témegpontbdl all. A
tobmegpont altaldnosan a felfuiggesztési pont kdri@ugard gdombdn mozoghat, és mozgasa elég bonyolult
lehet. Két specialis esetet szokas vizsgalni, andakmozgasa konnyen leirhatd: a sikingat és a gapin
3.1. Sikinga
A tdmegpont ebben az esetben egy allando dieges sikban mozog.
Jeldlie a a fonalnak a fugtijegessel bezart szogét. A test mozgasegyenletgeldimbe véve, hogy a
tangencidlis gyorsulas ;aLd’a/df?, valamint hogy a széggyorsulas és a szég ellénkaay:
M [dPo/df® = — M@Sina,
amit egyszdfsitések utdn az alabbi alakba irhatunk:
d?a/dt® = — (g/L)Sina.
Ezt a nemlinearis differencialegyenletet nehéz ruzgo. Alkalmazhatjuk azonban az alabbi kdzelitést:
sina = a,
ami 5-nal csak 0,05 % eltérést okoz,°28al azonban mar 1 %-ot, 80al pedig 18 % eltérést.
igy sino-t a-val helyettesitve a csillapitatlan harmonikus éemgzgas mar ismert mozgasegyenletéhez
jutunk:
da/dt? = —wfl@, aholisw’ = g/L,
azaz az inga olyan lengéseket végez, ahal @z idsnek harmonikus figgvénye, és a lengésid

T=2myL7g,

feltéve, hogy a maximalis kitérés elég kicsi ahtmmy a sin = a kozelités alkalmazhato.

3.2. Kupinga
A tdmegpont ebben az esetben vizszintes sikbangnemoek megfeléen
a fondl egy kupfellletet surol.
Levezethet, hogy a kupinga keringési ideje
[\ 2 2
T=2 VLT -RT :
g
ahol L az inga hossza, R pedig a kér sugara, mely@megpont kering (a
kap alaplapjanak a sugara). A formula szerint ayobb koron kering
kapinga _hamarabljarja be ezt a nagyobb kort, mint a kisebb sugaron
keringg.
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4. Torzibs inga (szorgalmi)
Eqgy torziés szalhoz rogzitett merev testet (a azdleblegesen) forgdsba hozva a torzids szl a test forgd
mozgasat ahhoz hasonl6an lassitja ill. gyorsitjat ahogy egy rugd a végéhez rogzitett testdemygasat.
igy a test a szalra m#leges sikban ide-oda forog, a nyugalmi helyzétéért o szégelfordulas az &ben
harmonikusan valtozik.
A test mozgasegyenletéhez irjuk fel az impulzusmuioma tételét:
M =06[B , ahol
M a forgatényomaték,
0 a test tehetetlenségi nyomatéka a torzios szairatemgelyre vonatkoztatva,
B pedig a szbggyorsulas = da/dt* .
A torzios szal altal kifejtett forgatbnyomaték (dyneissza akarja allitani az elcsavaraséttelallapotot)
nagysaga aranyos a szogelfordulassal, és ellemétgs avval, azaz
=—Da ,
ahol D egy aranyossagi téngegszamértékileg az 1 radian szdgelfordulashoz zarforgatonyomaték),
melynek neve direkcids vagy iranyité nyomaték.
Ha az impulzusmomentum-tételbe beirjuk a fenti mgtektorvényt” (ami az étdrvény analogja), akkor
megkapjuk a torzidés inga mozgasegyenletét:
old’o/dt® = — D@ .
Ez a differencilegyenlet a @# * jeldléssel az ismert alakba irhato:
d?a/df® = — @,
aminek azx szbgre nézve a megoldasa analdg a harmonikusmezgaséval:
a(t) = agldosd+ @g).
Itt az 0, és apo értékét a kezshllapot hatarozza meg, a perioddspbdig

T=2m3/6/D.

Mérések

1. Rugdbéllandé meghatarozasa

Eszk6z0k:

- allvany, mm-es leolvasasra alkalmas skalaval
- rugé

- anyacsavarok mint ismert tdmegek

- PVC rad, amire a tomegeket tesszik

- ismeretlen tdmeg

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

1.1. Kilénb63 terhelések mellett olvassuk le a rugo legalséjanak a pozicidjat:

Végezzik el a mérést &szor a PVC rad nélkil, majd az dres PVC ruddal,
végll 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 és 16 anyacsavéerbkelve! (Sziikség esetén — ha a rugd gyengébp vag
er6sebb — madositsunk az anyacsavarok szaman.)

1.2. Tegyuk a PVC radra az ismeretlen tomeget £éksgg esetén néhany anyacsavart is), €s olvassuk |
rugo legalsé pontjanak poziciojat!

Mérjik meg a PVC rad tdmegét a mérlegen.

Kiértékelés:

1.1. Készitsik el a rugd kalibracios diagramjatazaabrazoljuk a rugd legalsé pontjanak poziciojat a
csavarszam fuggvényében! A meredekgégbamitsuk ki a rugo 'k’ rugdallandéjat!

1.2. A diagram alapjan hatarozzuk meg az ismeréiieeget!

Szorgalmi feladatSzamitsuk ki a tomegmérés hibajat, abbdl kiinduieay a leolvaséas hibaja 1 mm!
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2. Harmonikus rezgmozgas vizsgalata

Eszk6z0k:

- allvany

- rugé

- anyacsavarok

- PVC rad, amire a tomegeket tesszik
- ismeretlen tdmeg

- stopper

Mérési feladatok:

2.1. Rakjunk a PVC rudra 5, majd 10, majd 15 argread (illetve a rugd terhelhitégének megfelél
szamu anyacsavart), hozzuk rezgésbe a rugot, giskméeg a periodusid! (10 rezgeés idejét mérjik meg!)
2.2. Szorgalmi feladaWégezzik el a 2.1. mérést az ismeretlen tomedgel is

Kiertékelés:

2.1. Szamoljuk ki a rugoallandét az 5, 10, ill.cEavarral meért rezgnozgés periodusidejéh és hasonlitsuk
0ssze ezeket az értékeket az 1. mérésben kiszarréikel!

2.2. Szorgalmi feladatz ismeretlen tomeggel mért perioddidl szamoljuk ki az ismeretlen tomeget!

Szorgalmi feladat: csillapitott reznozgas.

2.3. Mérési feladat (szorgalmi): Mérjuk meg kétkilitz terhelésnél is, hogy kb. mennyd idlatt csdkken

a felére a rezgés amplituddja! (Kvalitativ mérésak azt figyeljik meg, hogy melyik csillapodik
gyorsabban!)

Kiértékelés (szorgalmi): Magyarazzuk meg az eregthén

3. Matematikai inga - sikinga

Eszkdzok:

- allvany

- damilra kotott anyacsavar
- mersszalag

- stopper

Mérési feladatok:

3.1. Mérjuk meg az inga lengésidejét kis kitéréssstén. 10 lengés idejét mérjuk! Ismételjuk megeeest
Otszor.

Mérjik meg az inga hosszat.

3.2. Ellerdrizzuk, hogy kis kitérések esetén a lengésidygetlen az amplitudotél, mig igen nagy (k6z€el-90
0s) kitérések esetén a lengésidloban valtozik!

Kiértékelés:

3.1. Szamoljuk ki a lengésit(T), és a lengésidhibajat AT) 95 %-os konfidenciaszinten!
A lengésidbdl szamitsuk ki a g értékeét!

Szamoljuk ki az alabbi képlettel, mekkdkg hibaval tudjuk meghatarozni g értékét:

a0 27) (1]

Al a hosszmérés hibaja — ezt becsliljik meg, meehgitétt esetlinkben.

Ellendrizzilk, hogy a g = 9,81 nf/¢érték beleesik-e az altalunk kiszamolt 4g intervallumba; ha nem,
keressink ra elfogadhat6 magyarazatot!

3.2. Irjuk le, mit tapasztaltunk! Hogyan valtozilperiodusié a maximalis kitérés fiiggvényében?
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4. Matematika inga - kdpinga
Ezt csak kvalitative vizsgaljuk meg, mivel ezt azgé@st nehéz létrehozni.

Eszk6zok:
- damilra kotott anyacsavar

- (stopper)
- (mérszalag)

Vizsgaljuk meg kisérletileg, miért okoz problémiabgy pontosan egy kupfelileten mozogjon a kétél! A
kisérletet két hallgat6 végezze: az egyik tartsa@at, a masik probéalja meg megfélehozgasba hozni.

Koteled jeqgyakonyvi feladat nincs.

Szorgalmi feladat:

Vizsgaljuk meg mérésekkel, hogy igaz-e a kerinigésileiro relacié! Két hallgatdé végezze a mérést: az
egyik porgesse a kupingat kicsi, ill. nagy sugaitbk, a masik pedig végezze adgnbrést! Mindkét esetben
a 10 kor megtételéhez sziikségésnaerjik meg.

Kiertékelés:

A 10 kor megtételéhez szikségefkhd szamoljuk ki a periddusittet, majd a formula segitségével a
kisebb, ill. nagyobb kor sugarét.

5. Szorgalmi feladat: Torziés inga

Eszk6z06k:

- allvany

- rugo

- hengeres Wanyag doboz
- textilbakelit korongok

- stopper

- mérsszalag

- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

Mérjik meg a rugobol és annak a végéhedsieett hengeres fianyag dobozbdl all6 torziés inga
lengésidejét!

Mérjuk meg a lengésitl gy is, hogy a doboz aljahoz a) egy, b)kdtrab textilbakelit korongot ésitunk.
Mérjik meg a korongok témegét elektronikus mérleggsugarat pedig mészalaggal.

Kiértékelés:

Szamoljuk ki a korongok tehetetlenségi nyomatékat!

(Korong tehetetlenségi nyomatékasa= ¥» M formulaval szamolhato.)
Szamitsuk ki a doboznak a forgastengelyre vonatiadiztehetetlenségi nyomatékat!
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