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Harmonikus rezgések 6sszetevése és felbontasa

Gyakran el6fordul, hogy egy rezgésre képes rendszerben tobb, kozelitéleg harmonikus
rezgés egyszerre jelenik meg, és meg kell hataroznunk a 1étrejott eredd rezgést, ezért a
harmonikus rezgések 0sszetevésének vizsgalata fontos feladat. A forditott feladat is nagy
jelentdségli, amikor egy bonyolult rezgést kell harmonikus 6sszetevokre bontani.

Harmonikus rezgések dsszetevése

A rezgések Osszetevésének néhany jellegzetes és gyakorlatilag is fontos esete az azonos- €s
kiilonbozd frekvencidji, azonos irdnyl, tovabba az egymasra merdleges harmonikus
rezgések Osszetevése.

Egyiranyu, azonos frekvencidaji harmonikus rezgések osszetevése
Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor egy rezgd rendszerben egyidejiileg két
egyiranyl harmonikus rezgés 1ép fel. A kérdés az, hogy milyen lesz az eredd
rezgést megado fliggvény.
A két rezgés amplitiddja és fazisa eltérd lehet, de az egyszerliség kedvéért
feltételezziik, hogy a rezgések korfrekvenciaja () azonos. A két rezgés kitérésének
idofliggését ekkor az alabbi 0sszefiiggésekkel adhatjuk meg:
x,(t)=A,cos(wt+e,)
X,(t)=A,cos(ot+p,).
Ha a szuperpozicio elve alkalmazhatd, akkor a rezgések ered6je barmely
pillanatban egyszertien a két rezgés pillanatnyi értékeinek dsszege:
x(t)=x,(t)+x,(t)=A, cos(wt+@,)+ A, cos(wt+¢,).

Ebbdl az alakbol nehéz megallapitani az eredd rezgés jellegét, ezért célszerii ugy
atalakitani, hogy csak egyetlen trigonometriai fiiggvényt tartalmazzon. Az
atalakitast két modszerrel végezhetjiik el: trigonometriai Osszefliggések alapjan
vagy az Un. forgo vektoros modszerrel. Itt az utobbi eljarast alkalmazzuk, mert
egyszeriibb, szemléletesebb, és mas problémak targyalasanal is hasznos.
A forgo vektoros modszer azon alapszik, hogy egy egyenletes kdrmozgést végzd
pontnak a korpalya sikjaval parhuzamos Y,
vetiilete harmonikus rezgést végez. Ezért, ha a
rezgés A amplituddjaval azonos hosszisagu
vektort az abran lathaté modon, @ allando ””””” \w
szOgsebességgel korbeforgatunk, akkor a A
vektor végpontjanak barmelyik tengelyre vett i -
vetiilete @ korfrekvenciaju harmonikus rezgést
végez. Ha az idomérést abban a pillanatban X(t)=Acos(at+p)
kezdjiik, amikor a vektor az x-tengellyel ¢
szoget zar be, akkor a ¢ idépillanatban a vektor
végpontjanak a tengelyekre vett vetiilete

x(t)=Acos(wt+¢@)

y(t)=Asin(wt+ ).
A tovabbiakban az x-tengelyre vett vetiiletet hasznaljuk.
Ha a korédbban emlitett

A

y()=Asin(et+¢)
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x,(t)=A,cos(ot+e,)

X,(t)=A,cos(ot+@,)
rezgéseket akarjuk Osszegezni, akkor a megfeleld fazisszoggel mindkét rezgés
forgd vektorat felrajzoljuk. Az &bran a két vektort a 1=0 pillanatban tiintettiik fel.
Az eredd rezgés forgd vektorat a két Osszetevd
vektor vektori Osszege adja meg, hiszen az abra
alapjan megallapithato, hogy minden pillanatban
X=x,+Xx,,ahol x,=0B, x,=BC és x=0C.
Mivel az eredd vektor az Osszetevd vektorokkal
egylitt @ szogsebességgel forog, végpontjanak
vetlilete ugyanilyen korfrekvenciaji harmonikus
rezgésnek felel meg. Ez azt jelenti, hogy az ered6
rezgés harmonikus, és

x(t)=Acos(wt+ @)

alakban irhato fel, ahol egyelére nem ismerjiik az
A amplitadot és a ¢ fazisallandot. Ezekre az dbra
alapjan az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:

A= A7 + A2 + 24,4, cos(p, - p,)

_A;sing, + A4, sing,

yl

1gp = .
9 A, cosp, + 4, cosp,

s sfe st sk sfe ste sk she stk sk sfeskeoske s skesie sk sk sfe st sk she sfe o ske sfe ke sk sfe sfesie sl shesie sl sk sk sk st sk ske sk e sie she steosie sfe st sk sl seskeoske sk
Az ébra jeloléseivel az amplitidora az

A2 =(OC ) +(CE)* = (OB +BC)’ +(CD+DE ) =
=(A,cosp,+ A,cos,)’ +( A, sing, + A,sing,)’ =
= A cos’ ¢, + A5 cos’ @, + 24,4, cos ¢, cos @, +

+ A7 sin’ @, + A; sin’ @, + 24,4, sing, sing, =

= A + A5 + 24,4, (cos ¢, cos @, + sing, sing, ) =
=A] + A] + 24,4, cos(p, — ;)

Osszefiiggést kapjuk, amibdl a fenti egyenlet gydkvonassal kaphato.
A fazisszog tangensére fennall, hogy

_CE CD+DE _ A;sing,+ A,sing,
4 OC OB+BC Acosp,+A,cosp,’

ami azonos a fent felirt 6sszefliggéssel.
sk sk ok ok ok ok sk ok sk ok ok ook ok ok ok Kok y4 X1:OB

Megjegyezziikk, hogy a forgovektoros moddszer tSbb X2=BC
egyiranyt, azonos korfrekvencidju rezgés Osszegzésére is x.=CD

alkalmas. Ilyenkor a vektorokat a parallelogramma modszer
helyett a vektoroknak egymas utan torténd felrajzolasaval
célszerli Osszegezni, amint azt 3 vektor esetére a mellékelt
abra mutatja. A vetiiletekre most is fennall minden
pillanatban, hogy

X(t)=x,(t)+x,(t)+x;(t).

Mivel az eredé vektor egyiitt forog az Osszetevokkel,
végpontja  harmonikus  rezgést végez a  kozds

korfrekvenciaval.
skkockkskckkskskk skakskoskkskskkskskk skkoskoskskoskskskckk
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Azonos irdnyu, kiilonbozo frekvencidju rezgések dsszetevése, lebegés

Két azonos iranyu, kiilonbozd w, és w, frekvencidji rezgés Osszegzése joval
bonyolultabb, mint az azonos frekvenciajuaké.
Ez jol érzékelhetd, ha az Gsszegzésre a
forgd  vektoros  eljardst  akarjuk
alkalmazni. Ilyenkor az Osszeteviket
abrazolo vektorok eltérd szogsebességgel

forognak, ezért a rezgések kozotti X
faziskiilonbség ¢s az eredd rezgés A, =al

amplitiddja is valtozik az idében (az
abran Ap = A’ illetve A= A'). /
Ebben az esetben a forgd vektorok |
helyett a  trigonometriai modszert
hasznaljuk egy @, ¢és egy o, |\

frekvenciaji rezgés Osszegzésére. Az \
egyszeruség kedvéért tegylik fel, hogy a \
rezgések amplituddja azonos (4; = A, =

A), faziskiilonbségiik pedig nulla. Ekkor

a két rezgés az

x,(t)=Acosw,t
X,(t)=Acos w,t
alakba irhato. A két rezgés ereddje:
x(t)=x,(t)+x,(t)=Acosw,t+ Acos ,t .
Felhasznalva a

a,—-a, a,+a,
cosa, +cosa, =2cos cos
2 2

trigonometriai 6sszefiiggést, az eredoére azt kapjuk, hogy

® ®,+
x(t)=2Acos—2 L—2¢.

tcos
2

A fenti kifejezés ugy is felfoghatd, mint egy @'= % frekvencidji harmonikus

rezges, és egy @, = % frekvenciaval periodikusan valtozd A(t)=2Acosw t
amplitado szorzata:
x(t)=2Acosw tcosm't.
Ez kiilondsen jol
érzékelhetd abban a
gyakorlatilag is  fontos
esetben, amikor a két
rezgés frekvencidja csak
kissé kiilonbozik
egymastol. Ilyenkor
ugyanis o, << @', igy az
amplitado lassan valtozik,
¢s valtozdsa jol nyomon
kovethetd (abra). Az abran
feltiintettiik a két osszetevod
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rezgést (x; €s x,) €és az 0sszegzddésiik eredményeként eldalld eredd rezgést (x) is,

amelynek amplitudoja jol lathatéan ingadozik.

Az ilyen periodikusan valtozo amplitudoja (,,liktetd) rezgést lebegésnek-, a

maximalis kitérés ismétlodési frekvencidjat ( f,) pedig a lebegés frekvenciajanak

nevezik.

Ha a két frekvencia kozel azonos, akkor érdemes bevezetni w, —®, = Aw ¢és az

®,=o jelolést, amivel w, =w+Aw = @ hiszen a feltételezés szerint Aw << o .
0, +o, 2o W, -,

Ezzel o'=—"1—"Z~"—=w, w,= _A_a) és 1 az eredd rezgés
2 2 ) A 2 2 ’ gy g

idofliggését megado Gsszefiiggés az alabbi modon alakul

x(t):ZAcosATa)tcosa)t.

A lebegés frekvencidjanak kiszamitasdhoz hasznaljuk fel az abra jel6léseit. Lathato,
hogy a lebegés 7, periddusideje éppen fele a koszinusz fliggvénnyel megadott 4(z)

amplitadé 7, periodusidejének:

T
T, = 7"
Ebbdl kovetkezik, hogy a lebegés korfrekvenciaja
2 4r  4x
a)L :_:—:—Q)A —20)A
I, T, 2«

Mivel az amplitudofiiggvény korfrekvencidja o, = ATCO , a lebegés korfrekvencidja

0w, =0,-0,=40.
Az w=2nf Osszefliggést felhasznalva, ebbdl azt kapjuk, hogy
fL = fZ - fI = Af s

vagyis a lebegés frekvencidja a két dsszetevo rezgés frekvencidjanak kiilonbségével
egyenld.

Ennek alapjan a lebegést fel lehet hasznalni frekvenciak eltérésének
megallapitasara illetve frekvenciamérésre. Egy hegediihir hangolasanal példaul
segithet, ha megfigyeljiik a hir hangjanak és a referencia hangnak a lebegését, és a
hangolast addig folytatjuk, amig a lebegés megsziinik. Ez jelzi, hogy a két hang
magassaga (frekvenciaja) megegyezik.

A lebegést tobb egyszerti kisérlettel bemutathatjuk, amelyek kozil itt kettot
ismertetlink.

KISERLETEK:

— Hatasosan bemutathato a lebegés két kissé kiilonb6z6 frekvencidju hangvilla
egyidejii megszolaltatdsaval. Ekkor valdoban halljuk a hang intenzitdsanak
periodikus valtozasat, liiktetését.

A kissé eltérd frekvenciat legegyszeriibben ugy allithatjuk eld, hogy két azonos
hangvilla egyikét — egy raerdsitett kis sullyal — ,,elhangoljuk”.

— A lebegés elektromos rezgések esetén konnyen bemutathatd katddsugar
oszcilloszkop segitségével, ahol kiilon latjuk az osszetevo rezgések- és az eredd
rezgés (lebegés) képét is, ahogy azt a fenti dbran mar bemutattuk.
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Merdleges rezgések dsszetevése
Ha egy rendszerben egyidejlileg két egymasra merdleges iranyu rezgés van jelen,
akkor ezeket az eredd rezgés két merdleges komponenseként foghatjuk fel, az eredd
rezgést tehat az igy meghatarozott vektor végpontjanak mozgéasa adja meg.
Vizsgaljunk el6szor két azonos frekvencidji, kiillonb6z6é amplitudoju rezgést

x(t)= Acos wt

y(t)=Bcos(wt+ ),
amelyek kozott o faziseltolodas van.
Az eredd rezgés palyaegyenletét az id6 kikiiszobolésével kapjuk meg. Fejezziik ki
az els6é egyenletbdl coswr-t, és helyettesitsiik be a masodik egyenletbe, amelyet az

Osszeg koszinuszanak kifejtésével és a sinat=+1—cos’ ot Osszefliggés
felhasznalasaval atalakitunk:

X
coswt =—,
A

y = BcoswtcosS — Bsinwt sind = Bcos ot cos & — Bsind\ 1 — cos’ ar,

2
y:Bicos5—Bsin51/1—x—2.
A A

Az utols6 egyenlet rendezésével a palya egyenlete az alabbi alakra hozhato:
2 2

x—2+y—2—2ﬂcos5:sin2 0.

A~ B AB
Ez egy cellipszis egyenlete, vagyis az eredd rezgés altaldban az xy-sikban
elhelyezkedd ellipszis mentén zajlik. Az ellipszis alakja és helyzete fiigg a rezgések
A, B amplitidoitdl és a koztiik 1évo o faziskiilonbségtol.
A legegyszeriibb eset az, amikor a két rezgés fazisa azonos vagy ellentétes (0 = nr,
aholn =0, 1, 2...). Ekkor az egyenlet az

2
R
A B
alakot 6lti, ami azt jelenti, hogy az ered6 rezgés az
y= J_rEx

A
egyenesek mentén @ korfrekvenciaval zajlé harmonikus rezgés (a ,,+” jel az
azonos-, a ,,— jel az ellenkez6 fazist rezgésekre vonatkozik).

Egy masik egyszertii eset, amikor a faziskiilonbség 772 pératlan szamu tobbszorose:
5=(2n+1)%.Ekkoraz

2 2

Xy

4> B’

Osszefiiggést kapjuk, vagyis ekkor az ellipszis tengelyei a koordinatatengelyeken
vannak. Azonos amplitidok esetén a palya ilyenkor kor alaku.

A merdleges rezgések Osszetevése kisérletileg is bemutathatdé mind mechanikai-
mind pedig elektromagneses rezgések esetén.

A mechanikai rezgés vizsgalatara alkalmas eszkoz tobbféleképpen megvaldsithato.
Ezek koziil egyik lehetséges megoldas a kovetkezd.
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KISERLET:

— Az abran egy olyan berendezést latunk, amellyel
megvalosithatd, hogy az eszkdz alsd részén lathatd
tolcsér egyidejiileg két egymasra merdleges irdnyban
(x és y) rezegjen. A tolcsér egynttal irészerkezetként
is szolgal, amely a beldle kifolyo tinta vagy homok
segitségével egy papirlapra felrajzolja az eredd
rezgésnek megfeleld mozgast végzd tolesér palyajat.

Egyszerlibben megvalosithatd az Osszegzés elektromos
rezgések esetén.

KISERLET:

— Elektromos rezgések esetén az Osszegzése legegyszeriibben katodsugar
oszcilloszkdppal végezhetd el. Merdleges rezgések ugy allithatok eld, hogy az
egyik valtakozo fesziiltséget (rezgést) a fliggdleges- a masikat pedig a
vizszintes eltéritd lemezparra kapcsoljuk. Ennek a mddszernek az az elénye,
hogy itt az 0sszegzés paraméterei egyszerlien valtoztathatok, és igy a fent
targyalt kiilonb6z6 esetek konnyen megvalosithatok.

A fenti kisérletek segitségével (de elméleti Uiton is) megvizsgalhatok az 0sszegzés
kiilonb6z6é esetei. Két merdleges rezgés Osszegzésénél kapott palyagorbéket
mutatunk be az aldbbi abran azonos frekvenciajiu, azonos amplitadoéja rezgéseknél.

)
\__/

o=0 /4 72 3n/d
o=r Sn/4 32 7n/4

Tovabbi szamitasok és kisérleti vizsgalatok azt mutatjak, hogy ha a merdleges
rezgések korfrekvencidja kiilonbozd (w, # w,), akkor a palya tobbnyire igen
bonyolult alaku, €s altalaban nem zart gorbe.

Ha a frekvenciak aranya egész szdmok ardnyéval adhatdé meg, akkor a palya zart, de
altalaban szintén bonyolult gorbe. A gorbe alakja ilyenkor a frekvenciak aranyatol
figg. Ezeket a jellegzetes gorbéket gyakran Lissajous-gorbéknek nevezik. Az
alabbi abran néhany ilyen — az eredd rezgés palyajat megadd — Lissajous-gorbe
lathat6 kiilonbozé frekvencia-aranyok (@, - @, ) és faziskiilonbségek (o) esetén.
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8
A c
Wpay=1:2 1:2 2:3
é=0 7 0
a b c

Az ilyen gorbék felvétele legegyszerlibb katddsugar oszcilloszkoppal, de a fent
vazolt mechanikai rendszerrel is lehetséges.

A gorbék vizsgalata azt mutatja, hogy a frekvencia-arany és a gorbe alakja kozott
sajatos geometriai Osszefiiggés van. Lathatd, hogy a zart palyagdrbe érinti a
befoglald négyszog oldalait. Ha megszamoljuk az egyik fliggbleges és az egyik
vizszintes oldalon az érintési pontokat, akkor azt talaljuk, hogy az érintési pontok
szamanak aranya megegyezik a korfrekvencidk (frekvencidk) o, : @, ardnyaval.
(A b abran az egy ciklusnak megfeleld utvonal: ABCBA, vagyis a ,,zart hurok” a
vizszintes oldalt kétszer érinti.) Ezt az Osszefliggést a gyakorlatban (elsésorban
elektromagneses rezgések esetén) frekvenciamérésre lehet hasznalni. Az ismeretlen
frekvencidji rezgést az egyik lemezparra kapcsoljuk, ¢és Osszeadjuk az erre
merdleges masik lemezparra kapcsolt, ismert frekvenciaju rezgéssel. A kapott
Lissajous-gorbe segitségével az ismeretlen frekvencia kiszamithato.

Rezgések felbontasa harmonikus rezgések dsszegére

Emlitettiik, hogy egy nem harmonikus, periodikus rezgés felbonthaté harmonikus rezgések
Osszegére. Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy kiilonb6z6 korfrekvencidju és amplitidoja
harmonikus rezgéseket (vagyis szinusz ¢és koszinusz fiiggvényeket) adunk 6ssze, aminek
eredményeképpen megkapjuk a nem harmonikus rezgést leird fliggvényt. A fliggvény
pontos eléallitasdhoz egy végtelen sort — Un. Fourier-sort — kell felirnunk, ha azonban
kozelitd leirassal is megelégsziink, akkor véges szamu tagbol all6 OGsszeget is
hasznalhatunk. Ez az eljarés fizikailag azt jelenti, hogy egy nem harmonikus rezgést
harmonikus rezgések Osszegeként allithatunk el6. Az 0Osszeg tagjaiban szerepld

harmonikus rezgések amplitudoit és y y(x)
kérfiekvencidit az eldallitandé periodikus et
fiiggvénynek  , megfeleléen”  kell 0/ \ \ N
megvalasztani. N s;=2sinx " !
Egy fliggvénynek Fourier-sorral torténd ~ -, 7 ‘
eldallitasara jol kidolgozott matematikai [N NCEal N yex)
modszerek allnak rendelkezésre. Ennek N olf ’;\/ ' ,:-‘:e o~
részleteivel itt nem foglalkozunk, de -7\.-7 Nos //‘\._./' T w\‘,f‘ X
szemléltetés céljabol bemutatunk egy \_,4-"‘-,.,__,_! s, =5+ 4 sin 3x LA —
példat arra, hogy egy periodikus — de Yo 7 y(x)
nem harmonikus — fiiggvényt hogyan ’; 7

lehet egyre pontosabban eldallitani, st T e
amint egyre tObb, megfeleléen valasztott ,\-_‘;”: s, = ginsx |\ . §

Sa=er 1 da -
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harmonikus fliggvényt adunk 6ssze. A példa egy Un. ,,négyszog-fiiggvény”’, amelynek egy
periddusat lathatjuk az &bran (jelolése: y(x)). Az abra felsd részén vastag vonallal
feltlintettiik az elsé kozelitésként hasznalt s; részosszeget, ami egyetlen szinusz fliggvény.
Ez elég durvan kozeliti a négyszogfiiggvényt. Ha ehhez hozzdadunk egy megfelelden
valasztott jabb szinusz-tagot, akkor az igy kapott s, részdsszeg mar valamivel jobb
kozelitést ad (dbra kozépsod része, vastag vonal). A harmadik tag hozzéadasa utan kapott s;
részosszeg lathatéan még jobban kozeliti az y(x) fliggvényt (dbra also része, vastag vonal).
Az eljarast tovabb folytatva, az 6sszeg egyre jobb kozelitést ad.

A vizsgalt példa esetében a teljes sor az alabbi modon irhato fel:

X)=D S0 = D oy sin( 2k +1)x,
k=0 k=0

ahol a,,,, = ﬁ és k egész szam.
+1)

Ha az el6allitand6 fliiggvény nem periodikus (rezgések esetén példaul egy egyszeri kitérés),
akkor a fenti eljardssal nem tudjuk eldallitani, de harmonikus fliggvények integralja
segitségével ilyenkor is megoldhato a feladat. Ez lényegét tekintve csak annyiban
kiilonbozik a diszkrét tagokbol allo Osszegzéstdl, hogy ilyenkor a harmonikus fiiggvény
argumentumaban szereplé 2k+1 szam — az el6bbi példaban 7, 3, 5,... — nem diszkrét
értékeket vesz fel, hanem folytonosan valtozik, és az Osszegzés helyett a folytonos &
valtoz6 szerint integralunk. (Rezgések esetén ez azt jelenti, hogy nem diszkrét
korfrekvencidji harmonikus rezgéseket adunk Ossze, hanem folytonosan valtozé
korfrekvencidra ,,0sszegzlink”, azaz integralunk).



