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Elektromos aramkorok és haldzatok, Kirchhoff térvényei

A gyakorlatban az elektromos aram kiilonb6z6 vezetdrendszerekben folyik. Igen fontos, hogy
az aramot fenntartd telepek ismeretében a vezetdrendszerek részeiben folyd aramokat
szamitassal is meg tudjuk hatdrozni, hiszen ez teszi lehetdvé az aramot felhasznald eszk6zok
megtervezését. A legegyszerlibb eset az, ha az d&ramot egyetlen zart hurokbdl allé aramkérben
kell vizsgalnunk, az esetek tobbségében azonban az elektromos daram bonyolult
vezetOrendszerekben Un. hdlozatokban folyik. A halézatokban rendszerint aramelagazasok,
mas néven csomopontok 1s vannak, a csomopontok kozotti vezetdszakaszok, az Un. dgak
pedig kiilonféle aramkori elemeket (ellendlldsok, telepek) tartalmaznak. Egy haldzat
vizsgalatanal két alapvetd kérdés mertil fel:
¢ Milyen torvény szabja meg, hogy az elagazasoknal az dramerdsség hogyan oszlik meg
az egyes agakban?
¢ Ervényes-e az elektrosztatika 1. alaptorvénye az aramkorokben, és ha érvényes, akkor
ennek milyen kdvetkezményei vannak az aramokra vonatkoz6an?
Itt csak olyan dramkordkkel foglalkozunk, amelyekben az dram az dramkor barmely helyén
idében nem valtozik (kiilonb6zd helyeken az aramerdsségek lehetnek eltéréek, de értékiik
nem valtozhat meg). Az ilyen aramokat idoben dllando- vagy staciondrius dramoknak
nevezziik.

A toltésmegmaradds torvénye idében dallando aramokra, Kirchhoff 1. torvénye
A tapasztalatok azt mutatjdk, hogy egy vezetdben — kiilonleges koriilményektdl
eltekintve — elektromos toltés nem keletkezik, és

nem tiinik el, vagyis a toltés mennyisége megmarad. vezelo A,
Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy vezetdben idében

alland6 4aram folyik, akkor a vezetd egy A, l2
keresztmetszetén (dbra) At id6 alatt atment

AQ, = 1,4t toltéssel két dolog torténhet: I

¢ A t0ltés a tobbi keresztmetszeten (pl. a 2 keresztmetszeten) is ugyanennyi id6 alatt
megy at, tehat AQ, = 1,4t = AQ, = 1,4t. Ez azt jelenti, hogy I, =1,, vagyis a
vezetd minden keresztmetszetén ugyanakkora az aramerdsség.

¢ A toltés egy része a vezetonek az [ és 2 feliilete kozti térfogatban marad, és a 2
feliileten kisebb — de idében allando — aram megy tovabb. Ilyenkor az emlitett
térfogatban a toltés mennyisége idoben ndvekszik, a toltés ott felhalmozddik.

Idében allandod aram csak akkor johet 1étre, ha a vezetdben az elektromos térerdsség
idoében allandd (/~E). A toltés fokozatos felhalmozodasa azonban iddben valtozo
erdteret, és igy idoben valtoz6 dramot eredményezne.
Ezért idoben allandd aram esetén a vezetdben nem
lehetséges toltésfelhalmozodas. Ez azt jelenti, hogy a
masodik esetet el kell vetniink, marad tehat az — a
tapasztalat altal is megerdsitett — lehetdség, hogy
alland6 4ram esetén egy vezetd barmely két
keresztmetszetén ugyanakkora az aramerdsség:
1 )i =] 2.

Hasonlé meggondoldsokat tehetiink egy csomopont
eset¢ben is (dbra), ahol vezetdk csatlakoznak
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egymashoz. Mivel toltésfelhalmozodas nem lehetséges, itt is érvényes, hogy At 1d6
alatt a befoly6 aramok (/,,/,) altal a csomdpontba bevitt toltésnek meg kell egyeznie
a kifolyo (1,,1;) dramok altal onnan kivitt toltéssel,

1, At+1,At =1,At+1,4¢,
vagyis

I, +1,=1,+1,.
Eszerint alland6 aramok esetén egy csomopontba befolyd dramok dsszege megegyezik
a csomopontbol kifolyd aramok Osszegével.
Ha az dramoknak eldjelet adunk, és a csomopontba befolyd dramokat pozitivnak-, az
onnan kifolyé aramokat pedig negativnak tekintjiik (/,,7/,>0 és I,,1,<0), akkor az
egyenlet igy alakul:
I, +1,+1,+1,=0.
Ezek az 0Osszefliggések természetesen akdrhany éaram esetén érvényesek, vagyis
altalanosan a
>1,=0

alakba irhatok. Ez Kirchhoff I. torvénye, amely a toltésmegmaradas torvényét fejezi ki.
A torvénynek ebbe az alakjaba az aramokat — a fenti megallapodas szerint — eldjeles
mennyiségekként kell behelyettesiteni.

Az elektrosztatika 1. alaptorvénye dllando aramokra, Kirchhoff I1. torvénye

Korabban megallapitottuk: ahhoz, hogy egy vezet6ben alland6 aramot tartsunk fenn,
egy specialis eszkOzre (aramforrds, mas néven telep) van
sziikség, ami biztositja a toltések korforgasat (dbra). Ebben az
eszkOzben a toltéseket az ott kialakult E elektromos erdtérrel,
¢és az altala kifejtett F, erével szemben kell mozgatni, ami

tobbnyire valamilyen kiils6 hatas altal végzett munka aran
valdsithatd meg. Ez a kiils6 hatas altaldban az elektromossagtol ooon
»idegen” (pl. kémiai) folyamatok felhaszndlasdval milkodik, munka
ami az elektromossagtanba nehezen épitheté be. Ezért a telep /P
mukodeését egy fiktiv, elektromos modellel irjuk le.

Egy ¢ toltésnek a telep egyik oldalardl a masikra torténd atviteléhez sziikséges W~

idegen munkat egy idegen E~ elektromos térerésség munkéjaként fogjuk fel, amit a
w” =IqE*dr = qIE*dr
kifejezéssel adunk meg. Lathato, hogy ez a munka az atvitt toltés, és egy, a telepre
jellemzé mennyiség szorzataként irhatd fel. A telepre jellemz6 mennyiség ebbdl ugy
kaphat6 meg, hogy az ,,idegen” munkat elosztjuk az atvitt toltéssel:
g= IE*dr .
q
Az igy kapott ¢ jellemz6t a telep elektromotoros erejének nevezik. Az elnevezés nem
szerencsés, hiszen &nem erd-, hanem potencidlkiilonbség- (fesziltség-) jellegii
mennyiség, egysége / V. Fontos azonban észrevenni, hogy az elektromotoros eré nem
az ,degen” erétérnek megfeleld potenciadlkiilonbséggel egyenld, hanem annak -/-
szerese. Az E elektromos térerdsségnek megfeleld potencialkiilonbség, a definicionak
megfelelden

U =U;=—[E'dr=-¢,
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amit gyakran generatorfesziiltségnek neveznek (innen ered az Ug jeldlés). A
generatorfesziiltség és az elektromotoros erd nagysaga azonos.

A telep altal létrehozott dram magan a telepen is atfolyik, ezért az aramkor
vizsgalatanal a telepre kapcsolt vezetok ellendllasa mellett a telep sajat ellenallasat is
figyelembe kell venni. Ezért a telepet az aramkorokben
ugy modellezik, hogy az a toltésmozgast biztositdé +

idedlis elektromotoros erébdl (¢) és a telep ellenallasat © —__F—
képviseld, un. belso ellenallasbol (Ry) all (abra). & R,

Egy telepre kapcsolt aramkor rendszerint nagy

ellenallasu- ¢és az ezeket 0sszekotd, elhanyagolhato ellenallast szakaszokbol all. Mivel
egy vezetd végei kozti potencidlkiilonbség aranyos a vezetd ellenallasaval, az igen kis
ellenallast szakaszok, az Gn. vezetékek végei kozti potencialkiilonbség elhanyagolhato
a nagy ellenallasu szakaszok, az un. ellenallasok végei kozti potencialkiilonbségek
mellett.

A telepek, vezetékek ¢és ellendllasok bevezetésével

moor . r 7 r 4 J4 R1 RZ R3

egy egyszerl aramkor az abran lathatd modon } } } }
rajzolhato fel.

r 7 . U1 UZ U3
Azt a kérdést, hogy az elektrosztatika 1. | TR T N
alaptorvénye érvényes-e allando aramok esetén, a ¢ U, U Py
tapasztalat alapjan lehet eldonteni. A kisérletek - HE —
azt mutatjdk, hogy az [ alaptérvény teljesiil ‘g R,

alland6 aramu dramkorok esetén is, vagyis, ha egy
aramkorben korbejarunk, és a mért fesziiltségeket 6sszeadjuk, akkor a teljes koriiljaras
végén nullat kapunk eredményiil. A fenti, egyszerti aramkorben ez azt jelenti, hogy
U +U,+U;+U,+U; =0,
ahol a fesziiltségeket eldjelesen kell behelyettesiteni (a fesziiltség akkor pozitiv, ha az
aramkori elemen 4athaladva a potencial nd, és akkor negativ, ha az athaladasnal a
potencial csokken). Ha pl. az &ramkd6rt az &ram haladasanak iranyaban jarjuk korbe (az
abran a szaggatott vonal jelzi a koriljarast), és [ illetve Ug az aram illetve a
generatorfesziiltség nagysagat jelenti (7, Ug>0), akkor az Ohm-torvény alkalmazéasaval
az egyenlet az alabbi alakot 6lti
—IR,—IR,—IR,— IR, +U_ . =0.
Mivel az aramkoriinkben nincs eldgazas, az ellendllasokon ugyanaz az aram folyik 4t
(Kirchhoff I. térvénye). Ha bevezetjiik az
R,+R,+R, =R
jelolést, akkor az egyenlet egyszeriibb alakba irhato:
—IR-IR,+U;=0

Itt tehat R a telepen kiviili ellenallasok 0Osszege az 4ramkdrben, amit kiilsd
ellenallasnak is nevezhetiink. Vegylik észre, hogy az aram meghatarozasa
szempontjabol az R ellenallds helyettesiti az egymassal sorba kapcsolt R;, R, és R;
ellenallasokat, azok ereddjeként foghato fel.

Az egyenlet felirhaté még az elektromotoros erd segitségével is, ekkor az

—IR-IR, =¢

alakot kapjuk.

Lathato, hogy a koriiljards megvaltoztatasaval minden fesziiltség és elektromotoros
erd eldjele megvaltozik, igy az egyenlet tetszéleges koriiljaras mellett érvényes marad.
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Ha az elektrosztatika I. alaptorvénye érvényes az allandd aramokra, akkor a fenti
egyenlet egy bonyolult, elagazdsokat is tartalmazod haldzatban, tetszdlegesen
kivalasztott zart hurokra is fennall. A hurkot a csomdpontok dgakra bontjak,
amelyeken beliil az dram mindeniitt ugyanaz. Egy agon beliil az aram mindeniitt
azonos, de a hurok kiilonb6z6 é4gaiban az aramok eltéréek lehetnek. Ezért egy
hurokban elvileg annyiféle d&ram folyhat, amennyi a hurok koriiljarasakor érintett 4gak
szama. Az aldbbi abran lathatd hurokra példaul, a megadott koriiljarast kovetve, a
berajzolt &ramiranyokkal a kdvetkez6 egyenlet irhat6 fel:

_I]R] +UG1 _I]Rbl +UG2 _Isz _IZ(RbZI +Rb22)+UG3 +13(R31 +R32)+13Rb3 _UG4
_14(R41 +R4z +R43)_14Rb4 _UGS _15(R51 +R52)=0-

Ha az eldbbi példa mintdjara az
egyazon agban 1évo kiilsé- és belsod
ellenallasokat az Osszegiikkel
helyettesitjiik

(Ryy +Ryp =Ry,

Ry + Ry, =R; ,
R,+R,+R;=R,,

R, + R;, = R;),

akkor az egyszeriibb
-I,R,-I,R,+I,R, - I,R, — IR, —
- IIRbI - Iszz + Ist3 - ]4Rb4 +
+Ug +Ug, +Ug; —Ug, —Ugs =0

egyenletet kapjuk.

Altalanos esetben a torvény tetszoleges zart hurokra az alabbi mddon irhato fel:
DIR AR, +>Ug =0,
k m m
lletve az elektromotoros erdkkel

DILR A+ IR, =Y ¢,.
k m m

Itt Ry a hurok k-adik ellenallasa, I a k-adik ellendllason folyo aram, Ug,, (illetve &,) a
hurok m-edik telepének generatorfesziiltsége (illetve elektromotoros ereje), Ry, az m-
edik telep belso ellendllasa. Ezt a torvényt Kirchhoff I1. torvényének nevezik.

A torvény alkalmazasaval kapcsolatban az a gyakorlati probléma meriil fel, hogy egy
bonyolult hal6zatban egy zart hurok dramainak irdnyat nem tudjuk elére megmondani.
Kimutathat6 azonban, hogy az dramirdnyokat tetszélegesen felvéve, az &ramerdsségek
nagysagara a helyes értéket kapjuk, az aram eldjele viszont negativnak adodik, ha
rossz dramiranyt tételeztiink fel. Igy utélag a helyes aramiranyokat is meg tudjuk
allapitani.

A két Kirchhoff-tdrvény segitségével tetszOleges halozat barmelyik d4gaban foly6 dram
kiszamithatdé, ha a halézatban ismerjiik az ellendllasokat és a telepeket (belsd
ellenallasukkal és generatorfesziiltségiikkel).



TOTH A.: Elektromos aram/3 (kibSvitett éravazlat) 5

A Kirchhoff-térvények alkalmazdsa
Most a csomoOpontokra érvényes I. torvény, €s a hurkokra vonatkozo II. torvény
alkalmazasat mutatjuk be két egyszer(i példan.

Az elsé esetben egy telephez egyetlen kiilsé ellenallas (R) R
csatlakozik (4bra). —
Mivel eldgazas nincs, az 1. torvénybdl kovetkezik, hogy az

aramkor minden pontjan ugyanaz az / aram folyik. / @
Korbehaladva az aram irdnyaban (az aramirany és a kortljaras ol
onkényesen valaszthatd) a II. torvény szerint a fesziiltségek ! |_‘_

Osszege nulla L Ug
—IR,—IR+U,_ =0. PR,
Ebbél az aram megkaphato: Uk
1= Ys .
R+ R,

A telep sarkai (kapcsai) kozti fesziiltséget kapocsfesziiltségnek nevezik, és rendszerint
Uk-val jelolik. Ez esetiinkben megegyezik a kiilsd ellendllas végei kozotti
fesziiltséggel, tehat
Uy =1IR.
Masrészt a huroktérvény alapjan a kapocsfesziiltség:
U,=U;—-IR,.
Ebben az egyszerii esetben tehat U, <U ., vagyis a kapocsfesziiltség kisebb, mint a

generatorfesziiltség (elektromotoros erd). A kettd csak akkor egyezik meg, ha a korben
nem folyik 4ram (/=0), mert ekkor a fenti egyenletbdl azt kapjuk, hogy U, =U,.

Bonyolultabb 4ramkdr esetén tobb egyenlet felirasa
sziikséges. Az abran lathatd esetben pl. az aramkdr 3 agbol
all. Mivel ag minden pontjdn azonos az aramerdsség, az
abran lathato esetben 3 kiilonb6zd aramérték lehetséges. Ezek
meghatarozasahoz 3 fiiggetlen egyenletre van sziikség.

A csomdponti tdrvénybdl a baloldali csomdpontra azt kapjuk,

hogy

-1,+1,-1,=0.

A masik csomdpontra ugyanez az egyenlet adodik, tehat a csomdpontokra csak egy
fiiggetlen egyenlet irhato fel.
Az é&bran a-val jelolt hurokra az

-I,R,+U,,—I,R,+U;, =0
egyenletet, a h-vel jelolt hurokra pedig az

U, +1LL,R,-U,;+1,R, =0
egyenletet kapjuk.
A harmadik lehetséges hurok az dramkor kiilsé konturja lenne, de konnyen belathato,
hogy az erre felirt hurokegyenlet az a és b hurokra felirt egyenletek Osszege, vagyis
nem fliggetlen egyenlet.
Ebben az esetben tehat a 3 ismeretlen aram meghatarozasdhoz 3 fiiggetlen egyenletet
tudtunk felirni, igy az d&ramértékek meghatarozhatok.
Kimutathato, hogy ez éltaldban is igy van: mindig annyi fiiggetlen egyenlet irhato fel,
amennyi az ismeretlen aramok szdma.
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Bonyolultabb héldzatokban altaldban nem igaz, hogy a kapocsfesziiltség mindig
kisebb, mint a generatorfesziiltség. Ennek az az oka, hogy ilyenkor egy telep bels6
ellenallasan mas telepek altal keltett aramok is atfolynak, és az igy 1étrejott fesziiltség
moddositja a kapocsfesziiltséget. Ha pl. a telepen a sajat aramaval ellentétes iranyu
aram folyik at, akkor a kapocsfesziiltség nagyobb lehet, mint az elektromotoros ero.

A Kirchhoff-torvények segitségével szamos hasznos Osszefiiggés vezetheté le. Igy
példaul konnyen bebizonyithatd, hogy egymassal sorba- vagy parhuzamosan kapcsolt
ellenallasok helyettesithetok egy ellenallassal, amelyen atfolyd aram és a végei kozt
mért fesziiltség azonos az eredeti ellendllasokon atfolyd arammal és az ellenéllassor
végei kozotti fesziiltséggel. A megfeleld helyettesitd (eredd) ellenallasok az alabbi
Osszefiiggésekbdl kaphatok:

R = Z R

1 1
Rfdrh = IZE

Energiaviszonyok elektromos aramkoérben

A vezetdben folyo alland6 aramot a telepben zajlo idegen folyamat altal végzett munka tartja
fenn. A toltések mozgatasara forditott energia a toltések mozgasa soran

hévé alakul. Ezt az energiamérleget az abran lathato, egyszeri &ramkor ,i

vizsgalataval konnyen szamszerusithetjiik. A —

Az aramkérre korabban felirtuk Kirchhoff I1. torvényét, és az @
e=IR+IR,

Osszefliggést kaptuk. Ebbdl ugy kapunk A¢ idétartamra vonatkozd +|:I—+{ I_—o—

energiamérleget, hogy megszorozzuk [At-vel. Ekkor az alabbi R, .

egyenletet kapjuk:
& At = I’RAt+ IR, At

i N 0

telep hasznos elveszett

A baloldalon a telepben miikkddé idegen hatas (az & elektromotoros erd) altal Ar id6 alatt
végzett munka (W) all, ami a jobboldalon all6 munkakra forditodik. A jobboldal elsd tagja
a kiils6 ellenéllason (az un. fogyaszton) ugyanennyi id6 alatt hévé alakuld energia, amit
hasznos munkanak (W,) neveznek (ezt lehet pl. vildgitasra, flitésre, motor hajtasara
hasznalni). A jobboldal masodik tagja a telepben ugyanezen id6 alatt hévé alakult energia,
ami nem hasznosithato, ez tehat elveszett energia (W,es.)). Az energiamérleg ezekkel a
jelolésekkel:

w.

0ssz

=W, + W,

veszt

Hasonlo6 0sszefiiggést kapunk a teljesitményekre is, ha a munkak 6sszefliggését elosztjuk a At
idovel:

e =I"R+I’R,.
A fenti jelolésekkel a teljesitménymérleg:
Pb’xsz = Ph + Pveszl *

Innen kiszdmithat6 az energiahasznositas hatasfoka:
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P, R
P, R+R,

Lathatd, hogy a hatasfok akkor lenne /, ha a telepnek nem lenne belsd ellendlldsa. Mivel ez a
gyakorlatban nem valdsithaté meg, a hatasfok mindig kisebb 7-nél.

Egy telep mikodésének fontos jellemzdje, hogy adott kiilsé ellenallas esetén mennyi a beldle
kivehetd hasznos teljesitmény. Ezt a

2
g

— R

(R+R,)

Osszefiiggésbol szamithatjuk ki. Lathatd, hogy a hasznos teljesitmény nem csak a telep
adataitol (& Rjp) fiigg, hanem az alkalmazott kiils6 ellenallastol is: P, = P,(R). Mivel ez a

P, =I°'R=

fliggvény nagy- és kis R értékeknél egyarant nulldhoz tart, varhatd, hogy valamilyen R
értéknél maximuma van. A maximumbhely feltétele a differencialhdnyados eltiinése:
=& +=0.
dR (R+R,)

Maximum tehadt akkor van, ha R=R,, vagyis a legnagyobb hasznos teljesitmény akkor

vehetd ki a telepbdl, ha a kiilsé ellenallas egyenld a telep belso ellenallasaval. A hasznos
teljesitmény novelése érdekében tehat a fogyasztot az ellenéllas szempontjabol illeszteni kell
az aramforrashoz.
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