TOTH A.: Elektrosztatika/2 (kibévitett dravazlat) 1

Elektromos toltés helyzeti energiaja, elektromos potencial, az elektrosztatika I.
alaptorvénye

A mechanikaban lattuk, hogy konzervativ erdtérben helyzeti energia vezetheté be. Azt a
kérdést, hogy az elektrosztatikus erétér konzervativ vagy nem, csak a tapasztalat segitségével
lehet eldonteni. A tapasztalatok azt mutatjak, hogy az elektrosztatikus erdtér konzervativ,
tehat egy elektromos toltésnek az elektromos erdtérben helyzeti energidja van.

A helyzeti energiat itt is a mechanikdban definidlt moédon, az erdtér altal végzett munka
segitségével adjuk meg, amely konzervativ erétérben nem fiigg az elmozdul6 toltés palya;jatol,
csak az elmozdulas kezdd- és végpontjatol.

Elektromos erdtérben egy ¢ toltésnek az O pontbol a P pontba torténd tetszdleges palyan
torténd elmozduldsa soran (4bra) az erdtér altal Ar,
végzett munka:

P P
W, = lim > F, 4r, = [F.dr =¢[Edr .
o o

;=0 “
i

Ar,
A helyzeti energia definicigjdnak megfeleléen az F.,=qE,

erétérben 1évé ¢ toltés helyzeti (potencialis)
energidja a P pontban, az O pontra vonatkozdan:

P
El’(l) (P) = _Weré'tér = _qj Edr .
o

Mint emlitettiik, a két pont kozotti elmozdulas palydjat nem kell megadni, hiszen ez a munka
konzervativ er6térben nem fligg a palyatdl. Mint minden helyzeti energia, egy toltés
elektrosztatikus helyzeti energiaja is fligg a vonatkoztatdsi ponttdl.

A g t6ltés helyzeti energidja nem csak a helytdl és a jelenlévo erdtértdl fiigg, hanem — érthetd
moédon — magétdl a toltéstdl is. A helyzeti energia azonban ardnyos a toltéssel, ezért, ha a
helyzeti energiat elosztjuk a toltéssel, akkor a toltéstdl fiiggetlen mennyiséget kapunk:

o0 P
U°(P)=U,, _E, (P):—J'Edr.
q o

Ez a mennyiség mar csak az erdtértdl €s a P pontnak az O vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott
helyzetétdl fligg. Ezzel az eljarassal tehat az erétér barmely P pontjdhoz hozzarendelhetiink
egy skalaris mennyiséget (szamszerlileg az egységnyi toltésen az OP elmozdulas soran
végzett munkat), amelyet az elektrosztatikus erdtér P pontbeli potencidljanak neveziink. Ilyen
modon a toltéssel valo osztas révén a toltés egy jellemz6 adatabol, a helyzeti energiabol, a tér
egy jellemzd adatét, a potencialt kapjuk.

crer

V betlit hasznaljak. Ezzel az egység: 1 % =1V.

A potencial — hasonldan a helyzeti energidhoz — mindig egy vonatkoztatasi ponthoz (itt az O
ponthoz) viszonyitott mennyiség. Ez azonban rendszerint nem okoz nehézségeket, mert egy
fizikai probléma megoldasa sordn altaldban nem a helyzeti energia és a potencial abszolut
értékére van sziikségiink, hanem azok megvaltozasidra (két pontban felvett értékeik
kiilonbségére), ami viszont nem fligg a vonatkoztatasi ponttol, amint azt a helyzeti energiara
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vonatkozoan a mechanikaban méar kimutattuk. Bar ez az allitas nyilvanvaloan a potencialra is
igaz (a két mennyiség csupan egy allando szorzoban kiilonbozik egymastol), példaként itt
most a potencialra vonatkoz6 bizonyitast is megadjuk.

Két pont kozott a potencidlkiilonbséget tgy kapjuk meg, hogy meghatirozzuk az egyes
pontokban a kozds vonatkoztatdsi ponthoz viszonyitott potencialt, majd kiszamitjuk ezek
kiilonbségét. Az abran lathatd B pontnak az 4 ponthoz viszonyitott Uyp potencialkiilonbségét
az

A
Up = UOB(]) Uy, = UOB(Z) -Uyy

kifejezés, illetve a potencial definicidjdnak felhasznéldsaval e
kapott O /

A B A

Uﬂ?=—(IEdr+IEer—(—IEdr]:
0 4 0 o) OB\‘
(7) B

A B A B
= —IEdr —IEdr +J'Edr = —J'Edr
% A o A
Osszefliggés adja meg.

Ennek megfeleléen egy elemi dr elmozdulas kezd6- és végpontja kozti potencialkiilonbséget
a

dU =-Edr
skalaris szorzat adja meg.

A mechanikaban lattuk, hogy a konzervativ er6térnek az a sajatsaga, hogy munkdja fiiggetlen
a palyatol, ugy is megfogalmazhatd, hogy egy zart L gorbén korbejarva, a végzett dsszes
munka nulla. Esetliinkben ez azt jelenti, hogy elektrosztatikus erdtérben egy g toltést egy zart
L gorbén korbemozgatva, a tér altal végzett 0sszes munka nulla lesz:

q§Edr:0.
L

Ebbdl kovetkezik, hogy a zart gorbe mentén a potencialkiilonbségeket 0sszegezziik, akkor
szintén nullat kapunk:

§Edr:0
L

Ezt az Osszefiiggést gyakran az elektrosztatika 1. térvényéenek nevezik, ami tehat azt fejezi ki,
hogy az elektrosztatikus tér konzervativ.

Ebbdl a torvénybdl kovetkezik, hogy az elektrosztatikus tér erdvonalai nem lehetnek
akdrmilyenek. Példaul nem lehetségesek dnmagukban zar6d6 erdvonalhurkok, mert ha zart
gorbeként egy ilyen erdvonalhurkot valasztunk, akkor erre kiszamitva a fenti korintegralt,
biztosan nullatol kiillonbozé eredményt kapunk. Ennek az az oka, hogy ilyenkor a térerdsség
¢s az elmozdulés a gérbe minden pontjan egyirdnyu vagy ellentétes iranyi egymassal, ezért az
Edr elemi skalaris szorzatok vagy mind negativak vagy mind pozitivak, igy dsszegiik nem
lehet nulla.
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Potencial konkrét eroterekben

Most néhany egyszerii esetben bemutatjuk a potencial kiszadmitasanak modjat.

Potencidal homogén erétérben d d
A legegyszeriibb, ezért bonyolultabb  erdterek £ ! 2
kozelitéseként gyakran hasznalt erétér a homogén erdtér, p |

amelyben a térerdsség mindeniitt ugyanolyan nagysagu és
iranyu. Az erdteret egyenletes slrliségli parhuzamos
erdvonalakkal  szemléltethetjik  (4bra). = Homogén dr 1LE P
er6térben a potencidlis energia ¢€és a potencial ‘
meghatarozasa viszonylag egyszerii. igy példaul az abran i

lathatdé homogén elektromos erdtérben egy pozitiv g pr - —
elektromos toltés helyzeti energidja a P; pontban ' dr E O

(Ex°(P))), illetve az elektromos potenciél a tér ugyanezen
pontjdban az O ponthoz viszonyitva (Up(P;)) az alabbi mdédon kaphaté meg:

P B
E{(P,)=—q|Edr - [Edr =qEd,.
0 P
illetve

=Fd,.

(Az integralasnal, felhasznaltuk, hogy a tér munkavégzése nem fiigg a valasztott
utvonaltol, ezért egy célszerli utvonalat valasztottunk, ahol a munka az OP’; szakaszon
nulla, hiszen itt E L dr .)

Mint lathatd, homogén térben a potencidl és a helyzeti energia is csak attol fiigg, hogy
a vizsgalt pont és a vonatkoztatasi pont egymastol mért tavolsaganak a térerdsséggel
parhuzamos vetiilete (d;) mekkora. Az dbran bejeldlt P, pontban természetesen mind a

helyzeti energia, mind pedig a potencial negativ: E/(P,)=—qEd,, illetve
U°(P,)=~Ed,.

Ponttiltés potencidlja

A potencial (illetve helyzeti energia) a térerdsség integraldsdval kaphat6 meg.
Kovetkez6 peldakent (dbra) szamitsuk ki egy

pozitiv QO ponttoltés altal 1étrehozott elektromos @ 1 dL .- r
erétérben a potencidlt a ponttoltéstdl mért r Iy E I

tavolsag  fliggvényében. Ha a  potencial

vonatkoztatasi pontjat az » = ry pontban vessziik fel, akkor, felhasznalva a ponttdltés
erdterére vonatkoz6 ismereteinket, a potencial definicidja alapjan irhatjuk

U’”(r)z—Jr.Edr:—Jr-Edrz— 0 Jr-izdr

) ) 472.80 ) r
Az integralas eredménye:
1 1
U'(r)= © [1_1
dre)\r 1,

Ha vonatkoztatdsi helyként a ponttoltéstél végtelen tdvoli pontot (rgp=végtelen)
valasztunk, akkor a leggyakrabban hasznalt

U*(r)=U(r)= 455 %
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alakot kapjuk (ennek jelolésére altalaban a kiilon index nélkiili U hasznalatos).
Lathatd, hogy ezzel a vélasztassal egyben a potencial nulla pontjat is a végtelen tavoli
pontban vettiik fel.

Két tetszdleges pont (r; €s r2) kdzotti potencialkiilonbség a fentiek alapjan:

AU, =U(r,)-U(r,)=U, :L(i_ij )

dme, \r, 1
ahol alkalmaztuk a szokasos A4U,,=U,, jelolést. A potencidlkiilonbség — a

varakozasnak megfelelden — nem fligg a vonatkoztatasi pont valasztasatol.

Gyakran fontos ismerni egy elektromos térben a potencidlviszonyokat, vagyis azt,
hogy a potencidl milyen iranyban valtozik, és milyen ilitemben. Ezt szemléletes modon
lehet bemutatni azoknak a feliileteknek a berajzolasaval, amelyek mentén mozogva a
potencidl allandd. Ezek az ekvipotencidlis feliiletek, amelyek — a potencial
definici6jabol kovetkezden — a térerdsségvonalakra mindeniitt merélegesek. Ha ezeket
ugy rajzoljuk be, hogy a szomszédos feliiletek potencialkiilonbsége meghatarozott
érték, akkor az abrar6l a potencial nagysadganak helyfiiggését is leolvashatjuk
(hasonldan, ahogy a térkép szintvonalair6l a magassag valtozasait).

Ponttoltés esetén a fenti egyenletbdl konnyen megkaphatjuk az ekvipotencialis
feliiletek egyenletét:

0 1

dre, r

b

ahol U, kiilonbozd potencialértékeket jeldl, amelyeket
az n sorszammal kiilonboztethetink meg. Az
egyenletbdl kovetkezik, hogy az U, potencialértékekhez
tartozd ekvipotencialis feliiletek gdmbok (abra),
amelyeknek sugara

4re,U,
Az 4bran az egyes potencialértékek kozott ugyanakkora
a kiilonbség (a potencialok értéke rendre 1, 2, 3, ... egység). A szintvonalak

szemléletesen is mutatjdk, hogy a toltéshez kozeledve a potencidl értéke egyre
meredekebben emelkedik (az azonos potencialkiilonbségli gorbék siirtisddnek).

Tobb ponttdltés egylittes erdterében a potencial kiszdmitasa egyszer(i, ha feltételezziik,
hogy a szuperpozicid elve érvényes. Ekkor az egyes toltések altal az adott helyen (pl.
egy P pontban) létrehozott potencidlokat egyszeriien dsszeadjuk (a potencial skaldris
mennyiség):

U(P)=3UP)=E

1

ahol O; az i-edik ponttdltés toltése (eldjelesen), 7; a tavolsadga a P ponttol.

kfekh ke fhh ke fhhdd fhhfh b hfh o fh o fhhShh ek

Folytonos toltéseloszlds potencidlja

Egy V térfogatban folytonosan eloszlo toltés potencialjat a Gauss-torvény targyalasanal megismert
modon, a toltésnek pontszerli részekre torténd osztdsaval kaphatjuk meg. Ha a p térfogati
toltéssliriséget mindeniitt ismerjiik, akkor egy P pont koriil felvett elemi dV térfogatban 1évo toltést ki
tudjuk szamitani a dQ = pdV 6sszefiiggéssel. Ha feltételezziik, hogy érvényes a szuperpozicié elve —
€s vakuumban, idoben allando erétér esetén a tapasztalat szerint érvényes — akkor a pontszeriinek
tekintett elemi részt6ltések altal 1étrehozott potencial:
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vep)=—- [P,

drg, s r

ahol r a dV térfogatelem a tavolsaga a P ponttol.
Hasonlé modon jarunk el, ha a toltés egy A4 felilleten oszlik el folytonosan, és a feliilet minden

pontjiban ismerjiik a o feliileti téltéssiiriiséget. Ennek definicidja a kovetkezd: ha egy elemi AA
A

felilleten AQ tdltés van, akkor ott a feliileti toltéssiiriiség kozelitd értéke o zﬂ A feliileti

toltéssiirliség egy pontban érvényes értékét tigy kapjuk meg, hogy a pont koriil felvett feliiletet egyre

e , 40 _dQ

csokkentjiik, és meghatdrozzuk a o = [im — = ——
V-0 A4
toltéssilirliség, amely eldjeles mennyiség, eldjele az adott helyen 1évo toltés eldjelével egyezik meg.
Ha az A feliiletet elemi dA4 részekre osztjuk, akkor az egyes felilletelemeken 1év6, pontszerinek
tekinthetd toltés: dQ = odA , igy a feliileten elhelyezkeds t&ltés altal okozott potencil egy P pontban
1 odA
U(P)=——-|[=,
dre, s r

hatarértéket. Ez az adott pontban a feliileti

ahol r a dA feliiletelem a tavolsaga a P ponttol.

Elektromos toltések kolcsonhatasi energiaja

Eddig egy toltés helyzeti energiajat egy ismeretlen forrasbol szarmazo elektromos erétérben vizsgaltuk, és
feltételeztiik, hogy a vizsgalt toltés az erGteret nem valtoztatja meg. Az eréteret azonban sztatikus esetben mindig
valamilyen toltés hozza létre, igy a kiszadmitott energia a vizsgalt tdltés és a teret 1étrehozd ismeretlen toltés
kolcsonhatasanak a kdvetkezménye. Azt is mondhatjuk, hogy ez a helyzeti energia a kdlcsonhato toltések kozos
energiaja, amit kolcsonhatasi energianak neveziink. Az, hogy a kolcsonhatasi energia valdban mindkét
kolesonhato toltéshez tartozik, jol latszik két ponttoltés kdlesonhatasa esetén.

Helyezziink el két ponttdltést (Q; €s Q,) egymastol r tavolsagban, és szamitsuk ki el6szor, hogy mennyi a
helyzeti energidja a O, toltésnek egy Q; toltés altal létrehozott elektromos erdtérben.

A Q toltéstdl r tavolsagban a potencial

1
b= L 2
drg, r

3

a O, toltés helyzeti energiaja itt

1 00.

E,=UQ,=
drme, r
Latszik, hogy ebben az energia-kifejezésben teljesen szimmetrikus modon szerepel a két toltés, és az
Osszefiiggésben szerepld r is az egymastol mért tdvolsag: az energia nem rendelheté hozza kizarolagosan egyik
toltéshez sem.
Meég nyilvanvalobba valik az energia kozos jellege, ha kiszamitjuk, hogy mennyi a helyzeti energidja a Q;
toltésnek a O, toltés altal Iétrehozott elektromos erdtérben. A O, toltéstdl » tavolsagban a potencial

v- 10
drme, 1

a Q; toltés helyzeti energiaja itt

10,0,

Ehl :U2Q1 = dre -
0

ami megegyezik az el6z6 eredményiinkkel.

Vagyis barmelyik t6ltés energidjat szamoljuk ki a masik er6terében, ugyanazt az eredményt kapjuk. Ismét azt
latjuk, hogy ez az energia nem rendelhetd hozza egyik toltéshez sem: ez a két ponttoltésbdl allo rendszer kozos
helyzeti energidja vagy mas néven a két t6ltés kolcsonhatasi energidja. Ezt a kolcsonhatasi energiat az E,,

szimbolummal jeldlve, egymastdl » tdvolsagban 1évé ponttdltések esetén
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1 00,

drme, r

Eh12 =

Mivel két toltés kolcsonhatasa szamos esetben igen fontos szerepet
jatszik (ilyen kolcsonhatas tartja Ossze pl. az atomban a pozitiv
toltésit magot ¢és a negativ toltésti elektronokat), ennek az
energianak a tavolsagfliiggését szemléletesen is bemutatjuk a
mellékelt dbran. Az abra a) része két azonos eljelii ponttoltés
kolcsonhatasi energiajat mutatja a két toltés egymdstdl mért r
tavolsaganak fiiggvényében. A b) abra ugyanezt mutatja két
ellentétes eldjelii ponttdltés esetén.

Az éabrakon azt is érzékeltetjiik, hogy az O pontbeli toltéshez
barmely iranybol kozelitjiik a masik toltést, mindig ugyanolyan
jellegii a helyzeti energia valtozasa. Azonos toltések esetén tehat a a) b)
kozelitett toltésnek egy helyzeti energia-hegyet kell legydznie,

vagyis a rendszer energidja a kozeledésnél nd, mig ellentétes toltések esetén a kozelitett toltés egy helyzeti
energia-godorbe esik be, és a rendszer energidja csokken a nulla helyzeti energianak megfelelé végtelen tavoli
helyzethez képest. A helyzeti energia nullpontjanak ilyen megvalasztasa az oka annak, hogy vonzé kdlcsonhatas
esetén a rendszer helyzeti energidja negativ.

Ha t6bb ponttdltésbdl (Q;, Oo,...,0;,...) alld toltésrendszer kdlesdnhatasi energiajat akarjuk kiszamitani, akkor
kivalasztunk egy toltést, és meghatarozzuk a kivalasztott — pl. az i-edik Q; — t6ltés helyén a tobbi toltés altal
létrehozott U; potencialt. Az i-edik toltés helyzeti energiajat ekkor az

E, =0U,
Osszefiiggés adja meg. A toltések teljes helyzeti energidjat, vagyis a toltésrendszer kdlcsonhatasi energiajat, az
egyes ponttdltések helyzeti energidinak 6sszegébdl kaphatjuk meg:

1 1
E,, :Ethi :EZQI‘U['

Az 7 szorzora azért van sziikség, mert az Osszegzés soran minden toltéspar kdlcsonhatési energidjat kétszer
vessziik figyelembe.

Eh12 Eh12

Mivel ponttoltésekrdl van szd, a helyzeti energia konnyen kiszamithatdé. Ha az i-edik és j-edik toltés kozotti
tavolsagot r;-vel jeldljiik, akkor az i-edik t6ltés helyén a tobbi toltés altal 1étrehozott U; potencidl

I

drey j5a 1y

U, =

Az i-edik toltés helyzeti energidja tehat

9,

47r50 il

=0U, =0, '

Az bsszes t0ltés helyzeti energiaja, vagyis a toltésrendszer kolcsonhatasi energiaja

_1 1 0,0,
Ekh_zthi 24802QZ z

i i J.J#i lj 87[‘9() 1,],i#j r[]

Hatarozzuk meg a fentiek alapjan egy vezetdn elhelyezkeds Q toltés helyzeti energidjat. Ehhez a vezeton 1évo
toltést ponttoltéseknek tekinthetd aprd AQ; részekre osztjuk, és az igy kapott toltésrendszer helyzeti energiajat
szamitjuk ki. Tudjuk, hogy egy vezeté minden pontjan azonos a potencial. Jeloljiik ezt U-val. Ekkor a potencial a
AQ; résztoltés helyén is U, igy ennek a toltésnek a helyzeti energidja

= AQU .

hl

Az Osszes toltés helyzeti energiaja pedig
1 1 1 1
=2 By =52,40U=-U3 40, =-UQ.
2 i 2 i 2 i 2
Egy vezetdn elhelyezett toltés helyzeti energidja tehat aranyos a vezeton 1évo toltéssel €s a vezetd potencialjaval.

Ikdhthh bbb bbb bbbl bhtdd Thtbdhbd bbb bdb bbbt Shtbdt bbb bht bty
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Egyszerii toltéselrendezések elektromos erotere

Az elektrosztatikus tér alaptdrvényei segitségével egyszerlibb toltéseloszlasok altal keltett
elektromos erdtérben a térerdsség illetve az elektromos potencial kiszamithato. Az altalunk
hasznalt integral-térvények ilyen célra csak akkor hasznalhatok, ha a toltéseloszlasnak
valamilyen szimmetriaja van (pl. gdmbszimmetria).

Gombszimmetrikus toltéseloszldsok tere

Ponttéltés

A legegyszerlibb ilyen ,toltéseloszlas™ a ponttdltés. Ha egy magdban allo ponttoltés
terére alkalmazzuk a II. alaptérvényt, akkor természetesen visszakapjuk a Coulomb
torvénybdl kapott térerdsség-kifejezést, hiszen abbdl , talaltuk ki a I1. alaptorvényt.
Vezeto gomb

Kevésbé nyilvanvald egy R sugaril vezeté gdmb elektromos tere, amelyre Q pozitiv
toltést vittiink fel. A vezetd olyan tulajdonsagu anyag, amelyen az elektromos toltések
szabadon elmozdulhatnak, ezért a toltések — amelyek taszitjdk egymast —
egyensulyban egymastol a lehetd legtavolabb, tehat a gomb —
feliiletén helyezkednek el.
A szamitashoz célszerlien felvett feliilet egy gombfeliilet (a
végeredmény a feliilet valasztasatél nem fligg), amelynek
kozéppontja a toltott gomb kozéppontjaval egybeesik
(abra). Mivel ez a toltéseloszlas gdmbszimmetrikus, a tér is
az lesz, tehat a térer6sség nagysdga (£) a felvett )
gombfeliilet minden pontjdban azonos, és sugarirdnyban X dA
kifelé mutat. gy a feliileten mindeniitt E||dA, és E =
dllando, ezért az elektrosztatika II. alaptorvénye egyszerii
alakban irhat¢ fel:

Q\\(fe\lweti)

§EAA = § EdA=EfdA = E4r’n = Q.
A A A 8()
A toltott gdmbon beliil nincs toltés, igy a gomb feliiletén beliil felvett zart feliilet altal
bezart toltés Q = 0, a gémbon kiviil felvett zart feliilet altal bezart toltés Q. gy a
toltott gomb tere
E=0, ha r<R

E = 0 5 ha r>R,
4dreyr

vagyis a toltott vezetd gomb belsejében nincs elektromos tér, a gdmbon kiviil esé
pontokban pedig a tér olyan, mintha a gdmb tdltése a centruméban koncentralt
ponttoltés lenne (ezért lehet a ponttdltések kolcsonhatasat toltott gombok segitségével
megmérni). A térerdsség tdvolsagfliggését az aldbbi dbra a) része mutatja.

A potencial most is a térerésség integralasaval kaphatd meg. A gombon kivil a
térerdsség a ponttoltés

térerésségével azonos, ezért ott  E() 1 um 1t
a potencidl is megegyezik a
ponttdltés potencidljaval:

U(r)= 0 i, r>R
drmey r . ‘
A gomb feliletén r=R, a R r R r

potencidl mindeniitt ugyanaz a) b)
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1
U(R):Ugémbzﬁﬁ r=R
0

A gombon beliil nincs erdtér, a potencial ezért allando, €s azonos a gdmb feliiletén
1év6 potenciallal:

1
Ube/a/=U(R)=4f3€ z r<R.
0

A potencial tavolsagfiiggése a fenti abra b) részén lathato.

Térerdsség és potencidl toltott sikok kornyezetében, a sikkondenzdtor
A legegyszeriibbek, ezért a valosagos terek kozelitéseként gyakran hasznalt erdterek a
homogén erdterek. Az aldbbiakban ilyen er6terekkel kapcsolatos szamitasokat
ismertetiink.

Szimmetria-meggondolasok alapjan beldthatd, hogy homogén tér jon létre egy
elektromosan toltott, végtelen kiterjedésii lemez két oldalan, amelyen a feliileti
toltessiiriiség (egy elemi feliileten elhelyezkedd dQ

toltés ¢és a dA felilet hanyadosa: o=dQ/dA) m
mindeniitt azonos. Szamitsuk ki a térerdsséget (E+), B ,L =
ha a lemez toltése pozitiv. A térerdsség az S S 2
elektrosztatika II. alaptdrvénye alapjan egyszeriien dA / i dA
megkaphaté, ha a fluxust olyan zart feliiletre é—“.'r ! : _i"_’E
szamitjuk ki, amelynek csak térerdsséggel L “. : !
parhuzamos ¢és térerOsségre merdleges részei N NV
vannak (abra). Erre a zart feliiletre vett fluxus o
®%" = §E, dA=2[E dd=2E [dd=2E A -
A A
masrészt viszont a II. alaptorvény szerint
, Q
@241 rt — Z .
&y
A két egyenletbdl (felhasznéalva, hogy 20 = oA) a térerdsség:
o
E =—.
2¢,
Negativan toltott lemezre ugyanilyen nagysagu, csak ellenkezd iranyu térerdsséget
kapunk (abra). Az eredmények o, o o, o
szigorian véve végtelen L
kiterjedésli  lemezre  igazak, E=0 E=0
k.. ronr J4 r > > | —
9ze11toleg ervenyesek azonban E,|E, E|E E [E=2E £
véges lemezeknél is, ha a ~— | 1 = >
lemezt6l mért tavolsig sokkal «—F— e E. E.
kisebb, mint a lemez sz€létol
a) b) c)

mért tavolsag.
Erdekes és fontos eset, ha két olyan lemezt helyeziink el egymassal parhuzamosan és
egymashoz kozel, amelyeken a toltéssiiriség azonos nagysagu, de ellentétes eldjelit
(+oés -0). Ekkor - mint az dbra is mutatja - a két lemez kozott a terek egyiranyuak,
ezért ott a térerdsség megduplazdodik, a lemezeken kiviil azonban a terek kioltjak
egymast. Igy a két lemez kozott homogén tér jon létre, amelynek nagysaga:

E=2E =2,
&
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iranya pedig a pozitivan toltott lemeztdl a negativ felé mutat.
Mivel a kialakult erdtér homogén, konnyen kiszamithatjuk az ellentetten toltott
parhuzamos vezetd-lemezek kozotti potencialkiilonbséget is. A pozitiv (+) lemez U

potencialja a negativhoz (-) képest:

U= —IEdr :j[Edr :Ejdr —Ed=2d

)

ahol d a lemezek kozotti tavolsag. (Itt felhasznaltuk, hogy E és dr ellentétes iranyt,
vagyis Edr<0.) Az 0Osszefiiggés jo kozelitéssel véges A4 feliiletek esetén is
alkalmazhatd, ha d kicsi a lemezek linearis méretéhez képest.

Toltés elhelyezkedése vezeton, toltott vezeté potencialja, a kapacitas

Az elektromos kdlcsonhatas kisérleti vizsgalata soran lattuk, hogy egy vezetoben hosszu tava

mozgasra képes toltéshordozok vannak.
Ezek a toltések a vezetOben kiils6 hatéas
jelenléte nélkiil az ellenkezd eldjeli
toltésekkel ,,0sszekeveredve” helyezkednek
el, a vezetd kifelé elektromosan toltetlen
(semleges) testként viselkedik (a) abra). A
tobblet-toltést nem tartalmazd, semleges
vezetOben azonban kiils6  elektromos
erotérrel toltésatrendezodés hozhato 1étre, és
ilyenkor a vezetében szétvalt toltések miatt a

. E;tO
~__
—@
a2

a) b)

vezetd nem semleges testként viselkedik: koriilotte elektromos erétér jon 1étre (b) dbra). Ez a
jelenség az elektromos megosztas, amit korabban kisérletileg is vizsgaltunk.

Azt is lattuk, hogy egy vezetdre tobblet elektromos toltést tudunk felvinni, és a vezetOben ez a
toltés is mozogni tud. Mivel az azonos eldjeli toltések egymast taszitjak, a tobblet-toltések a
vezetén varhatoan egymastdl tavol probalnak elhelyezkedni. Ennek a feltevésnek a

helyességét kisérletekkel is igazolni lehet.

KISERLETEK:

Toltés elhelyezkedését vizsgaljuk vezeton. VezetOként nyilassal ellatott, beliil iires
fémgombot illetve fémhengert hasznalunk, a toltés jelenlétének vizsgalatara szolgdlo
eszkOz egy kisméretil, szigetelt nyé€lre szerelt fémgoly6 és egy elektrométer.

¢ A belil tlires fémgémbot feltoltjiik, majd a fémgolydval kiviilr6l megérintjiik. Ha

fémgolyot az elektrométerhez érintjiik, az toltést mutat, vagyis a fémgomb kiilsd
feliiletén van toltés.

A fémgolyo6t a nyildson keresztiil a felt6ltott, iires fémgomb belsd feliiletéhez, majd az
elektrométerhez érintjiik. Az elektrométer nem mutat toltést: a feltoltott fémgdmb
belsd feliiletén nincs toltés.

A fémgombot a nyildson keresztiil beliilrdl toltjiik fel. A fenti kisérletek eredménye

most is ugyanaz: a toltés ekkor is a fémgomb kiils6 feliiletére megy.

KISERLET:

elektroszkop mutat toltést.

Ebben a kisérletben vezetoként nyilassal ellatott, beliil tires, két végén nyitott fémhengert
hasznalunk. A fémhenger belsd és kiilsd feliiletére is bodzabél elektroszkopot helyeziink
el. Akarhol visziink fel toltést a hengerre, mindig csak a kiils6¢ feliiletre szerelt
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A kisérletekbdl vilagosan kideriil, hogy a vezetén a toltések valoban egymastol a lehetd
legnagyobb tavolsagban, a vezetd kiilso feliiletén helyezkednek el.

Szamos tapasztalat mutatja, hogy egy vezetore felvitt toltések igen rovid id6 alatt egyensulyi
allapotba keriilnek, és nem mozognak tovabb. Ebbdl a tapasztalatbdl tovabbi megéllapitdsokra
juthatunk.

& FEgyensulyi allapotban egy vezeté belsejében nem lehet elektromos erdtér. Ez azért van
igy, mert, ha lenne elektromos erdtér, akkor annak hatdsara a toltések mozognanak, igy
nem lehetne egyensuly. Ezért, ha egy vezetoben (pl. a feltltése pillanataban) elektromos
erdtér alakul ki, akkor a toltések addig mozognak, amig olyan t6ltéseloszlas jon létre, ami
a vezetOben megsziinteti az elektromos erdteret. Ez akkor is igaz, ha a vezetét nem toltjiik
fel, hanem elektromos erdtérbe helyezziikk, ami a benne 1évd toltéseket megosztja.
Ilyenkor a megosztott toltések elhelyezkedése lesz olyan, hogy a vezetd belsejében nem
lesz elektromos erdtér.

Hasonl6 a helyzet egy zart, iireges vezeto esetében is: egyensulyi (sztatikus) allapotban az
lireg belsejében nincs elektromos erdtér. Ez konnyen belathato, ha meggondoljuk, hogy
egy tomor vezetobdl ugy csindlhatunk tiregest, hogy kivagjuk a belsejét. Ekkor olyan részt
tavolitunk el, amelyben nincs elektromos erdtér, és amelynek jelenléte vagy hidnya az
elektromos eréteret nem befolyasolja, igy a kivagas utan semmi sem valtozik meg.

Ez a tény gyakorlati szempontbdl igen fontos, hiszen ez azt jelenti, hogy ha egy
fémdobozt idoben allando elektromos erdtérbe tesziink,
akkor a belsejében nem lesz elektromos erdtér. A szokésos
kifejezést hasznalva: a fémdoboz ledrnyékolja a kiilsd
elektromos erdteret.

Mas a helyzet akkor, ha egy lireges vezetdben helyeziink el
toltést. Ekkor a t6ltés maga koriil elektromos erdteret hoz
létre, igy az tiregben is lesz erdtér. Ez az er6tér megosztja a
vezetd Uregfal toltéseit, és az erdtér a vezetdén kiviil is
megjelenik (abra).

¢ Mivel két pont kozott elektromos potencialkiilonbség csak
akkor lehet, ha elektromos erétér van jelen (dU=-Edr), egyensulyi dllapotban egy vezetd
minden pontjaban azonos a potencidal.

¢ Ha egy vezetét feltoltiink, akkor a feliiletén 1évd toltések a vezetdn kiviil elektromos
er6teret hoznak 1étre. A kialakult térerdsség azonban a feliileten csak olyan lehet, hogy a
térerdosségvonalak a vezeto feliiletére merolegesek (ha a térerdsségnek lenne a feliilettel
parhuzamos komponense az elmozditana a toltéseket). Ez akkor is igy van, ha a vezetd
nem toltott, de elektromos erdtérben van, és a feliiletén a megosztds miatt van toltés.

Kapacitds, kondenzdtorok
A kiilonbozd toltéselrendezések elektromos erdterének vizsgalatanal azt az eredményt
kaptuk, hogy a magéaban 4ll6 (azaz mas toltésektdl igen messze elhelyezett) vezetd
gomb potencidlja aranyos a rajta 1évo toltéssel, az ardnyossagi tényezd pedig csak
geometriai adatokat tartalmaz:

1

““ " 4me,R°
A specidlis esetben kapott eredményrdl kimutathaté, hogy altalanosan is igaz:
tetszéleges alaku, magaban allo, elektromosan toltott vezetd végtelen tavoli pontra
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vonatkozo6 potencidlja ardnyos a rajta 1év0 toltéssel: U,,, ~ Q. Ezt az ardnyossagot az
alabbi modon szokas felirni

I
U, =0,
vez CQ

ahol a C allandot a vezetd kapacitasanak nevezik (minél nagyobb a C érték, annal tobb
toltést tud tarolni a vezetd adott potencialon).
Eszerint egy R sugart vezetd gdmb kapacitdsa a fenti egyenletek alapjéan:

Cgo"mb = 47[80R.

Hasonl6 eredményre jutottunk, amikor két parhuzamos sikon azonos nagysagu, de
ellentétes eldjelii toltést helyeztiink el. A két sik kozotti potencidlkiilonbségre azt
kaptuk, hogy
o
U=—d.
&y
Ha a két toltott sik két vezetd anyagbol (pl. fémbdl) késziilt sik lemez, akkor az
elrendezést sikkondenzatornak nevezziik, ami toltések tarolasara alkalmas.
Ha a o toltésstiriséget kifejezziik a lemezeken 1év6 Gsszes Q toltéssel a o = Q/4
Osszefiiggés segitségével, akkor a potencialra az
d
U=——-20
g,4
kifejezést kapjuk.
potencidlkiilonbség ¢és a tOltés aranyos). Az analdgia alapjan bevezethetjik a
sikkondenzator kapacitasat:

g g,4

u d

A :
Ennek az Osszefliggésnek atrendezett, Q=g(jTU alakjabol lathatd, hogy adott

potencialkiilonbség mellett annal tobb t6ltés tarolhatd a kondenzatoron, minél nagyobb
a kapacitasa, vagyis minél nagyobb a lemezek feliilete és minél kisebb a koztiik 1évo
tavolsag.

A potencialkiilonbségnek — és egyuttal a kapacitdsnak — a lemezek tavolsagatol valo
fliggését kvalitativ mdédon konnyen igazolhatjuk az aldbbi egyszert kisérlettel.

KISERLET:

Mozgathaté lemezbdl késziilt kondenzatort feltdltve és a lemezek tavolsagat
valtoztatva, valtozik a potencialkiilonbség, amit a lemezekhez csatlakoztatott
elektrométer kitérése mutat. A d novelésekor a potencialkiilonbség no,
csokkenésekor csokken, a kapott 0sszefliggésnek megfeleléen. Mivel a lemezeken
ekozben a toltés nem valtozik, ez az eredmény egyben azt is mutatja, hogy a d
tavolsag novelésekor a kapacitas csokken, d csokkenésekor pedig nd, amint az a
fenti 0sszefliggésbol kovetkezik.

A csucshatds

A toltéseknek vezetdn torténd elhelyezkedésével fiigg Ossze az a tapasztalat, hogy a
toltott vezetd kis gorbiileti sugari — csucsos — részeinél a térerdsség sokkal nagyobb,
mint a nagyobb gorbiileti sugara — lapos — részeknél. Ezt a jelenséget egyszeri
kisérletekkel bemutathatjuk.
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KISERLETEK:
o Filiggdleges tengely koriil forgathato, ,S” alakban

meghajlitott, végein kihegyezett drotot (&dbra) feltdltiink (pl. \
Van de Graaf-generatorral). A drét gyors forgasba jon, mintha \
a drotvégekbdl valami kidramlana és a reakciderd hajtana az
eszkozt (hasonldan, mint egyes locsolokésziilékeknél a t"/?t’
oltes

kiaramlo viz).

e Nagy fesziiltségre feltoltott, kihegyezett fémtli olyan erds
légaramlatot (Gn. elektromos szelet) hoz létre, ami képes
elfiyni a cstcsa kozelében elhelyezett gyertyat.

A jelenség magyardzata az, hogy a csticsnal kialakuld nagy elektromos térerdsség
miatt a csuics polarizalja (dipolussa alakitja), és magéhoz vonzza a levegd semleges
molekulait. A csucsnal a molekulak a cstuccsal azonos toltést vesznek fel, ezért a cstcs
eltaszitja azokat, €és igy jon létre a tapasztalt 1égaram.

A nagy elektromos térerdsség kialakulasa azzal fiigg 6ssze, hogy a mindeniitt azonos
potenciadlu vezetoben a csucsnal nagyobb a feliileti toltésstirliség, mint mas helyeken.

3 sie ke sk sk ke sfe sk ke sk sk sfeoskoske soskosie sk sk sk sk sk ook ke sfeosie sk sk e sk ke skl skeosle i sk sk ke sk sl sk sk sk skeosleosk skeskok skosk

Ezt szamitassal is aldtdmaszthatjuk, ha a vezetét vékony vezet6 szal
vezetd szallal 6sszekotott két gombbel modellezziik, amelyek
koziil az egyik kis-, a masik pedig nagy sugaru (abra).

Az egyes gombok toltését Q;-gyel illetve O,-vel jeldlve, a két
gomb feliiletén az azonos potencial (a gdmbok vezetdvel dssze

vannak kotve):
_ 1o _ 1 0 s
;= 4z, R_] = 4z, R_z =U,. vezetd gébmbdk
Ebbdl kovetkezik, hogy
9 _9
R, R,
A feliileti toltéssiiriiség az egyes gdbmbokon
o, = le illetve o, = ng ,
47R, 47R;
amibdl azt kapjuk, hogy
o R, 0 _ 9 R,

= —= =0
4R, 47R,
Mivel a feliilet kdzvetlen kozelében a térerdsség aranyos a toltéssiirliséggel: £ ~ o, ezért

E R
ER,=E,R,, illetve L2
E, R,

vagyis a kisebb sugaru (csucsosabb) résznél nagyobb a térerdsség.

sk koo kdokkRkok kR skokkookskkkokokRokkokkok ok ook skkok sk okok kR kok kR kok ok

Az elektromos dipdlus

Az elektromos erdtér leirasa szempontjabol fontos szerepet jatszik az a specialis
toltéselrendezés, amely egymashoz nagyon kozel elhelyezkedd, pontszerli, azonos nagysagu
pozitiv- €s negativ toltésbol all (dbra). Ez az elektromos dipolus. A dipolussal jol
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modellezheték azok a semleges atomok vagy molekuldk, amelyekben a pozitiv és negativ
toltések sulypontja valamilyen okbol (pl. szerkezeti sajatsagok vagy kiilsé hatds miatt) nem
esik egybe. Ilyen esetekkel a késdbbiekben els6sorban az anyag jelenlétében kialakuld
elektromos erdtér leirasanal taldlkozunk.

Az elektromos dipdlus erdtere
A dipdlus két kiilonallo ponttoltésbol all, ezért koriilotte elektromos erétér alakul ki. A
térerdsséget barmely pontban
kiszamithatjuk a szuperpozicid elve
segitségével: az egyes toltések altal
1étrehozott térerdsségvektorokat
Osszeadjuk. Ilyen szerkesztés vazlata

lathatd a mellékelt abran (a) abra),
amelyen a dipdlus eroterét
térerdsségvonalakkal is szemléltettiik
(b) abra).

A térerdsség helyfliggése matematikai
formulaval is megadhat6, ezzel
azonban itt nem foglalkozunk.

a) b)

Elektromos dipdlus viselkedése elektromos erdtérben
Homogén eroteér

Homogén elektromos erdtérben a dipdlus két toltésére ellenkezd iranyd, azonos
nagysagu erd hat, ami — a dipolusnak a térerésség irdnyahoz viszonyitott helyzetétol
fliggben — egy forgatdbnyomatékot eredményez. A dipdlus tehat — ha forgasképes — az
erOtér hatasara elfordul. A dipolusra hatd eréket az abra mutatja, aminek alapjan
kiszamithatjuk a dipolusra hat6

forgatonyomatékot. [ \a/@_@' F.=QE
Lathatd, hogy a dipo6lusra hatdo erdk d, .
ereddje nulla, de fellép egy T % E
forgatonyomaték, amelynek nagysaga >

M =FI'=Flsina=QElsina .

Ez a forgatobnyomaték az Oramutatd F.=QE ~—¢-Q
jarasaval egy iranyban forgat, tehat a
forgatonyomaték vektor a rajz sikjara merélegesen befelé mutat.
A forgatonyomaték kifejezésében felismerheté a dipdlmomentum nagysaga, amit
beirva, az alabbi alakot kapjuk:

M =d Esina.

Ez a kifejezés két vektor nagysaganak (d, és E) és az altaluk bezart szog ()
szinuszanak a szorzata, tehat egy vektorszorzat nagysagaként is felfoghatd. Ezzel a
forgatonyomaték vektori alakjat is megkaphatjuk:

M=d,6 xE.
Ennek a nagysaga megadja a forgatonyomaték nagysagat, €s irdnya is a valdsagos
forgatonyomaték irdnyaval egyezik (a vektorszorzat eredménye a rajz sikjara
merdlegesen befelé¢ mutat).
A dipolusra hatd forgatd nyomaték tehat a tér iranyaba forgatja a dipdlust. A tér
iranyaba bedllt dipolusra mar nem hat forgatonyomaték (a két erd egy egyenesben
miikodik), vagyis ez a dipolus egyensulyi helyzete.
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Ezt a viselkedést egy egyszerii dipolus-modell segitségével kisérletileg is
bemutathatjuk.

KISERLET:

Sulyz6 alaku, fémréteggel bevont testet fliggdleges tengely koriil forgathatéoan két-
két cérnaszalra felfiiggesztiink, amelyek koziil az egyik par alulr6l, a masik par
felilr6l rogziti a stlyzot (a két szal biztositja, hogy a testnek meghatarozott
egyensulyi helyzete legyen, ahova kiilsd hatas nélkiil mindig visszatér). A sulyzoét
egy kondenzator lemezei kdz¢ tessziik, és kezdetben ugy allitjuk be, hogy tengelye
nagyjabol a kondenzator lemezeivel parhuzamosan alljon.

Ezutan a kondenzatort nagy fesziiltségre feltoltjiik. A lemezek kozott 1étrejott
elektromos erdtérben a sulyzd fémbevonatdban megosztds révén az egyik gdmb
pozitiv- a masik gdmb negativ toltésii lesz, vagyis egy dipolus jon 1étre.

A dip6lus modell az erdtérben elfordul, és a kondenzator lemezeire merdlegesen,
vagyis az elektromos térerdsséggel parhuzamosan all be. Ha az erdteret
megsziintetjiik, akkor a dipdlus visszatér az eredeti helyzetébe.

A kisérlet tehat meger0siti azt az elméleti kovetkeztetésiinket, hogy a dipdlus valéban
a térerdsség iranyaba fordul be.

Inhomogén erotér
Inhomogén erdtérben a dipolus befordul az adott helyen fennalld térerdsség iranyaba,
¢és ekkor megszlinik a dipolusra hat6 forgatonyomaték. Mivel azonban a térerdsség
valtozik a hellyel, a dipolus két toltésére hatdé er6k nem lesznek azonosak, igy a
dipolusra egy eredd erd lép fel, aminek hatdsira a
dipolus — ha mozgésképes — elmozdul. Az eredd erd
szamitasat az abra alapjan végezziik el, ahol a lokalis
térerdsség iranyaba mar beallt dip6lus lathatd. Ebben
az iranyban vettik fel a koordinatarendszeriink x-
tengelyét. A dipolus két végpontja az x- illetve x+Ax
koordinataju helyen van, igy a dip6lus hossza /=Ax.
Az ered6 erd, amelynek itt csak x-komponense van:
F =F —F =QFE(x+4x)-QFE(x).
Mivel feltételezziik, hogy a dipdlus toltései nagyon
kozel vannak egymashoz, az E(x) fliggvény ismeretében az E(x+Ax) értéket linearis
extrapolacioval hatarozzuk meg:

E(x+Av)~ E(x)+ TEC) g

Ezt felhasznalva, az ered6 erdre azt kapjuk, hogy

dE(x dE(x

F, = 0E(x)+ 0“1 4 QF(x) = 0ax =X,

Figyelembe véve, hogy a dlpolmomentum nagysaga itt d, = QAx, végiil azt kapjuk,
hogy

F—d dE(x) .

dx

Eszerint a dip6lusra hatdo ered6 erd a dipolmomentumon kiviil a térerdsség
valtozasanak erdsségétdl — szakkifejezéssel a térerdsség gradiensétdl — fiigg, annak
novekedésével nd.
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A dip6lus — ha ezt a koriilmények lehetové teszik — a ndvekvo térerdsség iranyaban
mozdul el. Ez az oka pl. annak is, hogy az inhomogén eréteret 1étrehozé megdorzsolt
iivegrad magahoz vonzza a dip6lussa tett szigetelodarabkakat, vagy a megosztas miatt
ugyancsak dipolusként viselkedd konnyti fémfolia-darabokat.

Elektromos dipdlus helyzeti energidja elektromos erdtérben
Lattuk, hogy egyensulyi allapotban a dip6lus befordul az elektromos térerdsség
iranyaba. Ha ebbdl a helyzetbdl ki akarjuk forditani, akkor erét kell kifejtentink, és
munkat kell végezniink. Ez a munkavégzés azt eredményezi, hogy a dipdlus helyzeti
energidra tesz szert. Most kiszamitjuk, hogy homogén elektromos erétérben hogyan
fligg ez a helyzeti energia a dipdlus elforduldsanak

nagysagatol (a dipolmomentum- €s a térerdsségvektor kozotti do Mier
sz5gtdl). A
A dipodlust kezdetben az egyensuly helyzethez (vagyis a /
térerdsségvektorhoz) képest ¢ szoggel elforditjuk, majd d yd
L 1 - . . @ e
megnézzilk, hogy egy tovabbi, igen kicsi d¢
Jo\ E

szogelfordulasnal mekkora a helyzeti energia megvaltozasa >
(dbra). Ezutan végighaladva az 0Osszes lehetséges
szogérteken, az elemi helyzeti energia-valtozasokat
Osszegezziik (azért kell elemi 1épésekben haladni, mert a kiilonb6z6 szogeknél mas és
mas az erotér altal kifejtett forgaté nyomaték, és igy a munka is).
Az erdtér altal végzett elemi munka

W, =M, dp=-M,,dp=—d Esinpdp
(itt kihasznaltuk, hogy a szogelfordulas- €s a forgatonyomaték vektora parhuzamos, de
ellentétes irdnyd, tovabba alkalmaztuk a forgatdnyomatékra kordbban kapott
kifejezest).

crer

megvaltozasa a ¢ szoggel jellemzett helyzetben
dE, =—dW, =d Esinpde.

Tetsz6leges ¢ helyzetig torténd teljes elfordulasnal a helyzeti energia megvaltozasa

@ @
E, = J-deEsin pdop = a’eE.[sin(pdgo
Po Po
(Itt kihasznaltuk, hogy az erétér homogén, tehat £ az 6sszegzésbdl kiemelhetd).
A helyzeti energia kiszamitdsdhoz meg kell adni a vonatkoztatasi helyzetet, vagyis a
@y szoget. Vonatkoztatasi helyzetként a dipolusnak azt az allasat szokas megadni,
amikor a dip6lus merdleges a térerdsségre, vagyis ¢, = 7/ 2. Ezzel a helyzeti energia

@
E, =d,E Isin pdp =—d Elcosp]’,, =—d Ecosp.
/2
Mivel a valasztott vonatkoztatdsi sz0g egyben a helyzeti energia nullpontja is
(cosm/2=0),az egyensulyi allapotban a dipolus helyzeti energidja negativ.
A helyzeti energia kifejezése tomorebb, vektori alakban is felirhatd, ha kihasznéljuk
azt a tényt, hogy ¢ a dipélmomentum-vektor és a térerdsségvektor altal bezart szog,
vagyis a fenti kifejezés a két vektor skalaris szorzataval egyenld:
E,=-dE.
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