Végeselem modellezés alapjai 1. 6ra

Gyenge alak, Tesztfiiggvény, Lagrange-féle alakfiiggvény, Stiffness matrix

Kivonat
Az ora célja, hogy megismertesse a végeselem modszer (FEM) alkalmazéasat egy
egyszerd probléma, az 1D Poisson-egyenlet megoldasat keresztiil. Azért valasztjuk
az 1D problémat, mert igy elkeriilhet§ a bonyolultabb 2D-3D geometriabél adédé
matematikai komplexitds, és a numerikus médszer lényegére tudunk fokuszalni.

1D Poisson egyenlet

0 d X

-dV/dx = E1 V=V>2

1. abra. Peremfeltételek és geometria

V(epe,VV) = —p
E=-VV

A feladat egy peremérték feladat (1D boundary value problem - BVP), ahol egy
inhomogén masodrendi differencidlegyenlet megoldaséat keressiik, amelynek valtozoja a
V(z) potencialfiiggvény, mikozben ismerjiik a térfogatban a p forrastagot, a jobb oldali
peremen a fiiggvény értékét (Dirichlet-feltétel), a bal oldali peremene pedigg annak hely
szerinti derivaltjat, a térerésséget (Neumann-feltétel). (Ha ezek kombinaciojat ismerjiik,
akkor azt vegyes peremfeltételnek hivjuk.)

Az egyszerti szamolas kedvéért legyen ege, =1, p=1,d = 5.

1. Analitikus megoldas

>V
Peremértékek: o
Vlipees =9 , Flyjm1=—— = -2
‘ ’ | ' dl’ r=1

A megoldast integralassal kapjuk:
V(z) = —%+Am+B
A peremértékek behelyettesitése utan:
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2. abra. V(z) analitikus megoldasa

2. A differenciilegyenlet gyenge alakja

A legtébb differencidlegyenlet els§ vagy masodrendd a fizikaban. A masodrendi diffe-
rencidlegyenlet numerikus megoldasanak stabilitdsdnak feltétele, hogy a megoldas fiigg-
vénynek elegend§en siménak kell lennie, hogy a masodik derivalt mindenhol értelmezhets
legyen. Ha pl. a peremeken az els6 derivaltnak (&ltalaban ez egy fluxus vagy térerGsség
jellegli mennyiség) ugrasa van, akkor a mésodik derivalt numerikusan nem szamolhato.

A gyenge alak mogotti otlet az, hogy ha integralegyenletté alakitjuk a differencél-
egyenletet, akkor magasabbrendd derivaltak pontos meghatarozasa numerikus formulak-
kal feleslegessé valik. Ezaltal a megold6 rutinunk kevésbé lesz érzékeny a probafiiggvény
simasagara, és gyorsabban konvergal majd a megoldashoz.

Er6s alaknak hivjuk a diffegyenlet eredeti alakjat. Tokéletes & megoldés esetén a bal
oldalra rendezett egyenletiink a tartomany minden pontjaban nulla jobb oldalt eredmé-
nyez.

Nem tokéletes V' megoldas esetén a bal oldalra rendezett egyenletiink nem nulla jobb
oldalt eredményez. Ezt hivjak reziduumnak (maradéktagnak).
d*V

=l +1=R (reziduum)

Célunk olyan megoldésfiiggvényt talalni, amelyre a reziduum minimalis lesz min;l t6bb
helyen. Ha a 0O-ra redukalt egyenletiinket integraljuk a teljes térfogatra, az egy "nagyon
gyenge'" feltételt jelent a megoldonknak. Ennek értelmében a reziduum atlagos értéke a
teljes térfogatra egyenls nullaval.

5 dQV
/ (— +1)dz =0
1

dx?

Ennél szigorubb feltételt tgy kaphatunk, ha pici tartomanyokra bontjuk a teljes tarto-
manyt, és ezekre kiilon-kiilon irjuk el6 a minimalis reziduum feltétel teljesiilését. Ennek
gyakorlati megvaldsitasa a tesztfiiggvényekkel lehetséges. A tesztfiiggvények olyan fiigg-
vények, amelyek csak egy sziik intervallumban vesznek fel nem nulla értéket ("haztets
fiiggvény"). A v tesztfiiggvénnyel megszorozva az integralegyenletiinket, a minimalis re-
ziduum feltételiinket csak egy sziik tartomanyra irjuk eld.
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3. abra. A tesztfiiggvény hatasa

A v tesztfiiggvények teljes rendszerét alkalmazva az egész tartomény lefedhetd.

A tesztfiiggvények masik elénye, hogy a parcialis integralést felhasznalva, a megoldas-
fiiggényiink kétszeres derivaltja egyszeressé redukalhatd, azaltal, hogy a tesztfiiggvényre
"dobjuk at" a derivalast:

5 dQV 5
bl =— [ 1.
D v(x)dz /1 v(x)dz

av av >dV  dv(z) b
i . g — — . oy — 2 e = — - 1d
G| s =G| @l [ S e = [ o) 1
AV dv(x) % dv
/1 (% B U(x)) dr = —— mZIU(l) + T m:5v(5)

Definici6 szerint a peremeken mindig a kifelé mutato fluxusokat adjuk meg:

- av
Iy =7nE, = —i—d— (jobbra mutaté vektor)
T

r=>5

= av
(balra mutaté vektor) Ty =fiEy = —
T

r=1

Ezt felhasznalva irhato:

/15 (% ' dii(;) - U(x)) dr = —Tyo(1) = Tau(5)

Vagy, ahogy a COMSOL szereti, jobb oldalra rendezve:
> radV  dv(x)
=— —_— —Tw()-T
0 /1 (dl_ S+ v(x)) da — Tyv(1) — Tyv(5)

3. Lagrange-féle interpolaciés polinomok

Osszuk a tartoméanyunkat 4 elemre (véges elem — innen kapta a nevét a modszer).
Els6rendii polinomok (Lagrange interpolacios polinomok) segitségével minden elemben
két tesztfiiggvényt definidlhatunk, egy monoton csokkendt és egy monoton névekvst. A
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tesztfiiggvények 1-et vesznek fel egy kitlintetett racspontban, mndenhol mashol nulla az

4. dbra. Lagrange-féle interpolacios polinomok

Az ayp,a1R,ao egyiitthatokat agy allitjuk be, hogy a V' (z) a racspontokban folytonos
legyen:

5. abra. Az egyiitthatok illesztése utan a kozelité megoldasfiiggvény (cian) folytonos

a1 = air Q2 = Q1R = Q2L a3 = Aar = a3,
a4 = A3Rr = Q4L G5 = Q4R = Q5[

gy kapjuk a ® haztets alaku tesztfiiggvényeket.
Ezeket felhasznalva kapjuk:

i=5
V(z) ~ Z a;®;(x)
i=1
AV(z) <2 dd(z)
de ; i dz
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6. abra. A kozelité megoldasfiiggvény (cian) kifejtése a haztets fiiggvényekkel

Ezt beirva a gyenge alakba:

/1 iaidq;ix) . dz;x)da: - /1 v(x)dr = —T1v(1) — Tev(b)

;ai/l dfl;ii:c) , dil(;)dx :/1 v(z)dr — T1v(1) — Tav(5)

4. Ritz-Gallerkin médszer, Stiffness matrix

Az 5 db ismeretlen (ay,a, as, as, as) meghatarozasahoz 5 db egyenletre van sziiksé-
giink. Ritz-Gallerkin modszer azt javasolja, hogy hasznaljuk az ®;(z) haztets fiiggvénye-
ket tesztfiiggvényként az egyenletiinkben. Ez 0sszesen 5 kiilonb6z6 egyenletet eredményez:

=5 5 5
d®;(x) ddq(x
;a/l dg(c g dl;i aa =/1 Oy (z)dr — T'1@1(1) — To®(5)

; " /1 dq;@'g(c@ . dq)(;;x)dx - /1 5 (x)da — T1®5(1) — Ta®s(5)

d®,(z) { —1 hazell,2]

dx 0  egyébként
1 hazell,?2]
dd ’
2(2) =< —1 hazel23]
dx

0  egyébként

. /15 d®i(x) dPix) _ | /15 dclzgx) _ dq)c;;ix)

=1



Hasonloan a tobbi fiiggvényre kiszamolhat6. Az egyenletrendszer bal oldalara kapjuk:

a; — as 1 —1 0 0 0 aq —1.5
—a1 + 2a9 — as -1 2 -1 0 0 as 1
—as+2a3—ayl =10 -1 2 =1 0]-lag| = 1
—asz + 2a4 — as O o0 -1 2 -1 ay 1

—ay + as 0 0 0 —1 1 as 0.5— FQ

Ez az an. "stiffness" egyiitthato matrix M; és a jobb oldalon "load" vektor. A stiffness
matrix determindnsa nulla, ami ezt jelenti, hogy Gsszefiiggd egyenleteink vannak, egyels-
re nincs egyértlemi megoldasa az egyenletnek. Ez azért van, mert csak a fluxusokkal
definidltuk egyelére a peremfeltételeket, és nem hasznaltuk fel a rogzitett peremfeltételt.
Mindjart latni fogjuk, hogy ez csokkenti majd a stiffness matrix méretét, azaltal hataro-
zotta valik majd az egyenletrendszeriink..

5. Megoldas Dirichlet peremfeltétel alkalmazasaval
a) Dirichlet erés feltétel alkalmazasa (COMSOL: pointwise constraint)

=5
V|J;:5 =9 = Z ai®i($)|x:5 =9 = a5=9

=1

Ezzel az utols6 sort és oszlopot kivehejiik a stiffnes matrixboél, és a tobbi egyiitthato
mostmar egyértelmiien kiszamolhato. Az ismert as egyiitthato értékét be kell irnunk a
jobb oldali oszlopvektorba.

1 -1 0 0 a —1.
-1 2 -1 0 as 1
0 -1 2 —=1| [ag 1
0 0 -1 2 ay 9

A megoldést az inverz méatrix-al valo szorzas utan kapjuk:

aq 9
a9 10.5
as| = 11
ay 10.5
Qs 9

b) Dirichlet gyenge feltétel Lagrange-féle multiplikator alkalmazaséaval (COMSOL:
weak contribution)
A Dirichlet feltételt egy ujabb tesztfiigvénnyel (Im) vessziik figyelembe:

/15 (% . dz:l(;) _ 'U(x)) dr = —T10(1) — Tov(5) — lm - (V],—s — 9)

/15 (Ccli_‘x/ : dlc)l(;) _ v(x)) de = —T1v(1) = Tyu(5) — Im - (a5 — 9)

Im egy 1j ismeretlen, fluxus jellegii mennyiségnek tekinthetd.
A tesztfiiggvényekbe a tablazatban lathato behellyetesitéseket alkalmazva, 6sszesen 6
db egyenletet kapunk:



vix) Im

d1(x) 0
ga(x) 0
¢3(x) 0
¢1(z) 0
¢s(z) 0
0 1

1 -1 0 0 0 0 ay —1.5
-1 2 -1 0 0 0 as 1
o -1 2 -1 0 0 as| 1
o 0 -1 2 =10 as| 1
o 0 0 -1 1 1 as 0.5
|00 0 0 1 0] [[g] L9 ]
A megoldast az inverz matrix-al valo szorzas utéan kapjuk:
e - o
ao 10.5
az| | 11
as | 110.5
as 9
_F2_ L 2 .
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7. Abra. Analitikus és numerikus megoldés



