Flektrosztatikal probléma
megoldasa vegeselem
maodszerrel (FEM)



Probléma kezelése

o Analitikusan

»Eredmeny: minden térbeli és idébeli pontban megoldas - fiiggveny

»Probléma: bonyolult esetben nehéz feladat - nem jol programozhat6

 Numerikusan (FEM)

»Eredmeny: véges sok terbeli és idébeli pontban j6 megoldas = vektor

—>interpolacid a tébbi ponthoz

»Probléma: nem egzakt, csak kozelité megoldas = cserébe megoldas

bonyolult esetben is




Megoldando probléma

* Elektrosztatika
»Maxwell egyenletek £,,0

»>1dé flggetlenség

» Konstans toltéssdriség

e Konstans dielektromos allandoé

d




Analitikus megoldas

Differencial egyenlet, altalanos megoldas

2
V(erVV):—&ﬂ a V: P s V() = i
€0 dx?  &,& 2,80

xz—l—clx—l—co

Kezdeti feltételek

V) ="
Vid)=0

Végsd megoldas, kezdeti feltétel illesztés utan
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Numerikus megoldas (FEM)

1.

S ok~ W D

Tartomany diszkretizalasa - haldzas, azaz egy ,,veges elem” alakja
Interpolacios fv. valasztasa - pl.: polinom (elsé -, masodfoku)
Gyenge alak egy elemre - Fizikail tartalom

Az egyes elemek illesztése - Globalis matrixos alak

Perem feltételek illesztése - Fizikal tartalom

Megoldani a kapott egyenlet rendszert - Eredmeny vektor

kiszamolasa



1. Tartomany diszkretizalasa

O O ¢

O = = = =0

1 2 3 4 N1

Hasznalt indexek:

¢ — element, azaz egy veges elem

*n - node, azaz egy veges elemet hatarolo pont




2. Interpolacios fuggveny

; \_,,ﬁ]j 1 i i,

-1 +1 -1 +1 0 +1

M) =5 M) = = V(E) = VT N(E) + V5 N(6)

Feltetel: Hatarolo pontokban vissza kell kapni a majd szamolt pontos
ertékeket.




-0d foku Lagrange interpolacios polinomok
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3. Gyenge alak elsallitasa egy elemre

Gyenge alak

tesztfiiggvény

v T d
V(e VV) = _Fe —> f [ ( V) | ;Ofuj| dx =0
€0 Ax ad.%

x5

[xé dw dv p fxé p AV
— i o — 8_
- x \dx dx . o R A0 |
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=0

Itt most nincsenek Neumann J
feltételek, ezért ezt a tagot most
elhagyjuk.




/ to Derive a Weak Equation from a Classic Equation in higher dimensions

ion equation: V-(~cVu) = f STRONG FORM

V. (~cVujy = /f't.?
Q Q

en’s formula (also known as integration by parts)

/ V- (~cVu)v = f cVu-Vu+ / ~cVu - nv
Ja Q 99

with J€) being the boundary of the domain, {2 , and » the normal vector oriented away from the domain.

sion equation reads (WEAK FORM):
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/;, eVu - Vo - Lf v *“‘\L.Q —eVu - = {}/‘ Natural boundary condition (heat flux over the boundau
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3. Gyenge alak elsallitasa egy elemre

V(E) = VIN(E) + V3 NalE) o= 77 = 3 N ()

j=1

V fenti alakjat beirva a gyenge alakba, majd a w sulyfliggvenynek
valasztjuk egyszer az M(&)és az M:(§) - Galerkin modszer

% (dN 2. dN;
f ) Y v’ —= dx—f M p,dx
o dx — J dx
! J=1 e 2 egyenlet

fxi iNy\ 2 edN p /‘ i d e 2 ismeretlen
— ] & — L
x \ dx = I dx L e
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3. Gyenge alak elsallitasa egy elemre

Matrixos formalizmus
B € [ 1 £ e
Ky Ky {‘01} B {f1 }
' € & e
_K21 Kzz_ D 2

; o)
, 2 (dN;\ , (dN; e .

(4
X1

A mar emlitett valtozo cserét hasznalhatjuk a fenti egyenletekre




3. Gyenge alak elsallitasa egy elemre

Szulkséges valtozo cserék az integralokban es

derivaltakban.
2 2 dN;  dN; d 2 dV;
d& = dx = —dx = ; =
x5 — X3 /¢ dx d& dx  [¢ d&
dIN7 1 I 1

dE 2 72
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3. Gyenge alak elsallitasa egy elemre

Kff ]e
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4. Elemek illesztése

* Az elObb kapott
eredmeny
formalisan
felhasznalva a
tobbi elemre

o Kétszer annyi
egyenlet, mint
ahany elem.

e = (1):
¢ =(2):
e = (3):

KD 4 gDy
KD 4 gDy (1)

K(Z) 0(2) 4 K(2) (2)

K(Z) (2) + K(2) (2)

K(3) (3) 4+ K(3) (3)

KOs (3) + k9% (3)

(1)
= J1

(1)
2

@)
=

(2)
2

)
= Jt

(3)
2
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4. Elemek illesztése

Feltetel: Az elemek k6z06s hataran meg kell, hogy egyezzen a potencial.

OO ©

O === =0 o > x
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4. Elemek illesztése

o Cél: annyi
egyenlet legyen,
ahany hatarolo
pont

o Ok: Ekkor
bevezethets egy
globalis matrixos
formalizmus

g =il

g =)

g =1(3):

KOV + K= £
(1) (1) (1)
Ky'n+ Ky'Va = f,

KW+ KV = £
KV + KV = £

KW+ KW= £
KW+ KW= £
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4. Elemek illesztése

Megoldas: Adjuk 6ssze paronkent az egyenleteket az alabbi sema

szerint.
1 (1) (1)
K1(1)V1 + Ky Vo= f
1 1 2 2 1 2
Kz(l)Vl e (Kz(z) n Kl(l)) V, + Kl(z)VS _ (fz( ) .fl( )) |

2 2 3 3 2 3
KV (Kz(z) Kl(l))Vi‘j Ky Va= (£, + fi ))




4. Elemek illesztése

Globélis matrixos formalizmus Tovabbiakban b
vektor ﬂ
~ (1) 3
K K1) %l fl(l)
| 1 2 2
K2(1) (Kz(z) + Kl(l)) K1(2) V fz(l) + fl(z)
(k) kg AR
Kz(fvg—l) ( Kz(évg—l) n Kl(lz\@)) Kfzm Va fzuwz—l) 0t ffN")
(M)
Kz(fvf) Kz(év“’) | VN,+1 ) /2
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4. Elemek illesztése
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5. Peremfeltételek illesztése

Az egyik ismeretlen
valtozot
helyettesitjtk egy
Ismert ertekkel

!

Egy egyenlet
~feleslegesse valik”,
elhagyjuk

K11 + K13 V;
Kn W+ Kx Vs 1
K31 V1 + Kz V5 -

- K13 V3 +
- Koz V3 +
- K33 V3 +

lllesztendd peremfeltétel:

K Vo -

- Ko Vo

- K3 V3 +

K31V -

- K39 V5 1

- K33 V3 +

- KinVn = 64
- KonVN = b;
- KsnVn = 03
=W

- KonVnv = 63
- KsnVn = 63
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5. Peremfeltételek illesztése

Az egyik peremfeltétel illesztése utan a globalis matrixos forma.

Ky K -+ Kin
K3 K3z -+ K3y

Kn Ky -+ Knn

by — K1 Vo
b3 — K31 Vo
on — Knm Vo
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Postprocessing
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