Kinematika
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1. Vonatkoztatasi rendszerek, koordinatarendsze-
rek

1.1. Vonatkoztatasi rendszerek

A test mozgdsadnak leirdsa kezdetén ki kell védlasztani azt a viszonyitdsi rend-
szert, amelybdl a tekintett mozgast (pl. egy eldobott) vizsgélni kivanjuk. Ez lehet
a Fold felszine, egy asztallap, amelyekre tigy tekinthetiink, mint rogzitett (nem
mozg0) vonatkoztatdsi rendszer. Ugyanezt a mozgdst leirhatjuk az egyenesvonali
egyenletesen haladé villamosbdl, mint a Fold felszinéhez képest egyenletesen
mozg6 vonatkoztatdsi rendszerbdl. S6t, ez a villamos akir egyenesvonalian
gyorsulhat is, a mozgas ebbdl e rendszerbdl is vizsgalhat6. Hasonloképpen a
kanyarodo6 villamosrdl is. Ez utébbiak gyorsuld vonatkoztatdsi rendszerek.
Ahhoz, hogy a pontok, testek helyzetét egyértelmiien meghatdrozzuk a vonat-
koztatasi rendszeren beliil, definidlnunk kell szabadon valaszthato, alkalmas
koordindtarendszert. A mechanikai folyamatokra vonatkoz6 tanulményok elején

elegendd két koordindtarendszer ismerete.

1.2. Descartes-féle koordinatarenszer

A haromdimenzids Descartes-féle koordinatarendszert a jobbsodrasu i, j, k or-

tonormdlt (= ortogondlis /paronként merdleges/ €s normdlt /egységnyi hosszi-
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sagu/) bazisvektorok feszitik ki. A P pont helyzetét az r vektor — hely vagy helyzet

vektor — adja meg, amely a bazisvektorok segitségével
r=xi+yj+zk

alakban irhat6 fel. Itt az x, y, z szdmhdrmas a P ponthoz huzott vektor komponen-
seit jelenti. Jelolésben nagyon gyakran az r = (x,y, z) lathato.

A koordinatavonalakat a szamharmasbdl ugy kapjuk, hogy kettd értékét rogzitjiik,
mig a harmadikat szabadon viltoztathatjuk. gy jutunk el harom nevezetes koor-
dindta vonalhoz —az x,y=0,z=0;ésx=0,y,z=0; és x=0,y =0, z valasztdsokkal
—, amelyeket rendre x, y és z tengelyeknek neveziink. A hiarom tengely a (0,0,0)
pontban taldlkozik, ezt a pontot nevezziik origénak: O.

Az origb és a P pont tdvolsiga a Pitagorasz-tétellel szdmolhat6

OP = \/x2+y2+22,

amely egyben az r vektor hossza (normdja): | r |= \/x>+y>+z2. Az r vektor

irdnyaba mutat6 egységvektor

r xi+yj+zk

er:—:—
r| /x2+yr+22

X . y . <

= i+ Jj+ k.
V2242 24y 42 24y 422

1.3. Sikbeli polarkoordinata-rendszer

A sikbeli polarkkordinita-rendszer bevezetéséhez vegyiilk a kétdimenzids
Descartes-féle koordindtarendszert. Jelolje a P pont helyét az r vektor. Fejez-
ziik ki ezt az r vektor r hosszaval és a vektor irdnydba mutaté e, = ﬁ radidlis

(sugériranyu) egységvektorral, mint bazisvektorral:
r=re,.

Ezzel a P pont helyzete egyértelmlien megadhat6. Az e, radidlis egységvek-

tor Descartes-féle koordinatarendszerbeli komponenseit (cos ¢, siny), ahol ¢ az
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r vektor x tengellyel bezart szoge. Igy az (x,y) derékszogi koordinitik és az

djonnan bevezetett r, ¢ kozotti (x,y) <— (r, ) kapcsolat
X=7rcosy,

y=rsingp,
illetve
p= arcth.
X
A sikbeli polarkoordindta-rendszerben, mint kétdimenziés térben két bazisvek-
tor kell, ahogy az 1,j bazisvektorok a kétdimenzids Descartes-féle koordina-
tarendszerben. A masik bazisvektor, a transzverzélis egységvektor, az e, =
(—siny,cos ), amely az e, bazisvektorra merdleges. A koordinatavonalakat agy
kapjuk, hogy vagy az r sugarat, vagy a  szoget rogzitjiikk és kozben a masik
mennyiséget valtoztatjuk. Igy rogzitett szogek esetén origébdl indulé félegyene-

seket, rogzitett sugarak esetén koncentrikus koroket kapunk.

1.4. Kinematikai alapfogalmak
Tekintsiik egy geometriai pont mozgasat (lasd. az [l dbra). A pont pélydja az A

ut

elmozdulas
A Ar/

B

1. dbra. Kinematikai fogalmak

és B pontokon is atmend gorbe. Az A és B pontok kozotti ivhossz a megtett As ut.

A pont a ¢ idGpillanatban az A pontban, a ¢t + Ar idGpillanatban a B pontban van.
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Az O origébdl az A ponthoz huzott vektor az r; = r(¢) hely- vagy helyzetvektor,

mig a B ponthoz tartozé helyvektor r, = r(t+ At). Az A pontb6l a B pontba mutatd
Ar vektor, vagyis a
Ar=r,—-r; =r(t+At)—r@) (1.0.1)

az elmozdulds vektor. Az atlagsebesség az s, 0sszes megtett Ut 0Sztva a fig,

osszes eltelt iddvel:
Stssz As
—

Tossz E,
amely skaldr mennyiség. Azaz csak a nagysdgat tudjuk. Ha a At idGtartamot

Vil = (1 02)
egyre rovidebbnek vessziik (Ar — 0 és 1étezik a matematikai hatarérték), akkor a

As ds
o= N T a

sebesség a t idbpillanatbeli sebesség nagysag. (Az ut idd szerinti differencidlha-

(1.0.3)

nyadosa, derivéltja.)
Az el6z6hoz hasonlé meggondoldsokat az elmozduldsvektorra alkalmazva kapjuk
a pillanatnyi sebesség vektorat

Ar dr
0= lin g .04
amely az irdnyt is megadja. A pillanatnyi sebesség megmutatja, hogy a kovet-
kezd pillanatban milyen irdnyba és egy secundum alatt menyivel fog elmozdulni.
Definicidja: id6egység alatti elmozdulés.
Jelolje a hely- és sebességvektor komponenseit Descartes-koordindtdkban az r =

(x,y,2) €8 V.= (vy,vy,v,). Ekkor
. Ax  dx . Ay dy. . Az dz
EIA T AN A T A A T Y

A helyvektor kifejezhet6 az ivhossz szerint parametrizalva, azaz az

r(s(r))
alakban. Elvégezziik a lancszabdlynak megfeleld
Ar A
v= lim lim e =€V (1.0.6)

As—0A1—0 As At
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atalakitdsokat. Innen leolvashatd, hogy a pillanatnyi sebesség mindig a palya-
gorbe érintdje irdnydba mutat. (Az e, egységvektor neve: tangencidlis egységvek-
tor.)

A sebesség nagysiga

V=4 /vi+vievZ, (1.0.7)

A gyorsulds id6egység alatti sebességvaltozas, azaz

Av dv d°
a(t) = lim =2 =T

A0 At dr de? (1.0.8)

1.5. Specialis esetek

1.5.1. Egyenesvonali egyenletes mozgas

Az egyenesvonalud egyenletes mozgds fogalma azt jelenti, hogy a pont sebes-

ségvektora dllandd, azaz sebesség nagysaga €s irdnya a mozgds sordn dlland6

V = Vy = const. (1.0.9)
A pont gyorsuldsa
a=0, (1.0.10)
a pont helye
r(t) = vot +ry. (1.0.11)

Itt ry a kezdeti idSponthoz tartoz6 helyvektor. Az x tengely mentén tekintve a
mozgast
x(t) = vot +Xp. (1.0.12)

1.5.2. Egyenesvonali egyenletesen valtozé mozgas

Az egyenesvonalu egyenletesen valtozé mozgds fogalma azt jelenti, hogy a
palya egyenes, és a tomegpont sebessége azonos idékozonként ugyanannyival val-
tozik, azaz gyorsuldsvektora dlland6, azaz gyorsulds nagysaga €s irdnya a mozgéas
sordn 4llando

a =ay = const. (1.0.13)
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Ekkor a pont sebessége
v(t) = apt + vy, (1.0.14)

ahol vy a kezdeti id6ponthoz (r = 0) tartoz6 sebességvektor. A pont helyének

iddbeli valtozasat a kovetkezo fiiggvény adja meg:
1,
r(t) = ant + Vot +10, (1.0.15)

ahol ry a kezdeti id6ponthoz tartozo6 sebességvektor. Az x tengely mentén tekintve
a mozgast
v(t) = apt + vy (1.0.16)

1
x(t) = 5aOr2+voz +Xp. (1.0.17)

Ezt az Osszefliggést gyakran négyzetes tt torvénynek nevezik.
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