
 1

1. Gyakorlat – órai és házi feladatok 
 

Műveletek vektorokkal 
 

1.  Órai 1. Adottak az alábbi kétdimenziós vektorok: 
 

ଵࢇ ൌ  ቂ2
3

ቃ    és    ࢇଶ ൌ  ቂെ1
െ1

ቃ 

 
a, Ábrázoljuk a két vektort! 
b, Határozzuk meg és ábrázoljuk az 2ࢇଵ    !ଶ vektortࢇ
c, Mekkora a vektorok normája (nagysága)?  
d, Mekkora szöget zár be a két vektor?  
 
2. Adottak az alábbi háromdimenziós vektorok: 
 

ଵ࢜ ൌ 
1
2

െ1
൩     és    ࢜ଶ ൌ 

0
1
1

൩ 

 
a, Ábrázoljuk a két vektort! 
b, Határozzuk meg és ábrázoljuk az 4࢜ଵ െ   !ଶ vektort࢜3
c, Mekkora a vektorok normája (nagysága)?  
d, Mekkora szöget zár be a két vektor?  
 

3. Órai 2. Számítsa ki az ab skaláris szorzatot, ha 4,7  ba , a két vektor által közrezárt 

szög pedig 120 . Mennyi a skaláris szorzat értéke, ha a közrezárt szög 90 . 
 

4. Órai 3. Számítsa ki vu  értékét, ha 24 vu , a két vektor által közrezárt szög 

pedig 45 . 
 
5. Mekkora cba  értéke, ha 8,2,5  cba  és a vektorok páronként merőlegesek 

egymásra? 
 
6. Legyen      4,1,3,1,2,0,1,5,2  cba . Számítsa ki az alábbi mennyiségeket: 

  abcc,bab,aab,b,a,aa,  512 . 
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7. Órai 4. Írja fel az 0a  egységvektort, ha  3,0,1a . Mekkora szögeket zár közre az a 
vektor a koordinátatengelyekkel? 
 
8. Számítsa ki az a és b vektorok által kifeszített paralelogramma területét, ha 

   1,2,0,1,5,2  ba . 
 
9. Számítsa ki az a, b és c vektorok által kifeszített hasáb térfogatát, ha 

     4,1,3,1,2,0,1,5,2  cba . 
 

10. Mekkora szöget zár közre az  1,1,2 a  és  2,0,1 b  vektor? Mekkora a b és 

kjic 22   vektorok által közrezárt   szög? 
 
11. Határozza meg ݖ értékét úgy, hogy az    z,7,3,4,2,5  ba  vektorok merőlegesek 
legyenek egymásra. 
 
 

Függvények, függvények érintője – változási sebesség 
 

12. Órai 5. Ábrázoljuk az ݔሺݐሻ ൌ  ܿଵݐ  ܿଶ függvényt és határozzuk meg a ݐ-beli 
meredekségét! 
 
13. Órai 6. Ábrázoljuk az ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ2   ݔ  1 függvényt és határozzuk meg a ݔ-beli 
meredekségét! /A meredekséget a „ ∆-s” módszerrel tegyük!/ 
 
14. Ábrázoljuk az ݂ሺݖሻ ൌ ଷݖ4  െ 1 függvényt és határozzuk meg a ݖ-beli meredekségét! /A 
meredekséget a „ ∆-s” módszerrel tegyük!/ 
 
15. Órai 7. Határozzuk meg az ݕሺݔሻ ൌ ݔ  sin  beli meredekségét! /A-ݔ függvény ݔ
meredekséget a „ ∆-s” módszerrel tegyük!/ 
 
16. Határozzuk meg az ݕሺݐሻ ൌ ܣ sinଶ  „ beli meredekségét! /A meredekséget a-ݐ függvény ݐ߱
∆-s” módszerrel tegyük!/ 
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Függvénygörbe alatti terület 
 
17. Órai 8. Számítsuk ki az ݕሺݔሻ ൌ ݔ2   1 egyenes alatti területet a 2  ݔ  3 
intervallumban! (Téglalapokkal vagy trapézokkal közelítsen!) 
 
18. Számítsuk ki az ݕሺݔሻ ൌ ଶݔ   1 görbe alatti területet a 2  ݔ  4 intervallumban! 
(Téglalapokkal vagy trapézokkal közelítsen!) 
 
19. Számítsuk ki az ݕሺݔሻ ൌ ଶݔ2   görbe alatti területet a 0 ݔ  ݔ  1 intervallumban! 
(Téglalapokkal vagy trapézokkal közelítsen!) 
 
 
 

MEGOLDÁSOK 
 
1.a, Ábra.  

b, 2ࢇଵ  ଶࢇ ൌ 2 ቂ2
3

ቃ  ቂെ1
െ1

ቃ ൌ  ቂ3
5

ቃ 

c, ࢇଵ
ଶ ൌ  2ଶ  3ଶ ൌ 13   ՜ |ଵࢇ|     ൌ ܽଵ ൌ √13  

ଶࢇ   
ଶ ൌ  ሺെ1ሻଶ  ሺെ1ሻଶ ൌ 2   ՜ |ଶࢇ|    ൌ  ܽଶ ൌ √2 

d, Mivel ࢇଵ  · ଶࢇ  ൌ |ଶࢇ||ଵࢇ|  cos így cos ,ߙ ߙ ൌ  
మࢇ · భࢇ

|మࢇ||భࢇ|
ൌ  

ିଶିଷ

√ଵଷ√ଶ
ൌ  

ିହ

√ଶ
 ՜ ߙ  ൌ 168,7°  

 
2. a, Ábra. 

b, 4ݒଵ െ ଶݒ3 ൌ 4 
1
2

െ1
൩ െ 3 

0
1
1

൩ ൌ  
4
5

െ7
൩  

c, ࢜ଵ
ଶ ൌ  1ଶ  2ଶ  ሺെ1ሻଶ ൌ 6   ՜ |ଵ࢜|     ൌ ଵݒ ൌ √6 

ଶ࢜   
ଶ ൌ  0ଶ  1ଶ  1ଶ ൌ 2   ՜ |ଶ࢜|     ൌ ଶݒ ൌ √2 

d, Mivel ࢜ଵ  · ଶ࢜  ൌ |ଶ࢜||ଵ࢜|  cos így cos ,ߙ ߙ ൌ  
మ࢜ · భ࢜

|మ࢜||భ࢜|
ൌ  

ାଶିଵ

√√ଶ
ൌ  

ଵ

√ଵଶ
 ՜ ߙ  ൌ 73,2° 

 

3. 14120cos47cos  baab . Ha 90 , akkor 0ba . 

 

4. 21645sin2424sin  vuvu . 

 
5. cba értéke a három vektor által kifeszített hasáb térfogatával egyenlő. Mivel a vektorok páronként 

merőlegesek, ezért 80825 cba . 
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6.          12,60,241,5,21212 a  

     301254 a ; 

          4,15,21,2,051,5,25  ba ; 

        911001,2,01,5,2 ba ; 

      4,2,7427

120

152  kji

kji

ba ; 

          10764,1,30,7,2  cba ; 
 

     7613572

413

120

152





cba . 

 

7. 
 


















2

3
,0,

2

1

301

3,0,10

a

a
a . Innen látható, hogy 

2

1
cos  , 0cos  , 

2

3
cos  . 

Tehát  30,90,120   . 
 

8.   6916449  baT . 

 
9.     77  cbaV . 

10.   0cos 
ba

ab , ezért 90 . 0149,
73

3
cos   . 

11.    041415  zba , ahonnan 
4

29
z . 

 
12. Ábra. Mindenütt ܿଵ a meredekség. 
 
13. 

݂ᇱሺݔሻ ൌ  ݈݅݉
∆௫՜

݂ሺݔ  ሻݔ∆ െ ݂ሺݔሻ
ݔ∆

ൌ  ݈݅݉
∆௫՜

2ሺݔ  ሻଶݔ∆  ሺݔ  ሻݔ∆  1 െ ሺ2ݔଶ  ݔ  1ሻ 
ݔ∆

 

 

ൌ lim
∆௫՜

ଶݔ2  ݔ∆ݔ4  2ሺ∆ݔሻଶ  ݔ  ݔ∆  1 െ ଶݔ2 െ ݔ െ 1 
ݔ∆

ൌ ݔ4  1 

 
 



 5

14.  

݂ᇱሺݖሻ ൌ  lim
∆௭՜

݂ሺݖ  ሻݖ∆ െ ݂ሺݖሻ
ݖ∆

ൌ lim
∆௭՜

4ሺݖ  ሻଷݖ∆ െ 1 – ሺ4ݖଷ െ 1 ሻ
ݖ∆

 

 

lim
∆௭՜

ଷݖ4  ݖ∆ଶݖ12  ሻଶݖ∆ሺݖ12  4ሺ∆ݖሻଷ െ 1 – ሺ4ݖଷ െ 1 ሻ
ݖ∆

ൌ  ଶݖ12

 
 
15.  

ሻݖᇱሺݕ ൌ  lim
∆௫՜

ݔሺݕ  ሻݔ∆ െ ሻݔሺݕ
ݔ∆

ൌ lim
∆௫՜

ሺݔ  ሻݔ∆ sinሺݔ  ሻݔ∆ – ݔ sin ݔ
ݔ∆

 

 

ൌ lim
∆௫՜

ሺݔ  ሻݔ∆ ሺsin ݔ cos ݔ∆  cos ݔ sin ሻݔ∆  െ ݔ    sin ݔ
ݔ∆

 

 

ൌ lim
∆௫՜

ݔ sin ݔ cos ݔ∆  ݔ cos ݔ sin ݔ∆  ݔ∆  sin ݔ cos ݔ∆  ݔ∆ cos ݔ sin ݔ∆ െ ݔ   sin ݔ
ݔ∆

  ሺכሻ 

 
Zérushoz közeli ∆ݔ értékekre az alábbi közelítő összefüggéseket alkalmazva 
 

cos  1 ~ ݔ∆
sin ݔ∆  ݔ∆ ~ 

 

ሺכሻ ൌ lim
∆௫՜

ݔ sin ݔ  ݔ cos ݔ ݔ∆  ∆ݔ sin ݔ  ݔ∆ cos ݔ ݔ∆ െ ݔ   sin ݔ
ݔ∆

ൌ  sin ݔ  ݔ cos  .ݔ
 
 
16. 

ሻݐᇱሺݕ ൌ  lim
∆௧՜

ݐሺݕ  ሻݐ∆ െ ሻݐሺݕ
ݐ∆

ൌ lim
∆௧՜

ܣ sin2 ߱ሺݐ  ሻݐ∆ – ܣ sin2 ݐ߱

ݐ∆
 

 

ൌ lim
∆௧՜

ሺsinܣ ݐ߱  cos ݐ∆߱   cos ݐ߱  sin –ሻଶݐ∆߱ ܣ sinଶ ݐ߱
ݐ∆

 

 

ൌ lim
∆௧՜

ሺsinଶܣ cosଶ ݐ߱ ݐ∆߱  2 sin cos ݐ߱ ݐ∆߱  cos ݐ߱  sin ݐ∆߱   cosଶ ݐ߱  sinଶ –ሻݐ∆߱ ܣ sinଶ ݐ߱
ݐ∆

ൌ ሺככሻ 
 
Az előző esethez hasonlóan 

cos  1 ~ ݐ∆߱
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sin  ,ݐ∆߱ ~ ݐ∆߱

amellyel 
 

ሺככሻ ൌ lim
∆௧՜

ሺsinଶܣ ݐ߱  2 sin ݐ߱  cos ݐ߱  ݐ∆߱  cosଶ ݐ߱  ሺ߱∆ݐሻଶሻ– ܣ sinଶ ݐ߱
ݐ∆

ൌ ߱ܣ2 sin ݐ߱  cos  .ݐ߱
 
 
17. Ha  ݔଶ ൌ 3 ՜ ܽ ൌ ଶݕ ൌ 7 
ଵݔ              ൌ 2 ՜ ܿ ൌ ଵݕ ൌ 5 
             ݉ ൌ ଶݔ െ ଵݔ ൌ 1 
 
A trapéz területe: 

ܶ ൌ  
ܽ  ܿ

2
݉ ൌ 6 

A görbe alatti terület számolási technikáját fejlesztendő osszuk a 2  ݔ  3 intervallumot ݊ 
egyenlő részre, és rendre számoljuk ki a téglalapok területét a baloldali intervallumértékekkel (integrál 
alsó közelítő összeg): 

ଵܶ ൌ 2 ൬2  0
1
݊

൰  1൨
1
݊

ൌ
4
݊

 2 · 0
1

݊ଶ 
1
݊

 

 

ଶܶ ൌ 2 ൬2  1
1
݊

൰  1൨
1
݊

ൌ
4
݊

 2 · 1
1

݊ଶ 
1
݊

 

 

ଷܶ ൌ 2 ൬2  2
1
݊

൰  1൨
1
݊

ൌ
4
݊

 2 · 2
1

݊ଶ 
1
݊

 

 
 

ܶ ൌ 2 ൬2  ሺ݊ െ 1ሻ
1
݊

൰  1൨
1
݊

ൌ
4
݊

 2 · ሺ݊ െ 1ሻ
1

݊ଶ 
1
݊

 

Az ݊ téglalap területe összeadva és ݊ ՜ ∞ esetet véve: 
 

ܶ ൌ ݊
4
݊

 2 
0  1  2  3  ڮ  ሺ݊ െ 1ሻ

݊ଶ  ݊
1
݊

ൌ 4  2
ሺ݊ െ 1ሻ݊

2݊ଶ  1 ൌ 4  1  1 ൌ 6 

 
 
18. Osszuk a 2  ݔ  4 intervallumot ݊ egyenlő részre, és rendre számoljuk ki a téglalapok területét 
a jobboldali intervallumértékekkel (integrál felső közelítő összeg): 
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ଵܶ ൌ ቈ൬2  1
2
݊

൰
ଶ

 1
2
݊

ൌ 4  2 · 2 · 1 ·
2
݊

 1ଶ 4
݊ଶ  1൨

2
݊

 

ଶܶ ൌ ቈ൬2  2
2
݊

൰
ଶ

 1
2
݊

ൌ 4  2 · 2 · 2 ·
2
݊

 2ଶ 4
݊ଶ  1൨

2
݊

 

 
 

ܶ ൌ ቈ൬2  ݊
2
݊

൰
ଶ

 1
2
݊

ൌ 4  2 · 2 · ݊ ·
2
݊

 ݊ଶ 4
݊ଶ  1൨

2
݊

 

 
Az ݊ téglalap területe összeadva és ݊ ՜ ∞ esetet véve: 
 

ܶ ൌ 4
2
݊

݊  2 · 2 · ሺ1  2  ڮ  ݊ሻ
2
݊

·
2
݊

  ሺ1ଶ  2 ଶ  ڮ  ݊ଶሻ
4

݊ଶ

2
݊


2
݊

݊ 

 

ൌ 8  2 · 2 ·
݊ሺ݊  1ሻ

2
·

2
݊

·
2
݊


݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6
4

݊ଶ

2
݊

 2 ൌ
62
3

 

 
19. A fenti módszert alkalmazva: 

ܶ ൌ  
7
6

 

 


