3. AKVANTUMMECHANIKA MATEMATIKAI

ES FIZIKAI ALAPJAI

Az €l6z6 fejezetben mar lattuk, hogy Schrodinger hulldmegyenlete képes a mikrofizikai objektumok
energiaéllapotaiban jelentkezé kvantumos (diszkrét) jelenségeket is magyardzni. Roviden megemlitettiik
azt is, hogy a stacionarius Schrddinger egyenlet a matematikdban mar régéta ismert dn. sajatérték

egyenletnek felel meg.

A fizikai mennyiségek értékének kvantumos, diszkrét véltozasa ismeretlen volt a klasszikus fizikdban,
ezért ott a fizikai mennyiségeket folytonos, differencidhaté fliggvényekkel irtuk le. A kisméretli
mikroobjektumok vizsgdlata megmutatta azonban, hogy a természetben a fizikai mennyiségek
egyrészt folytonos, masrészt diszkrét értékkészlettel rendelkeznek, ezért a nekik megfelel6 matematikai

konstrukcidknak tiikrozni kell e fontos tényt.



3.1. OPERATOROK ES REGULARIS FUGGVENYEK

Dirac volt az, aki els6ként ismerte fel teljes altalanossagban, hogy a fizikai mennyiségek matematikai
reprezentansai nem a klasszikus fizika szokdsos fiiggvényei, hanem bizonyos operatorok, amelyek
a fizikai allapotot reprezentalé regularis fiiggvények terén, vagy mas néven, a Hilbert-téren

hatnak. Az a tér, amelyen az O operator hat, az illet6 operator Do értelmezési tartomanya.
Egy f figgvény szdmhoz (x) szdmot (y) rendel: y = f(x). Példa: 0 = sin 7.

Egy O operdtor fiiggvényhez (f) figgvényt (g) rendel: g(z) = Of(:c) Példék: g(z) = = f(x),
g(x) =/ f(x), stb.

Az operatorok a fiiggvényekhez képest az absztrakcié magasabb fokat képviselik, ezért nyilvan sokkal

gazdagabb lehet6séget kindlnak az elméleti leirds szamaéra.
A fizikai mennyiségeket leiré (reprezentdls) operatorok nem lehetnek tetszdlegesek.

Az anyagi részecskékhez rendelt valdszinfiségi hullimok interferencidra valé képessége (1d. példdul
Davison-Germer kisérlet) vezetett el a szuperpozicié elv feldllitdsdhoz, amely kimondja, hogy két
kiilonboz8 dllapot Osszege, szuperpozicdja is egy lehetséges dllapot (azaz a Schrodinger egyenletnek
megolddsa). Ahhoz, hogy a szuperpozicid elve teljesiilhessen, szitkséges az, hogy a fizikai mennyiségeket
reprezentalé operatorok linedrisak legyenek. Egy O operétor linedris, ha a kiovetkezd tulajdonsagokkal
rendelkezik (11,12 € Do):

Oty + t2) = Oy + Othy,
és
O(k1) = k(Ov1),
ahol k egy tetsz6leges (komplex) szdmot jelent.

Lathatjuk teh&t, hogy pl. a négyzetgyok vonds (\/‘ ), vagy az abszolutérték képzés (] |) nem johet

szoba, mint fizikai mennyiséget reprezentdlé operator.

Linedris operdtorok dsszegét a kovetkezd Osszefiiggés értelmezi (¢ € Do,, Do, ):
(01 + O2)1h = 019 + Oa.

Linedris operdtorok szorzata pedig az operdtorok egymds utdn val§ alkalmazdsat jelenti (¢ €
D027 021/) c Dol):
OAlOAQ’lb = Ol(OAQlﬂ) = Olg, ahol g = ng

(fgy kénnyen eléfordulhat, hogy 01021 1étezik, de 02019 mér nem!)
Operator négyzet az 0% =00 Osszefiiggést jelenti.

Kiilonosen fontosak az olyan linedris operatorok, amelyek egy fiiggvényt allanddszorosaba viszik at:

Ow =k, k = konstans.



Az ilyen egyenletet az operator sajdatérték egyenletének nevezzik, ¥—t az operdtor sajatfiigguényének,

k—t pedig a operator sajdtértékének. Az O operator Osszes sajatértékét spektrumnak nevezziik.

A Schrodinger egyenlet is egy specidlis operator egyenlet, az energia fizikai mennyiséghez rendelt H
operator sajatérték egyenlete:
Hy = Ev.

Alkossuk meg az energia H operatorat egydimenzids mozgds esetére! Legyen az x irdanyu impulzus
fizikai mennyiséghez tartoz6 operator
) h 9 (20a)
= T, a
ba i Ox

azaz az x—szel valé derivalas.

Az x irdnyt elmozdulds (koordindta) fizikai mennyiséghez tartozé operdtor pedig legyen az x—szel valé

SZOrzas

& — (20b)

amib6l azonnal kovetkezik, hogy a csupan koordindtakat tartalmazd potencidl fizikai mennyiséghez

szintén a vele vald szorzast rendeljiik:

Vi) —-V(z)-. (20c)

Az energia fizikai mennyiséghez rendelt operatort ezek utdn konnyen felirhatjuk:

R ]52 R h2 62
H===x . _ )
2m Vi) - 2m Ox? +Vi@) (20d)
és igy a fenti operatoregyenlet
- h? 0?
Hy=Bp -  — o+ Vy=Ey
2m Ox?

valéban a (14) alatti Schrodinger egyenletet adja egydimenzids mozgés esetén.

A fizikai mennyiségeket leiré (reprezentdld) operdtorok természetesen nem tetszbleges fiiggvényekre
hatnak, hanem — az el6z6 fejezettel Gsszhangban — csak olyan fliggvényekre, amelyek fizikai allapotot
jelenthetnek s igy a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkeznek:

— eqyértékiek,

— folytonosak, és

— normdlhatdk (korldtosak).

Ezen tulajdonsdgokkal rendelkezé fiiggvényeket regularis fliggvényeknek nevezziik. A reguldris

fliggvények Osszessége Hilbert-teret alkot.

A regulédris fiiggvényekkel végzett szamitdsok sordn gyakran szerepel két fliggvény szorzatianak
integralja. A jelolések egyszeriisitése érdekében bevezetjik a skaldrszorzat fogalmat a kovetkezo

definiciéval:
(s = [ 52,

ahol az integralds a fliggvényvaltozdk teljes értelmezési tartomanyara vonatkozik. Amint latjuk, a

skaldrszorzat olyan miivelet, amely két fliggvényhez egy (komplex) szdmot rendel.



A skalarszorzat tulajdonsagai a kovetkezdk:
(1|2 +93) = (Wrlh2) + (Y1l9s),

<T/)1|0> = 07
(1l2) = (2|y1)",
(k1 |he) = K™ (1]ha),

ahol k egy tetszéleges (komplex) szdmot jelol. Ezek a miiveletek a vektorok skaldris szorzési szabélyaira
emlékeztetnek, ezért a skaldrszorzat két elemét a bra (( |) és ket (] )) részt célszerii egy absztrakt dudlis
vektortér elemeinek tekinteni. [A bra és ket elnevezést Dirac vezette be az angol bracket (zaréjel) szé

felbontasdval.] [gy beszélhetiink két fiiggvény ortogonalitdsérél, amennyiben (¥1]2) = 0.

Visszatérvén az operatorok sajatérték spektrumdhoz, megjegyezziik, hogy van folytonos és diszkrét

spektrum. Folytonos spektruma van pl. a differencialdas operatornak (O = d%), ui. ennek sajatérték
egyenlete a kovetkezo:

d

— b=k

= ko,
amelynek megoldésa

P = Aek,

amelybél viszont a korldtossdg regularitdsi kovetelmény miatt k& = +i|k| kovetkezik. A differencidlds

+i|k|x

operator sajatértékeit az Osszes imagindrius szam képezi, sajatfiiggvényei pedig ¢ = Ae alakuiak.

Diszkrét spektrummal rendelkezik az energiaoperdtoron kiviill pl. a tiikkrozés (paritds) operdtora,

amelynek definicija a kovetkezd: pf(:n) = f(—z). Sajatérték egyenlete:

Alkalmazzuk P—t még egyszer:
P2 f(z) = K f(z) = f(x),

azaz k* = 1, amib6l viszont k = £1 kovetkezik. Tehdt a paritds operator sajatértéke a +1 vagy —1

lehet. A paritds operator sajatfiiggvényeit az Osszes paros ill. paratlan fliggvény képezi.
Bevezetjilk az o+ adjungdlt operator fogalmat a kovetkezo definicioval:
(¥1]0¢2) = (0T 1|¢a),

ahol ¥y € Do, Y1 € Do+, és altaldban Do # Dp+. Az olyan operatort, amelyre

O=0" & Do =Dy,

onadjungalt operdatornak nevezziik.

A fizikdban kiilonlegesen fontosak az olyan operatorok, amelyekre

(¥1]|Ot2) = (O [ib2)

érvényes minden ¥ és 2 € Do elemre. Ezek a hermitikus (v. szimmetrikus, 1d. kés6bb) operatorok.



Az onadjungdlt operatorok természetesen hermitikusak is, viszont nem minden hermitikus operator
onadjungalt is egyben. Ilyen pl. az impulzus operdtor, amely hermitikus, de nem Onadjungalt a
végpontokban eltiing fiiggvények terén [mivel a pT operdtor terét valaszthatjuk b&vebbre is (1d.
késébb)].

Tétel: A hermitikus operdtorok alkalmasak fizikai mennyiségek reprezentdldsdra (leirdsara, dbrazoldsara),

mivel ezek valos sajatértékkel rendelkeznek.

Bizonyitds: Egyrészt
(plOp) = (plkp) = k (vlp),
masrészt
(plOp) = (Ople) = (kle) = k™ (plo),
amibél k = k* kovetkezik. Q.E.D.
Megjegyezziik tovabbd, hogy a szorzat operdtor adjungdltja (a definiciébdl kovetkezéen) eléallithatéd a
tényezd operatorok adjungéltjainak forditott sorrendben torténdé alkalmazasaval:

(0,0:) =05 OF .

A tovabbiakban a fizikai mennyiségeket kizarolag linedris hermitikus operdtorokkal fogjuk jeldlni, ezért

a 7kalap” " megkiilonboztetd jelet nem fogjuk alkalmazni.



3.1.1. A HILBERT TER.

A 'H Hilbert tér olyan co—dimenzids vektortér, amelyben az Osszes elemnek van véges hossza (norméja).

A tér elemei az f vektorok, amelyeken aldbbi miiveletek vannak értelmezve:

i) Skaldrral valé szorzés.

ha f e H, és A €C, akkor A\f € H.

ii) Osszeadas.

ha fi és fo € H, akkor f1 + fo € H.

Az i) és ii) tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy két H—beli elem linedrkombindciéja is H—beli elem:
f=>,cficH.

111) Ertelmezett az elemek kzotti ”belsé szorzat” , vagy skalarszorzat:

(flg), ahol f,ge™H,

amely a H—beli elemeket a C komplex szadmok halmazaba képezi le. A skaldrszorzat a kovetkezd

tulajdonségokkal rendelkezik:

a) (flg) = (g|f)*, ahol * komplex konjugaldst jelent;

b) (Aiflrag) = AT A2 (flg)

c) {(f1 + falg) = {f1lg) + (falg) és (flgr + g2) = (flg1) + (flg2)-

) [{flg)|* < (f1f){glg), Schwarz egyenldtlenség.

Az (iii) tulajdonsag alapjan definidlhaté egy "hossz” (vagy norma): ||f]|> = (f|f), és az ortogonalitds:

fLg, ha (flg) =0. Az {f;} szet ortonormdlt, ha (f;|f;) = ;.

A Hilbert-tér eddigi tulajdonsdgai hasonlitanak az &, véges dimenziés Euklidészi vektortér

tulajdonsagaihoz. Az eltérés a kovetkezo tulajdonsdgban van:

iv) Egy {f;} vektorsorozat teljes, ha barmely f € H linedrkombindcidként irhatd fel vele, azaz

f=Y cifi, fieM, ceC

i=1
A Riesz-Fischer tétel az, amely bizonyitja, hogy a fenti Gsszegzés konvergens, azaz a H—tér teljes. A
teljesség megfogalmazdsdnak egy mdsik médja a kovetkezs. Tekintsiink egy vektor sorozatot (Cauchy-
sorozat): fi1, fa, .. Tegyiik fel, hogy minden e > O—ra taldlhatunk egy l—et tgy, hogy barmely
véges m—re ||fixm — fill < €. E sorozat konvergencidjit bizonyitja a Riesz-Fischer tétel, amelyet
illetéen a matematikai szakirodalomra utalunk (pl. Székefalvi-Nagy: Funkciondlanalizis). Népszeriien
megfogalmazva: a tétel a végtelen dimenzids Hilbert-tér teljességét bizonyitja, azaz azt, hogy a végtelen
dimenziés térben kivdlaszthaté egy végtelen elembdl allé sorozat (bdzis), amely szerint a tér barmely

eleme kifejtheto.



Az absztrakt Hilbert-tér egy specidlis realizdciéja (modellje) az Lo—tér, azaz a négyzetesen integrdlhatd,

komplex értéki figguények tere, ahol a norma véges:

IF12 = (F1F) = / F(@) (@) d < oo.

Itt = barhany valtozét jelolhet és az integraldas az f fliggvény teljes értelmezési tartoményéra

kiterjesztendo.

Arrél, hogy az Lo—tér Hilbert tér, gy gy6z6dhetiink meg, hogy beldtjuk sorban az i)-iv) tulajdonsdgok

érvényességét a négyzetesen integralhaté fliggvények korében is.
3.1.2. OPERATOROK.

Definicio: Az operator leképezési miiveletet jelent: egy ’A’ operator a Hilbert-tér bizonyos elemeit
Hilbert-térbeli elemekre képezi le. Azon elemek Osszessége, amelyekre az A operator, tehdt a leképezési
miivelet, értelmezve van, alkotja az A operdtor D4 értelmezési tartomdnyat. Ez altaldban H—nak egy
résztartoménya csupan: D4 C H. Azon elemek Osszessége, amelyek a leképezés soran keletkeznek,
alkotja az A operdtor Ry értékkészletét. Az operator értékkészlete is altaldban csak részhalmaza a

teljes Hilbert térnek: R4 C H. Roviden tehéat: ha f € Dy C H, akkor g= Af € R4 C H.
Lényeges koriilmény az, hogy altalaban R4 # Dy!

Példa. Legyen A = 2%-, és H = Lo. A négyzetesen integrahaté fiigvények koziil kivalasztjuk az
flasp) = (22 + a®)™* alakd fiiggvények részhalmazat. Ekkor az A operdtor értelmezési tartomdnya
Da = {f(z;p), p > 1/4} C H. Az A operétor értékkészlete viszont kisebb ennél: R4 = {f(z;p), p >

9/4} C Dy, amint azt integréldssal konnyen ellendrizhetjiik.

Csak linedris operatorok érdekelnek benniinket a szuperpozicio elvének érvényesiilése miatt. Linearis

egy A operator akkor, ha fi1, fo € D és A1, A2 € C esetén
A fi+X2f2) = MAfL + X Af2

teljesiil.
Az operatorokra értelmezve vannak bizonyos miiveletek.

1) Szdmmal val6 szorzés. Ha A egy H—n hat6 operdtor Dy értelmezési tartomdnnyal, akkor \A is egy

H—n a kovetkezdképpen hatd operdtor Dy értelmezési tartomannyal:
(AA)f = A(Af).

2) Operédtor Osszege. Ha A egy operdtor Dy értelmezési tartomdnnyal, és B egy operdtor Dp értelmezési
tartomédnnyal, akkor (A + B) is egy operdtor Dy N Dp értelmezési tartomédnnyal, és a kovetkezd
definicioval:

(A+B)f=Af+Bf, f€Darp=DaNDp.



3) Egy A operator R4 értékkészletét mindazon H—beli elemek alkotjdk, amelyeket A—nak D4 —n vald

operalasaval kapunk. Formaélisan:
Ra=ADy.

4) Operétorok szorzata:
(BA)f = B(Af), ha Ra CDg,

ui. ekkor Af € Dp, valamint
(AB)f = A(Bf), ha Rp CDa.

fgy lehet, hogy AB létezik, de BA nem, ill. forditva.

3.1.3. HERMITICITAS ES ONADJUNGALTSAG.

Legyen A egy H—n értelmezett operdtor és f € D,. Tekintsikk a (g|Af) kifejezést. Ha valamely fiz
g € H—ra azt taldljuk, hogy
(glAf) = (hlf) ()
az Osszes f € Da elemre, akkor definidljuk az A operdtor adjungdlt operdtorat, AT—t, a kovetkezd
egyenlettel:
h=A"g, (xx)
és olyan Dj+ értelmezési tartomdnnyal, amely mindazon {g} elemekbdl §ll, amelyekre (*) és (**)

érvényes. Ebben az esetben irhatjuk:

(g|Af) = (ATg|f), [€EDa, gEDar.

Ahhoz, hogy h = ATg egyértelmiien definidlt legyen g altal, kell, hogy Da stri legyen H—n beliil (a
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy elég sok elemet tartalmaz). Dy sdrd, ha barmely g € H—ra létezik

olyan f € Dy, hogy megadva ¢ > 0—t, || f — ¢g|| <e.

Az A operator hermitikus, ha minden f,g € Da—ra

(9|Af) = (Aglf) = (ATglf).
Egy operator szimmetrikus, ha hermitikus és értelmezési tartomanya siirt H—ban.

Szimmetrikus operatorokra D+ O Dy, mert definicié szerint D4+ —ba D4 Osszes eleme beletartozik, de

ennél még tobb elemet is tartalmazhat.

Amennyiben Dy+ = Dy, és A hermitikus (AT = A skaldrszorzatban), akkor A 6nadjungdlt is,

nemcsak hermitikus (szimmetrikus).

Példa: az impulzus operator koordinata reprezentacioban,

hd

T dr D, = {f € L*(a,b); f(a) = f(b) = 0ésf korltos (a,b) —n.}

p



Hermiticitds: legyen f, g € D,. Ekkor

b hd h b rRdFNT
o) = [ 15 ae="2al e [ (5L) ade=wrlo)

Tehat p hermitikus (p = p™ egy skaldrszorzatban), de nem 6nadjungalt, mivel Dp+ D Dy

Valasszuk ugyanis a g elemeket p értelmezési tartomanyabél: g € D, az f elemeket viszont tetszdleges
térbSl, minddssze annyi korldtozdssal, hogy df/dx véges legyen (a,b)—m és f(b) = e*©f(a), ahol
© =const. Ekkor (f|pg) = (pf|g) ugyancsak fenndll, mésrészt az adjungalt definiciébdl (f|pg) = (p™ f|g).
Tehét p* = p =22 azonban D,+ D D,,.

Latjuk tehat, hogy ha a D,+ értelmezési tartomanyt D+ = {f € L?(a,b), f(b) = €©f(a) és f'
korlatos (a,b) — n}—nek definidljuk, akkor p* szimmetrikus (hermitikus). Azt mondjuk ilyenkor, hogy

pT szimmetrikus kiterjesztése p—nek. Viszont pT onadjungalt is, mert Dp+ = Dp+-
Definicio: Egy U operator akkor és csak akkor uniter, ha Dy = Ry = H, és
(ULUf) = {f1f)-
Ebbél kévetkezik: UTU =1 és UUT = 1.
Cayley-transzformdcio: Ha A 6nadjungalt operdtor, akkor az
U= (A—il)(A+il)™!
operator uniter. Forditottja is igaz: ha U uniter, akkor az
A=il-U)"'1+U0)=i1+U)(1-U)"!
operator onadjungalt.

A fent eléfordulé A~! operatort az A operator inverzének hiviuk: A=A = 1. Az A operator inverze

akkor létezik, ha Af # 0 (nincs zérus sajitértéke).



3.2. OPERATOROKKAL ES REGULARIS FUGGVENYEKKEL KAPCSOLATOS TE-
TELEK

a) KULONBOZO SAJATERTEKHEZ TARTOZO SAJATFUGGVENYEK ORTOGONALISAK
EGYMASRA

A tételt a Schrodinger egyenlet felhasznédlasdval egyszer mar bizonyitottuk, most a fizikailag széba

johet6 operdtorok hermitikussaganak és linearitasanak kihasznaldsaval sokkal hamarabb célhoz ériink.

Bizonyitds: Legyen
Opm = km©m,

OSDn == kn@n;
és ky, # kn # 0. Ezért

km

<O§0m|90n> = T (@ml@n)a

1 1
(‘Pml@n) = E(‘Pm'O‘Pn> = E

amibdl kovetkezik, hogy

(1-52) tenlen =0,

s mivel az els6 tényez6 nem zérus, a méasodik kell az legyen, Q.E.D.

b) n-SZERES DEGENERALTSAG ESETEN LETEZIK n SZAMU ORTOGONALIS
SAJATFUGGVENY

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f1 és fo ugyanazon k sajatértékhez tartozé két kiilonboz6 sajatfliiggvény,

azaz

Ofi=kf1, Ofs=kfa é (filf2) #0.

Alkosson ¢1 = f1 és w2 = a1f1 + aafe két, egymdsra mar ortogondlis sajatfliggvényt (az eredeti k
sajatértékkel természetesen, mivel Op; = ko1 és Ops = kps). Az ismeretlen a;, ao egyiitthatdk
egyértelmiien meghatdrozhatdk a (p1|p2) = 0 ortogonalitdsi és a (pa|p2) = 1 norméltsigi feltételekbol,

Q.E.D.

Kettonél magasabb degenericids fok esetén a paronkénti ortogonalitds és a normaltsagi feltételek mindig

elegendo szamu egyenletet szolgaltatnak az ismeretlen linearkombindaciés egyiitthatok meghatarozasara.

¢) HERMITIKUS OPERATOROK SAJATFUGGVENYEI TELJES FUGGVENYRENDSZERT AL-
KOTNAK
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E tétel bizonyitdsdt illetéen utalunk a matematikai szakirodalomra (Riesz-Fischer tétel), ill. a korabbi
analizis tanulmédnyokra. A tétel alapveto jelentOségli a kvantummechanikaban, ui. egy fiiggvényrendszer
teljessége azt jelenti, hogy szerinte barmely reguldris fiiggvény sorba fejthet. Azaz egy tetszéleges 1(x)

allapfiiggvényt eld lehet &llitani, mint a ¢, (x) sajatfiiggvények szuperpozicidja:
’lﬂ(I) = Zc”(p"(x)7 <90n|90m> = 5nm-
n
A kifejtési egylitthatékat meghatdrozé

en = (ol = | " (@i’ da

képletet visszahelyettesitve a kifejtésbe, majd az integraldst és az Osszegezést felcserélve kapjuk a

kovetkezo kifejezést

v = [ [C )] vl e

amelybdl leolvashato a teljességet kifejezdé Osszefiiggés
> enl@)pn(a’) = 6(x — '), (21)

ahol 0(x) a Dirac-féle 6 —fliggvényt jeloli (tulajdonsdgait 1d. kés6bb a 4. fejezetben).

A ¢(x) allapot norméltsdgabol a
L= (le) =D chemlpalpm) = D lerf =1 (22)

an. normdltsdgi feltétel kovetkezik a kifejtési egyiitthatékra vonatkozéan.
Folytonos spektrum esetén a fenti egyenletekben Gsszegzés helyett integrdlas értendo.
d) Koénnyen beldathatjuk még, hogy a normdlhatdsdgi reqularitdsi kovetelmény az energiaoperdtor
hermitikussagdbol levezetheto:
d
dt
azaz (U|U) =allandé.

wlw) = (S0 w) + (W ) = L) + () =0,

3.3. A FIZIKAI MERES ALAPTORVENYE

Tiszta dllapotrdl beszélink, ha ¢ = ¢,, azaz 1 éppen az egyik (az n—edik) sajdtdllapota az
O operatorhoz tartozé fizikai mennyiségnek. Ha ekkor mérés sorozatot hajtunk végre a mindig
allapotban levé rendszeren, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a mérések a k, sajatértéket fogjak

szolgéltatni. Ilyenkor ¢, # 0 és ¢y =0, (m #n) és |cu|? = 1.

Szuperpondlt dllapotrél akkor beszéliink, ha nem az elobbi eset valésul meg, azaz ha ¢ = > cppn.
Ekkor azt mondhatjuk csak, hogy az a ¢, sajatfiiggvény van erGsebben képviselve a 1) allapotban,
amelyikhez tartozé |c,|? kifejezés nagyobb. Fel kell tehat tételezniink (s aztdn a tapasztalattal
Osszevetni), hogy a mérés sorozat az ilyen ¢, —hez tartozé k, sajdtértéket nagyobb wvaldsziniséggel

szolgaltatja eredményiil, mint a kisebb |c,,|?—tel képviselt allapotokhoz tartozé k,, sajétértékeket.
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Ezek utdn a fizikai mérés alaptorvénye a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

s

annak W walészinisége, hogy a v dllapotban lévd rendszeren elvégzett mérés a ., sajdtfiggvényhez

tartozo sajdatértéket, k,—et adja eredményiil, éppen

W(kn) = leal® = [{pnl)?, (23)
és a mérés utdn a rendszer a ¢, sajatdllapotban taldlhaté (v — ¢p,).
Feltehetjiik a kérdést: vajon mennyi a kérdéses mennyiség kozépértéke?

Amennyiben N mérésbdl N,,—szer mériink k, sajatértéket a kezdetben mindig ugyanabban a

allapotban levd rendszeren (sokasdgon), akkor a kozépérték definicié szerint:

~ . N,
0=, 2y

Felhasznalva a mérési alaptorvényt, valamint tovabbi dtalakitasokat végezve nyerjiik:

- Ny
0 =3 b Jim T = 3 kalWalkn) = 2l =

= Enchenlmlen) = O cmemlO D enipn) = (¥109) = (0)

Tehat a mérések kozépértéke megegyezik a fizikai mennyiség siirliség szerinti atlagértékével, amit
vdrhatd értéknek is neveziink. (v6. az Ehrenfest tételnél haszndlt jeloléssel.) Ebbél is ldtszik a 1
allapotfiiggvény centralis szerepe: az dllapotfiiggvény ismeretében a mérések vérhaté (atlag)értéke elére
meghatdrozhaté. A problémat dltalaban az jelenti, hogy valds fizikai rendszer esetén a v allapotfiiggvény

nem ismeretes.

Szemléltetd példaként szamitsuk ki az L hosszisdgu egydimenziés potencidldobozban levé m tomegi
részecske x koordindtdjanak a kozépértékét (=varhatéd értékét). Az n—edik gerjesztett dllapotban levd
részecske allapotfiiggvénye az el6z8 fejezetbdl ismert médon ¥y, (z) = \/% sinkpz, ahol k, = nf. A
kozépérték tehat

oL
4

2 [t 2 [F 1 9
f:<wn|an>:z/0 xsiHQn%xdx:Z/o xi(l—COSanWm)d:c:Z~

Azt nyertiik, hogy sok mérés végrehajtdsa esetén a részecske koordinatdjara dtlaghan L /2, azaz a doboz

kozepének helykoordinatdja adédna mérési eredményiil.

Szamitsuk most ki az impulzus atlagat. Konnyen belathatjuk, hogy

h o

Pz = <wn i Oz wn> = 0;

azaz az impulzus kozépértéke zérus. Eredményeink megnyugtatdak; klasszikus fizikai szemléletiink
alapjan éppen ezen atlagértékekre szamithattunk.
A fizikai mérés alaptorvénye alapjén Ehrenfest tétele igy is irhato:

dp, 2z

a - "ae

SE

= Fu(= (Fu)).
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3.4. HEISENBERG-FELE FELCSERELESI RELACIOK

Mint lattuk, a fizikai mennyiségek linearis hermitikus operatorokkal reprezentalhatok. Ezen operatorok
a fizikai rendszer lehetséges éllapotait leiré reguléris fiiggvényeken (a Hilbert tér elemein) hatnak. Két
operator egymas utdni hatasa egy fiiggvényre dtalaban kiilonbozik az operatorok forditott sorrendben

valé alkalmazésanak hatasatol. Azt mondjuk, hogy az ilyen operatorok nem felcserélheték: AB # BA.

Legyen pl. A =p, = %% az x—iranyu impulzus operatora, mig B = x = x- az x— irdnyd elmozdulas

(koordinéta) operatora. Ekkor, mivel

o oY
%(ﬂb) —w‘f‘ﬂ?%,
aAzZaz 5 P
h hoy h
700 T e T Y

kapjuk a kovetkezd Osszefiiggést

(pxx - xp;c)fb = Ew

i
Definialjuk a két operator felcserélhetéségét méré kommutdtort
[A, B] = AB — BA.
Ha két operator kommutatora zérus, a két operator felcserélheté egymassal, kiilonben nem.

Fenti eredményiink v tetszoleges voltara figyelemmel, kommutatorral is kifejezhet6:

h
[Pz, 2] = " (24a)
Hasonléképpen
h
[Pyl = 7, (24Db)
h
[pz; 2] = =, (24c)
i
de példaul
[pa:a y] =0, (24d)
és ciklikus felcseréléssel hasonléan a tobbi iranypéarositasra nézve.
A klasszikus fizikdban [p,,x] = 0, azaz a fizikai mennyiségek felcseréheték egymadssal. Azt, hogy ez

csak kozelité érvénnyel igaz, és bizonyos fizikai mennyiségek (azaz a nekik megfelel§ operdtorok) nem
feleserélhetdk egymédssal, Heisenberg ismerte fel els6ként, és ezért a (24a-d) egyenleteket Heisenberg-

féle felcserélési reldcidknak hivjuk. A Heisenberg-relacidk a természet alapveto torvényei kozé tartoznak.

A (24) Osszefiiggés a (14) Schrodinger egyenlettel egyenértékii operdtoregyenlet. Ismeretiik birtokdban,
mint fogjuk 14tni, a fizikai mennyiségek (mérhet8) lehetséges értékei meghatarozhatdk a (nem mérhetd)

sajatfliiggvényekkel egyiitt.
Tétel: Felcserélhetd operdtoroknak vannak kozos sajdtfiigguényei.
Bizonyitds: Legyen ¢ A—nak nem elfajult sajatfiiggvénye: Ap = ap. Ekkor, mivel AB = BA,

A(By) = BAp = Bayp = a(By),
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azaz By sajatfiggvénye A—nak ugyanazzal az a sajatértékkel, ezért By ardnyos kell legyen p—vel:

By =bp. Q.E.D.
A tétel forditottjat is bizonyitjuk: Legyen ¢ koz0s sajatfliiggvénye az A és B operatoroknak, azaz
Ap = ap és By = bp. Bizonyitjuk, hogy ekkor [A, B] = 0 a ¢ sajatfiiggvényre vonatkozdan.

ABp = A(bp) = bAp = bay = B(ap) = BAyp

Azaz [A, B] =0 (a p— sajatfiiggvényre valé alkalmazds szempontjdbol). Q.E.D.

Tétel: Amennyiben [F, H| = 0, azaz eqy F fizikai mennyiség operdtora felcserélhetd az energiaoperdtorral,

akkor az F mozgdsdllando.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy F operatora explicit médon nem fiigg az id6tsl: F/dt = 0. Ekkor az
I 4tlagértéke még fiigghet az idétSl a W(r,t) allapotfiiggvényen keresztiil. Képezve a kozépérték idd
szerinti derivaltjat és kihasznalva az allapotegyenletet (%—\f = %H ¥), kapjuk:

dF _d

o o 1 1
— = (VFY) = <E|F\I/> + <\1/|FE> = = (HY|FU) + — (V|[FHT) =

ih

j dF
:%(\IIHH,F]\II). — Tehit — =0, ha [H,F]=0, Q.E.D.

dt
A
dF i
~ - _[HF
o = ]

mennyiséget kvantummechanikai idéderivaltnak nevezziik.

A kvantummechanikai idéderivalt segitségével gyorsabban levezethetjiik Ehrenfest tételét és mélyebb

bepillantast nyerhetiink a newtoni mechanika torvényeinek érvényességi korébe.

Legyen F' = z- . Ekkor
dr i

o = Rl = — (p2a — ap?)

wh
) 1
= % (px(pxx - Ipx) + (pxac - xp;c)p;c) = ;px

Legyen F' =p, = %8—‘1 Ekkor

oV

dpe _ 1 oV
o or’

dt h

)
(Hp:c —pr) = ﬁ (Vp:c _va) =

Ennek véve a varhato értékét, kapjuk Ehrenfest tételét. Newton torvényei tehdt operator egyenl6ség

alakjaban érvényesek.

3.5. HEISENBERG-FELE HATAROZATLANSAGI OSSZEFUGGESEK

Ha egy mikrorendszer v allapotfiiggvénye az A operdtornak (fizikai mennyiségnek) nem sajitfiiggvénye,
akkor az A &altal leirt fizikai mennyiség értékére a mérések dltalaban kiilonb6zé értékeket szolgaltatnak.
Minél tavolabb vannak ezek az értékek az altaluk szolgaltatott atlagértéktol, anndal hatdrozatlanabb

(elmosddottabb) ilyenkor a kérdéses fizikai mennyiség értéke, azaz anndl nagyobb a mérés szordsa.
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Definidljuk a négyzetes kozepes eltérést (szérasnégyzetet):
(AA4)? = (A - (4)*),

ahol (A) = (Y|Ay) az A fizikai mennyiség (= hermitikus operdtor) varhaté (atlag—, kozép—) értéke.
Tétel: A négyzetes kizepes eltérés sajatdllapotban (és csakis ebben) zérus.

Bizonyitds: Kiindulunk a definiciébdl, majd elvégezziik a négyzetreemelést és a kozepelést:

(AA)? = (P](A = (A4))*¥) = (¥|(A* = 24(4) + (4)*) ¥) = (4%) — (4)%.
Sajatéllapotban (A = ki) a jobboldal valdéban zérust ad (k - k — k?) = 0, egyébként nem.
Bizonyitjuk a kovetkezo tételt:

Amennyiben két fizikai mennyiség operdtora egymdssal nem felcserélhetd, akkor kiozepes eltérésiik
szorzatdnak legkisebb értéke a két operdtor kommutdtordbol képezett vdrhats érték abszolit értékének
a fele, azaz

ha [A,B]=C, akkor AAAB > %|<C>| (25a)

Bizonyitds: Kiindulunk az analizisbol jol ismert

(f1£)glg) = (Fla){glf) = 1{flg)?

Schwarz-féle egyenlétlenséghbdl, és definidljuk az A’ = A — (A), B’ = B — (B) hermitikus operdtorokat,
amelyek kommutdtora szintén C: [A’, B'] = C. Legyen tovabba f = A’y és g = B'4). Ezt a Schwarz
egyenl6tlenségbe helyettesitve kapjuk

(AAAB)? > [(A'B)|?

‘<A’B’+B A’> <A’B’ B’ A’>
+

e I (|

+<A’B’—|—BA' <A’B’ B’A’>

A'B'+B'A'\ JA'B' — B'A"\*
+( =)
Az utolsé két tag zérust ad, mivel
(VI(A'B" £ B'A")y)" = £(y|(A'B' £ B'A"))).

fgy tehat

(sasg s (A LT (AT

2
Az elso tagot elhagyva még inkdbb teljesiil az egyenlGtlenség:

s [(FEZER) ()

Mindkét oldalbdl gyokot vonva kapjuk a (25a) alatti 6sszefiiggést. Q.E.D.
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Marmost legyen B=p,, A=ax — (C= f%. Behelyettesitve (25a)-ba, kapjuk a hires Heisenberg-féle
hatdrozatlansdgi reldaciokat
h
AvAp, > 3, (25b)

tovabba, mivel valaszthatjuk A—t és B—t az y—, ill. z—irdnyu elmozduldsnak és impulzusnak is,

AyAp,

vV
NSt NS

(25¢)

AzAp, > —. (25d)

A Heisenberg-féle hatdrozatlansigi reldciéonak rendkiviil mély fizikai (és filozéfiai) tartalma van. Azt
mondja ki, hogy a koordindta és az impulzus (vagy két mds, egymadssal nem felcserélheté operdtorral
reprezentdlt) fizikai mennyiség mérése egyszerre nem végezhetd el egy mindig azonos ¢ éllapotban levé
rendszer-sokasdgon. A (25) egyenl6tlenségek pontosan azt jelentik, hogy a mindig azonos ¢ allapotban
levé rendszerek sokasdgan sokszor megmérve az r—értéket, majd sokszor megmérve a p, értékét, a
mérés sordn ad6dé Az és Ap, hibdk (szérdsok) szorzata még végtelen pontos miszereket hasznédlva
sem lehet kisebb, mint a (25) &ltal megszabott alsé korldt. Ezt a negativ allitdst szoktdk a klasszikus
szemléletiinkkel jobban megragadhatd, egyetlen objektumra vonatkozé kijelentésként megfogalmazni:
egy részecske koordindtdja és impulzusa (vagy két mds, egymdssal fel nem cserélhetd operdtorhoz
tartozé fizikai mennyiség) egyidejiileg nem vehet fel pontos (hatdrozott) értéket s igy nem is mérhetd

tetsz6leges pontossaggal egyidejiileg.

A makrofizikai mérésekben a tételnek nincs észrevehetd folyomdnya. Legyen ui. egy m =5 x 1073 [kg]
tomegli golyénk, amelynek helyét Az = 10~% [m] (=1um) pontossiggal mérjiikk meg. Ekkor a golyé
sebességének hatarozatlansdga a bizonytalansigi relaciébdl kévetkezéen

_Ap_ _h 1-10734Js -y

A =
T T 2mAr T 2.5.10-3-10-%kgm s

Ilyen kis sebességek mérésére, észlelésére a makrofizika nem képes, s {gy megérthetjiikk, hogy a (25)

egyenleteknek a makrofizikaban miért nincs észrevehetd jelentéségiik.

A mikrofizikdban, a kis méretek vildgdban viszont igencsak nagy jelentGséggel birnak a (25)
Osszefiiggések. Prébaljuk megmérni az elektron helyét és sebességét egy atomon belill Az elektron
helyének mérési bizonytalansdga maximalisan az atom atméréje lehet: Az = 10710 [m]. Az elektron

tomege m = 9 x 10731 [kg], ezért a sebességének mérési bizonytalansiga:

_Ap, _h L1079 —5.10°™ — 5005
S S

A ~
T T T 2mAr T 1,8-10-30 10 kg m

Ez azt jelenti, hogy eleve reménytelen véllalkozdas egy atomon beliili elektron sebességének és

tartézkodasi helyének egyidejii mérése.

A Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relacié egyben azt is jelenti, hogy a mikrofizikiban nem érvényes
a pdlya fogalma. Egy részecske palydjar6l ui. akkor beszélhetiink, ha a részecskének minden
idopillanatban ismerjiik a tartézkoddsi helyét, valamint sebességének nagysdgat és iranyat. Az atomban
ez gyakorlatilag (és elvileg is) kizart, mert amint lattuk, az elektron helyének egyre pontosabb mérése

egyre elmosddottabba tenné a sebességére vonatkozé mérés értékét és viszont. Nem jelenti ez persze
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azt, hogy altaldban az elektronnak, mint mikroszkopikus (tomegii) részecskének, nem beszélhetiink
a palydjardl. Katddsugdrcsében, vagy ciklotronban az elektron pdlydjinak (vagyis helyének Az és
sebességének Av ) bizonytalansdga, elmosédottsiga a berendezés méreteihez képest elhanyagolhatd.
Tegyiik fel példdul, hogy a ciklotronban a mégneses tér altal 1 [m] sugart korpdlydra kényszeritett
elektron helyét (a berendezés tervezhetésége miatt) Az = 107*[m] pontossdggal kell ismerniink
(megmérniink). Ez Av ~ 5[<*] sebességbizonytalansdgot jelent, ami viszont a ciklotronbeli tipikusan
MeV energiaju elektronsebességekhez viszonyitva elhanyagolhatd. Tehat ciklotron esetén beszélhetiink

az elektron palyajardl.

A Heisenberg-féle hatarozatlansdgi Osszefiiggés
ravilagit a mikrofizikdnak a makrovilaghoz
X ___’_/>— P

képesti  sokkal gazdagabb mozgasformaira.

Tekintstink pl. egy elektront. A 14/a.

abran az elektron olyan mozgasallapotban 14/a. dbra. A ml}f-
rorészecske ”tomegpont’-
van, hogy helyét jol ismerjiikk, impulzusa el llapotban.

viszont szétkent eloszldst mutat. Az ilyen
allapot a makroszkopikus fizikiban megismert

7tomegpont” fogalomra hasonlit.

A 14/b. ébrdn egy “hullim” mozgasforma

ismerheté fel, amelyre az jellemz6, hogy az _____/__\_.r AA__/,

impulzus jol meghatarozott, a mozgast végzd 14/b. 4bra. A mikro-

objektum viszont nem lokalizdlédik egy adott részecske ”hulldm”-kzeli
allapotban.

helyre.

A 14/c. abran a két el6z8 kozti végteleniil sokféle ( ? i i

mozgasforma egy lehetséges vatozatat tuntettitk x :

fel. 14/c. 4bra. A mikroré-
szecske altalanos allapot-

A zérusponti energak 1étét a Heisenberg- ban.

féle  hatarozatlansagi  relaciok  segitségével

is  megérthetjik. Példaul az egydimenzios

potencidldoboz esetén a részecske x koordindtdjanak vérhaté értéke (z) = L/2 volt. Azaz az z

koordindta mérési bizonytalansdga is legfeljebb L/2 lehet: Az < L/2. Ebb6l (25) alapjin

Av > h >i
— 2mAx — mL

kovetkezik. fgy a lokalizdltsdg miatti minimélis (csupén az elmosdédottsagbdl addds), energidra az

1 h? Ey
Emin == A 2 > = 5>
A 2 50T =

also korlatot kaptuk, amely az F; zérusponti energia nagysagrendjébe es6 érték.

Amint azt a (25a) egyenletbdl latjuk, a hatdrozatlansdgi relacidk a (24) felcserélési torvények egyenes
kovetkezményei. fgy tehdt a (24) felcserési torvények kapesan mondottakat érdemes tdjra megismételni:

azok a kvantummechanika legalapvet6bb axiémdi. A felcserélési torvényekbdl leszarmaztathatd
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hatarozatlansagi relaciékra pedig gy tekinthetiink, mint kvantitativ, matematikai formakban kifejezett
korlatjat annak a szdndékunknak, hogy a klasszikus (makroszképikus) fizikdbdl szerzett absztrakt
fogalmainkkal (hely, sebesség, energia, id6, stb.) mikrofizikai (kis mérettartomanyokban lejatsz6do)

jelenségeket értelmezziink, ill. leirjunk.

Roviden érdemes még megjegyezni, hogy a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relaciok segitségével
értelmezhetiink még szdmos tovabbi jelenséget, mint pl. a hidrogénatom (1d. késébb) alapallapotdanak
szerkezetét (azt tudniillik, hogy miért nem zuhan a magba az elektron), az atomi és magnivék
vonalszélességét (és élettartalmuk nagysdgrendjét), az impulzusmomentum ”furcsasdgait” (ld. késébb),
stb. Kivald magyar nyelvii targyalds talalhaté a Marz: Kvantummechanika, ill. Nagy Kdroly:

Kvantummechanika c. tankonyvekben.

Filozdfiai tartalom: A Heisenberg-féle hatarozatlansagi Osszefliiggések elvi korlatot &llitanak a vilag
mechanisztikus megismerhetésége elé. Megddlt a determinisztikus vildgkép, a Laplace-démon elvileg
sem létezhet, mivel nem lehetséges egy adott idopillanatban a viligegyetemet alkoté részecskék
helyét és sebességét megismerni abszolut pontossidggal. A mechanisztikusan determinisztikus vilagkép
helyébe egy sokkal gazdagabb, lehetdségekkel teli vilagszemléletet kaptunk a kvantummechanikatol
cserébe: a vildg nem eleve meghatdrozott, elére eldontott valami, amelyben mi emberek (és minden
més is) csupdn statiszta szerepet jdtszunk. A fizikai mérés alaptorvényébdl (a mérés valdsziniiségi
értelmezésébdl), valamint a mechanisztikus determinédciét megdénté Heisenberg-féle hatdrozatlansigi
relaciokbdl kovetkezendSen a vildg minden pillanatban Wjjasziletik, az 1jjasziiletés permanens

allapotaban van.

(Megjegyzendd, hogy noha e vildgszemlélet gyermekek szamadra is konnyen felfoghatd, a kéztudatban,
de még a miiszaki/természettudoményos képzettséggel rendelkezék korében sem terjedt el eléggé. Ezért
van az, hogy Teller Ede minden interjijaban, nyilatkozatdaban, eldadasaban stb. megragadja az
alkalmat arra, hogy egy-két mondatban szét ejtsen ezen 1j vilagnézet lényegérdl, amely egyben a

kvantummechanika legfontosabb tanitédsa.)

Roviden meg kell emliteniink az energia és id6 fizikai mennyiség, valamint az impulzusmomentum z—

komponense és az azimutalis szog fizikai mennyiség felcserélési relacidjaval kapcsolatos problémakat.

Kimutathaté az, hogy a nemrelativisztikus kvantummechanikaban a tetszetOs
energiaoperator: E — ———
idé: t—t

hozzdrendelés [amelybdl formélisan ”levezethetd” az dllapotegyenlet és felirhaté egy

[E,] = ? (hibds)
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feleserélési reldcid], nem létezik a teljes energia korldtossdga miatt. Ezen operdtorok értelmezési
tartomanyat vizsgalva ugyanis kideriil, hogy az id6nek diszkrét spektruma lenne. Bizonyithaté azonban,

hogy az energiamérés és idotartam mérés szérasara mégis fenndll a

AEAt > (helyes)

[N

Heisenberg féle hatarozatlansagi relacio.

A Kkovetkezd fejezetben fogjuk latni, hogy az impulzusmomentum z komponense az azimutdlis szog

derivéltjaval kapcsolatos:

Y
1 0¢

A [pg, x] = h/i felcserérési reldcié analégidjara felirt
h

relacid szintén problematikus, mert a beldle folyé
h "
AL,A¢ > B (hibés)

hatarozatlansagi Osszefliggés helytelen. A felcserélési relaciobdl a hatarozatlansagi reldcidéba torténd
levezetésnél ui. mindig kihaszndaltuk, hogy az operatorok hermitikusak. Viszont az L. operdtor csak
a 27 szerint periédikus fiiggvények terén hermitikus, mig ¢ = arctany/x nem periédikus. Jackiw és
mésok megmutattdk, hogy peridédikus (pl. ® = sin¢) véltozét haszndlva, csak kis A¢ szérdsok esetén

kapunk a fenti bizonytalansagi relaciéhoz hasonlé eredményt.

3.6. AZ AZONOSSAG ELVE

A mikrovildgban eléfordulé objektumok (elemi részecskék, elektronok, atomok, atommagok stb.)
nagyfoku hasonlésagot mutatnak egyméshoz. A tapasztalat szerint ezen mikrorendszerek nemcsak
hasonléak, hanem minden tekintetben azonosak is egymdssal. Az egyik elektron olyan, mint a
mésik, ugyanazon tomeggel, toltéssel és mds fizikai jellemzOkkel rendelkezik. A Holdrdl, vagy a
meteoritokbdl szdrmazé dsvdnyokat alkotd elemek azonosak a Fold barmely pontjan taldlhatdkkal (az

elemek rendszerbe foglalhatdk).

Makroszképikus vildgunkban el6forduld fizikai rendszerek kozil ilyen nagyfokd hasonldsdg leginkdabb
pl. egy hegedi hurjaval kapcsolatban figyelheté meg: adott anyagu, hosszisagu, feszességli hir mindig
ugyanazon a hangon fog megszdlalni, fiiggetleniil att6l, hogy hol és mikor készitették. Az azonossig elve
élesen ellentmond az atomok bolygdémodellként valé elképzelésének. Amig Naprendszeriink szamtalan
olyan valtozatban megvalosulhat, amelyek a kezdeti feltételek kismértékii eltérésében kiilonboznek csak,
addig egy vasatom alapallapotban csak egyféleképpen valésulhat meg. Minden kisebb perturbacié arra
nézve, hogy a vasatombeli elektronok mozgasat megzavarja, hatdstalan addig, amig a kozolt energia

éppen nem elegend6 a vasatom egyik gerjesztett allapotanak létrehozasédhoz.

A mikroobjektumok azonossigat tehdt a perturbacdkkal szembeni nagyfokd stabilitasdval

magyardzhatjuk, ami végs6é soron a fizikai mennyiségek kvantdltsdgdval fiigg Ossze. (Ez viszont,
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legalabbis ami a zérusponti [alapéllapoti] energidt illeti, a hatdrozatlansdgi elvvel kapcsolatos. Az
azonossag elve tehdt végsd soron a (24) cserereldcok egyik megnyilvanuldsi formdja. Mindez azonban
nagyon attételesen fiigg csak Ossze, ezért leghelyesebb az azonossag elvét egy teljesen fliggetlen

alapelvnek tekinteni.)

Vizsgdljuk most meg, milyen matematikai koévetkezménnyel jar az azonossig elve a
kvantummechanikdban. Mivel az el6bbiek szerint a kvantummechanikdban hatarozott pélyarél nem
beszélhetiink [nem tudjuk nyomon kovetni (elvileg sem!) az egyes elemi részecskéket], ezért pl. két
azonos részecskébél allé6 rendszer W(1,2) dllapotfiiggvénye ugyanazt az éllapotot kell jelentse, mint
U(2,1). Azaz, minden mérés szempontjdbdl azonosnak kell lenni a két dllapotnak, amit a kovetkezd két
egyenlettel fejezhetiink ki:
w(L,2) = (2, 1)
és
(@W(1,2)) = [{@¥(2,1)).

(Az els§ egyenlet a térbeli megtaldldsi valdsziniiségek azonossigédt, a mdsodik pedig a mérésekkel

szembeni azonossagot fejezi ki.)

A fenti egyenletekbdl az kovetkezik, hogy a két hullamfiiggvény csak egy egységnyi abszolut értéki

konstansban térhet el egymastol:
U(1,2) = k¥(2,1) = K*¥(1,2).

Ebbél kovetkezik, hogy k2 =1 — k = %1, azaz

w(1,2) = +¥(2,1) szimmetrikus, (bozonok)
" 1 =®(2,1)  antiszimmetrikus, (fermionok)
a két részecske felcseréléssel szemben.

Kimondhatjuk tehat az azonossig elvébdl fakadé matematikai tételt: a kvantummechanikdiban csak
olyan requldris fliiggvények irnak le fizikai dllapotot, amelyek szimmetrikusak vagy antiszimmetrikusak az

azonos részecskék (vdltozdinak) felcserélésével szemben.
Az azonossag elvébdl fakado tovabbi tételek:

Tétel: Azonos részecskékbdl dlls fizikai rendszer energiaoperdtora mindig szimmetrikus: H(1,2) =
H(2,1).

Bizonyitds: Tekintsiik a

(1,2
H(1,2)w(1,2) — in2 212
ot
Schrédinger egyenletet. Cseréljiik fel az 1—es részecskét 2—sel. Kapjuk a
U(2,1
H(2,1)¥(2,1) = m%.

Schrodinger egyenletet. Haszndljuk ki az allapotfiiggvény azonossdg elve kovetkeztében meglévd

szimmetriajat a 1 < 2 koordinata cserével szemben. Kapjuk:

+H(2,1)¥(1,2) = iih%
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Egyszerisitve a mindkét oldalon el6fordulé +—szal és kivonva a felcserélés elétti Schrodinger egyenletet
az iménti Schrodinger egyenletbél, kapjuk a szimmetrikussdgot jelenté H(2,1) = H(1,2) egyenletet
Q.E.D.

Tétel: A (13) dllapotegyenletnek mindig létezik szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus megolddsa.
Bizonyitds: Legyen Q(1,2) egy megoldds, azaz

Q1,2
2252 g 900, 2).
ot
Ekkor viszont (2, 1) is megoldds, hiszen

ih% = H(2,1)Q(2,1) = H(1,2)Q(2,1),

ahol kihasznatuk az el6z6 tételt. Minthogy két megoldas szuperpozicidja is megoldas, a

W(1,2) = Q(1,2) £ Q(2,1)

megoldas mar a kivant szimmetriat fogja mutatni. Q.E.D.
Tétel: Az allapotfiigguény szimmetridaja idében dllando.

Bizonyitds: Az
oV,
th— = HVU
ot ’
allapotegyenlet dtirhat6 differenciaegyenletté (a dt — 0 hatardtmenet elhagydsaval):
1
Witgr — Wy =dt—HWYy,
ih
Ebbdl, atrendezéssel, olyan egyenletet kapunk, amelyben egy késébbi id6pillanatbeli allapotfiiggvényt

egy kordbbi idépillanatban érvényes allapotfiiggvénnyel fejeziink ki:
1
ipar(1,2) = (1 + thH)\I/t(l, 2).

Mivel a zardjelben &all6 kifejezés szimmetrikus a két részecske felcserélésével szemben, az allapotfliiggvény

szimmetridja idoben allandé marad. Q.E.D.
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